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1 Zufallsexperimente

1.1 Definitionen

Eine Simulation, die zuféllige Ergebnisse liefert, wird als Zufallsexperiment
bezeichnet. Es besteht aus einem Ergebnisraum €2, der sémtliche moglichen
Ergebnisse w € () etnhélt. Als Ereignisse A, denen Wahrscheinlichkeiten zuge-
ordnet werden sollen, werden Teilmengen A C €2 betrachtet. Den Ereignissen
A wird eine Zahl P(A) € [0,1] zugeordnet, die als Wahrscheinlichkeit von
A bezeichnet wird und die Wahrscheinlichkeit angibt, dass das Ergebnis des
Zufallsexperiments in A liegt. Fiir Ereignisse A, B ist

e AU B: Ereignis, dafs das Ergebnis in A oder B liegt
e AN B: Ereignis, dafs das Ergebnis in A und B liegt

e Fiir Ay, Ay, ..., bedeutet w € (,2; U, Ax = limsup 4, dass fiir alle
n ein k > n existiert so, dass gilt w € Ay. Also entspricht limsup A4,
das Ereignis, dass fiir unendlich viele k; das Ergebnis w € Ay, liegt.

1.2 Wiirfeln

Bei einem Wiirfel ist Q = {1,2,3,4,5,6}. Das Ereignis, dass eine gerade Zahl
gewiirfelt wird, ist A = {2,4,6}. Es gilt P ({i}) = %, daher P(A) = % =2

1.3 Kartenverteilung

Es gﬂt P({w}) = sersrems 792 839237440000

1.4 Lottospiel

Beim Lotto werden 6 Zahlen aus 49 Zahlen ohne Zuriicklegen gezogen, dies ent-
spricht dem Ergebnisraum Q = { (w1, ..., ws) | 1 Swj <ws < ... <wg < 49}

Dabei ist 1948 " 19
Q] = ——5 =(6>=13983816

Da jede Ziehung gleich wahrscheinlich ist, liegt ein Laplace-Experiment vor,
Festlegung: P({w}) = ﬁ fiir alle w € Q, zudem ist

14]
=) P({w}) = 1l fir A C Q

weEA



Wir geben einen festen Top (by, ..., bs) ab.
Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, einen Dreier zu erzielen?

Dies entspricht dem Ereignis

A:{(wl,...,w6)| |{w1,...,wG}ﬂ{bl,...,b6}| :3}

Es gilt: |[A| = (6) : ( ) denn es gibt ( ) Moglichkeiten, 3 Zahlen aus den

vorgegebenen zu ziehen und (43) Moglichkeiten, aus den nicht vorgegebenen

_ Al _ 24692

ﬁz 13983816
ichtige als

Zahlen die tibrigen drei zu ziehen. Damit ist P(A
ergibt sich fiir k = 4,5, 6 die Wahrsche1nhchke1t fur k

(&) - (65
(v)

Analog

P(Ag) =

1.5 Spiegelungsprinzip

Das Spiegelungsprinzip ist ein kombinatorisches Hilfsmittel zum Abzéhlen
von Elementen einer Menge. Betrachte hierzu Gitterpunkte (u,v) € Z x
Z. Ausgehend von einem Startpunkt (0,a) kann man in n Schritten einen
Punkt (n,a + 2k — n) durch einen Pfad mit & Aufwértsspriingen und n — k
Abwiértsspriingen erreichen. Spriinge haben nur die Hohe +1.

Die Anzahl der Pfade, die (0,a) mit (n,a + 2k — n) verbindet, betréigt (}) =
(nﬁk) Seien ¢ > 0 und a + 2k —n > 0.

Frage: Wie viele Pfade gibt es, die (0, a) mit (n,a + 2k — n) verbinden
und dabei die x-Achse erreichen?

Die Anzahl stimmt mit der Anzahl der Pfade, die (0, a) mit (n, —(a+ 2k —n))
verbinden, iiberein und betragt (k_’;a) = (n—(Z+a))’ denn —(a + 2k —n) =
a—2a—2k+n=a+2(n—(k+a))—n.

1.5.1 Anwendung des Spiegelungsprinzips

Zwei Kandidaten A, B in einer Wahl mit 2n Wahlberechtigten. Nach n ausge-
zéhlten Stimmen fiihrt A mit ¢ Stimmen (0 < a < n).

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A bis zum Ende der
Wahl immer fiihrt, also nicht mehr von B eingeholt wird?



Hier ist Q@ = {(wy,...,wy) | w; € {=1,4+1}} = {—1,+1}", wobei w; = 1 eine
Stimme fiir A, w; = —1 eine Stimme fiir B bei der (n + ¢)-ten Auszéhlung
bedeutet. Damit ist || = 2", P({w}) = ﬁ = ;L. Der Ergebnisraum ist

27L
E:{wEQ

E wird disjunkt zerlegt in Ereignisse By = {w € E | a+ Y, w; =a+2k —n}
fiir jedes k mit n > k > %3¢ (d.h. k ist die Anzahl der Stimmen). w € Ej
entspricht einem Ziehungsvorgang, bei dem A immer fiithrt und am Ende
einen Vorsprung von a + 2k —n > 0 hat.

a+Zwi>0‘v’1§m§n}

i=1

e Fir n — k > a entspricht w € Ej, genau einem Pfad, der (0,a) und
(n,a+ 2k —n) verbindet, ohne die z-Achse zu erreichen. Also ist |Ey| =

() — (af_k) und damit

() — ()

P(E,) = E—

e Fiir n — k < a kann B den Vorsprung nicht mehr einholen und |Ej| ist
(%)-

Zusammen erhalt man:

P(E) = Xn: P(Ey) = ni: w +< Zn: (Z)>

k:[n;a—‘ k:[n;a—‘ k=n—a+1

1.6 Das Nadelproblem von BUFFON

Bislang wurden diskrete Zufallsexperimente betrachtet, nun kommen Ex-
perimente mit iiberabzahlbar vielen Ausgédngen vor. Betrachte eine Nadel
der Lange 1 und eine Ebene, die durch Parallelen im Abstand 1 in Streifen
unterteilt ist.

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei einem zufélligen
Wurf die Nadel keine der Parallelen trifft?

Beschreibung des Zufallsexperiments durch

e Den Abstand a € [0, 1) des Mittelpunktes der Nadel zur néchstgelegenen
unteren Parallelen; a = 0 bedeutet: Mittelpunkt ist auf einer Parallelen



e Der Winkel ¢ € [~7, 7) der Nadel mit der Senkrechten zur Parallelen,

die durch den Mittelpunkt geht

Der Ereignisraum ist 2 = [0, 1) x [~7, 7). Naiv gesehen entsprechen Ereignisse

mefsbaren Flichen, die in 2 enthalten sind und zu einem Laplace-Experiment
analog ist die Festlegung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A

B Flacheninhalt von A

P(A) =
(4) Flacheninhalt von Q2

Hierzu muf prézisiert werden, was mefkbare Flachen und Flacheninhalte sind
(siehe weitere Vorlesung). Die Nadel trifft genau dann eine der Parallelen,
wenn %cosgp < a und %cosgp < 1 —a ist, also %cosgo < min{a,1 — a}. Das
Ereignis A = { (a,¢) | 3 cos¢ < min{a,1 — a}} und das Komplement dazu
in €2 ist

w={woosjeosefulealazi- o)

Der Flacheninhalt von A€ ist 2 L%% %cos pdp = 2, der Flacheninhalt von 2
ist 7. Also gilt P(A°) = 2 und P(4) =1— 2.

Das Nadelproblem kann zur ndherungsweisen Bestimmung der Zahl 7 benutzt
werden: Werfe hierzu n mal die Nadel. X (n) bezeichne die zuféllige Anzahl
der Wiirfe, die keine der Parallelen treffen. Dann gilt mit dem Gesetz der
grofsen Zahlen:
- X(n)
lim

n—oo n

= P(A)

2-n
n—X(n)"

Somit léft sich m ndherungsweise berechnen durch = ~

1.7 Grundbegriffe der Kombinatorik

e Variationen: Die Anzahl der k-Tupel von Elementen aus {1,...,n}
betragt ‘{1, o ,n}’“| = nk, jedes k-Tupel ist eine Variation.

e Permutationen: Die Anzahl der k-Tupel mit unterschiedlichen Eintrigen

aus{l,...,n}betrégtn-(n—l)-...-(n—k+1):n%’,g)!Beik<n

spricht man von einer Permutation vom Umfang k, fiiv k = n ist es eine
eigentliche Permutation

e Kombinationen: Fir 1 < k < n ist die Anzahl der k-elementigen
n!

Teilmengen von {1,...,n} gleich (}) = - Dabel ist (1) der Bino-

mialkoeffizient, es gilt (g) = 1. Jede k-elementige Teilmenge entspricht

4



einer Kombination vom Umfang k.

Verallgemeinerung ist der Multinomialkoeffizient: Gegeben sei eine n-
elementige Menge B und Machtigkeiten kq, ..., &k, > 1 mit Y " k; = n.
Ein Tupel A = (Ay,..., A,,) ist eine Partition zu den vorgegebenen
Machtigkeiten kq, ..., k,,, wann gilt

1. Ay, ..., A, ist eine disjunkte Zerlegung, d.h. B = |J*, A; und

Die Anzahl solcher Partitionen betrigt

n! _'( n )
ol gl okl \kys K

Argumentation: (:1 ) Moglichkeiten fiir Ay, (";fl) Moglichkeiten fiir As,
ey ("7““*"%*”‘2)) Moglichkeiten fiir A,,_;, damit auch A,, festgelegt.

m—1

Die Gesamtzahl ist dann

n! (n — kp)! . (n— (k14 ...+ kn_2)) n!

kil(n — k) kal(n — (ki + ko))l Kom—1! + Koy Tk k)

Man beachte, dafs es bei den Partitionen auf die Reihenfolge ankommt,

d-ho ({1}, {2}) # ({2}, {1})



2 Wahrscheinlichkeitsraume

Ziel ist jetzt die Motivation der Axiomatik von Kommoropos. Es stellen sich
folgende Fragen:

1. Welchen Ereignissen sollen Wahrscheinlichkeiten zugerechnet werden?
2. Was fiir Eigenschaften sollte diese Zuordnung haben?

Bestandteile eines Zufallsexperimentes sind der Ergebnisraum €2, die Menge
aller moglichen Ereignisse A C P(2) und eine Zuordnungsfunktion P, die
Ereignissen Wahrscheinlichkeiten aus [0, 1] zuordnet. Naheliegende Forde-
rungen ist:

e () ist ein Ereignis.

e Ist A ein Ereignis, so ist auch 2\ A = A° ein Ereignis, das Komplemen-
tarereignis.

e Mit Ereignissen A, B ist auch A U B ein Ereignis.

DEFINITION: Ein System 2 von Teilmengen von €2 heifst Mengenalgebra,
falls:

1. Qe
2. Ae A= Acc
3. ABeUA=AuBec

Aus der dritten Eigenschaft folgt, daf 2 abgeschlossen ist gegeniiber endlichen
Vereinigungsbildungen. Fir 2] < oo ist die Begriffsbildung ausreichend.
Startend mit den Elementarereignissen & = {{w} | w € Q} erhélt man die

gesamte Potenzmenge als Menge von Ereignissen. Ist 2 eine Mengenalgebra
mit £ C A, so folgt: A = P(Q).

Fiir |Q)] = 400 ist der Begriff der Mengenalgebra jedoch nicht ausreichend. Fiir
) = N beispielsweise ist ausgehend von £ die Mengenalgebra 2 beschrankt
als:

A={ACN] (|A] <o0) V(|4 < 00)}

Damit sind aber etwa die geraden, die ungeraden oder die Primzahlen keine
Ereignisse.



DEFINITION: Ein System 2 von Teilmengen von 2 heifst o-Algebra, falls:

1. Qe
2. Aef U= Ace
3. A, eUdViel = Uie ; A; € A fiir alle abzahdlbaren Indexmengen [/

Dabei heifst (Q,2() mefibarer Raum.

Sei 2 = N, ist A eine o-Algebra mit £ C 2, so folgt A = P(2). Eine nahe-
liegende Forderung an die Wahrscheinlichkeitszuordnung ist die Additivitét,
d.h. P(A+ B) = P(A) + P(B) fiir disjunkte Ereignisse A, B.

DEFINITION: Sei 2 eine Mengenalgebra auf ). Eine Funktion y : 2 —
[0, 00| heifst Inhalt, falls gilt:

L p@)=0
2. w(A+ B) = u(A) + u(B) fur disjunkte A, B € A

Durch Induktion erhédlt man die endliche Additivitat pu(A; + ...+ A,) =
o w(A;) fiir disjunkte Ay, ..., A,. Dies ist nicht ausreichend, um Wahr-
scheinlichkeitstheorie sinnvoll zu betreiben, man benétigt eine Konsistenz
beziiglich der abzahlbaren Vereinigungsbildung.

DEFINITION: Sei (£2, ) ein mekbarer Raum. Eine Abbildung p : 2 — [0, 0]
heifst Mafs, falls gilt:
L pu(@)=0

2. p(D,er Ai) = Y ier (A;) fiir abzdhlbare Familien (A;);e; von paar-
weise disjunkten Ereignissen.

Gilt u(€2) < o0, so spricht man von einem endlichen Maf. Fiir u(Q) = +oo
liegt ein unendliches MafS vor. Ist p(€2) = 1, so spricht man von einem
Wahrscheinlichkeitsmaf$ und bezeichnet es oft als P. Das Tripel (2,2, P)
heifst dann Wahrscheinlichkeitsraum,

2.1 Axiomatik von Kosmoropos

Ein Zufallsexperiment wird beschrieben in einem mathematischen Modell
durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (2,2(, P) mit der Menge der potentiell



moglichen Ergebnisse (2, einem System der Ereignisse 2! und einer Zuordnung
P : 2 — [0,1]. Prinzipielles Vorgehen:

Zufallsexperiment (reale Welt) — Wahrscheinlichkeitsraum
Léosung fiir reales Prob. | | Analyse
Int tats
Ergebnis nrerprEtanon Losung im Modell

BEISPIEL: Sie werfen nacheinander eine Miinze. Bei jedem Wurf erhalten Sie
mit der Wahrscheinlichkeit p Kopf und mit 1 — p Zahl. Das Zufallsexperiment
ist die Anzahl an Wiirfen bis das erste Mal Zahl fallt.

Setze w, = (1,...,1,0), d.h. w,; = 1 bedeutet Kopf beim i-ten Wurf, w,,; =
0 Zahl. Dann ist Q = {w, | n € N} und Q| = |N| sowie % = P(2). P
wird nun definiert durch P({w,}) = p"*(1 — p). Somit ist fir A C Q die
Wahrscheinlichkeit P(A) :=>" _, P{w}) und P(Q) =", yp" '(1—p) = 1.

Fir A:={wo | k € N} und B := {wor_1 | k € N} ist
P(A)=> p* ' (1—p)=p) p®* V" (1—p) =p-P(B)
k=1 k=1

Mit P(A) + P(B) = 1 folgt P(B) = .

1+p

2.2 Nicht-Existenz einer Flichenfunktion fiir R¥

SATZ: Es existiert keine Abbildung 1 : P(R¥) — [0, co] mit den Eigenschaf-
ten

1. p ist Mak,

2. p ist translationsinvariant (d.h. u(A) = u(x + A) wobei x + A =
{z+ylyeA},

3. falls A beschrankt ist, dann ist p(A) < oo,

4. p(R*) > 0.

BEWEIS: Angenommen, ein solches y wiirde existieren. Definiere eine Aqui-
valenzrelation ~ durch z ~ y & x —y € QF. Sei K die Menge aller Aqui-
valenzklassen. Das Auswahlaxiom liefert eine Abbildung A : K — [0, 1]* mit

'Die Einfiihrung einer o-Algebra aller Teilmengen des Ergebnisraums, denen Wahr-
scheinlichkeiten zugeordnet werden, ist nur bei iiberabzdhlbaren Ergebnisrdumen wirklich
notwendig.



h(K) € K fiir alle K € K. Sei F = {h(K) | K € K}.? Es wird nachgewiesen:
Die Menge {7+ E | r € Q*} ist eine Partition von R*:

1. Die Menge bildet eine Zerlegung:

U (r+FE)= UU{r+e}—U U{r—l—e}—U[]:

reQk reQk eek ecE recQk eck

2. Die Zerlegung ist disjunkt: Seien r,7 € QF mit r # r’. Zu zeigen:
r+ENr 4+ E =0. Annahme: r + ENr’' + E # (). Dann existieren
r,2' € Emit r4+ 2 =7 +2' mit  # 2’. Damit ist x — 2’ = 7' —r € Q,
also x ~ 2/, damit konnen aber x und 2z’ nicht beide in E liegen,
Widerspruch!

Damit wurde eine Menge E C R* gefunden mit R* = 37 .. (r + E). Die
geforderten Eigenschaften von p liefern:?

0<pu®)=pn|> (r+E) LZ (r+E)=Y_uE)

reQk reQk recQk

Somit ist u(E) > 0. Sei Q := Q¥ N[0, 1]*. Dann ist Y reo(r + E) C [0, 2]%
und damit

oo>u([0,2]k)2M<ZT+E) Zu (r+FE)= Z“(E =

reQ reqQ reqQ
Widerspruch! Also existiert keine solche Abbildung .

An dem Problem gearbeitet haben E. BOREL (1898) und H. LEBESGUE
(1902/1904), wir lernen Borelsche Mengen und das Lebesgue-Integral kennen.

2.3 Borelsche o-Algebra

Die Borelsche o-Algebra wird definiert als die kleinste o-Algebra, die samtli-
che Intervalle enthélt. Elemente der Borelschen o-Algebra heifen Borelsche
Mengen.

Diese Definition beruht auf folgendem Sachverhalt:

2 E steht fiir eklige Menge.*
3wobei () durch die Abzihlbarkeit von Q¥ aus den MaReigenschaften von u folgt



SATZ: ) sei eine Menge, £ C P(2). Definiere
(€)= ﬂ 2A
gcu
2 o—Algebra

Dann ist o(&) eine o-Algebra, und fiir jede o-Algebra 2 mit £ C 2 ist
A D o(E), dh. o(€) ist die kleinste o-Algebra, die £ umfaft.

BEWEIS: Folgt sofort aus der Definition. Als Erzeugendensystem der Borel-
schen o-Algebra wird £% benutzt:

EF={(a,b] | a,b eR*; a < b}
Mit a = (aq,...,ax) und b = (b, ..., bg) ist dabei
(a,b) :={z| a;<x; <b;Vi=1,...,k}
Ein Erzeugendensystem £* hat folgende Eigenschaften:
e Es ist ist N-stabil: A, B € & = AN B € &~
o Fiir A, B € £ mit A C B ist A\B =377 Ajmit Ay,..., A, € &k

Ein Mengensystem mit diesen beiden Eigenschaften heifst Halbring.

DEFINITION: Die Borelsche o-Algebra ist B* = o(EF).

Faustregel: Alle Teilmengen, die im Mathematikstudium auftreten, liegen in
B* (bis auf die oben definierte Menge F)*.

2.4 Das Lebeguesche Mafs

Ziel: Teilmengen des R” einen Inhalt, d.h. Lingen/Flichen/. .. zuzuordnen.
Der Hauptsatz der Mafstheorie lautet:

SATZ: Es existiert genau ein Ma \* : B¥ — [0, co] mit

Ne((a, b)) = [ [ (b — @) V (a,b] € €*

=1

D.h. fiir jedes Intervall I ist A¥(I) der Inhalt des Intervalls.

4und bis auf Prof. Spinas’ ,Axiomatische Mengenlehre*
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Der Satz beinhaltet die Existenz- und die Eindeutigkeitsaussage. Letzere
benutzt eine Beweismethode von Wichtigkeit fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie (,,Dynken-Systeme”), folgt spéter. Der Beweis der Existenzaussage
(von CARATHEODORY 1914)als Skizze (ausfiihrlich in jedem Buch iiber
Mafstheorie):

BEWEIS: Starte mit einem Halbring H (Beispiel: £%) und einer Abbildung
v:H — [0,00) mit den Eigenschaften v(0)) = 0, aus A C B folgt v(A) < v(B)
und v (3°0  A) =>""  v(A) fiir Ay, ..., A, € Hmit ) | A; € H. Definie-
re zu v eine Abbildung v* : P(Q) — [0, co] mit

v Ae inf{Zl/(Ai)

€N

(A)iew € H mit A C | J AZ}

i€EN

LEMMA: In der obigen Situation gilt v*(0)) =0, v*(A) < v*(B) fir AC B
und v* (U,en 4n) < 3w V¥ (Ay). Damit heifit v* duferes Map.

SATZ: Sei v* aulleres MaR. Sei

A={ACQ| v (B)=v(BNA) +v(BNA)Y BCQ}

Dann gilt: 2 ist o-Algebra und v*|y ist ein Maf.

Mit dieser Vorgehensweise erhilt man das Lebesquesche Maf$ \F:
1. Starte mit Halbring £*, definiere X((a, b)) = [15_, (b — a)).
2. Definiere zu v = A* das duRere MaR v*.
3. Betrachte 2 (Carathéodory) zu v*, beachte dabei o(EF) C 2A

4. Definiere \¥ = v*|

11



3 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

3.1 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsmafie
Diese Regeln basieren auf o-Additivitat P(> .., A;) = Y., P(4;) fiir abzahl-
bar viele, disjunkte A;.
e P(A°)=1—- P(A)
e ACB= P(B)=P(A)+ P(B\A)
o fiir zwei Mengen:
P(AUB) = P(A\(ANB))+P(B\(ANB))+ P(ANB)
P(A)+ P(B)— P(ANB)
fiir drei Mengen:
P(AUBUC) = P(A)+P(B)—PANC)+P(C)
—P(ANC)—-PBNC)+P(ANBNC)

fiir n Mengen:

n

k=1 (415005
1< <. <1 <n

Beweis: mit Induktion: Induktionsanfang fiir n = 2 siehe oben. Indukti-

onsschritt:
n+1 n
P(U A,i> P((U Ai> uAnH)
1=1 =1
= P(U Az:)+P(An+1)—P<U(AiﬂAn+1))
i=1 )

i=1
(Iv)

i (—1)kt?t > P(Ag; N...NA;)
k=1

(i1,.hig)
1<iy <...<ip<n

+P(Any1) — P ( U (4 n An+1)>
i=1

n
+3 (-F > P(Aj M. N Ag N A1)
k=1

(i1,-ig)
1<iy<...<ip<n

= P(Al)"r~~-P(An>+P(An+1)

+k2_:1(—1)’“+1 > P(A; 0. N Ag)

(i1,5-0nyig)
1<i] <...<ip<n

n
k
+ 3 (—pktt S P(Aj; NN Ay NApg)
k=2

o= (i15eemrifg_1)
1<ig<...<ip_1<n

+(—1)"P(A1N...NAyNAp11)

= i (—1ktt 3 P(A;; N...NAy)
k=1

(iq,5-0nyig)
1<i] <...<ip<n

12



Die Rechenregeln gelten fiir allgemeine Mafe, falls ,,00 — 00" nicht auftritt.

3.2 Modellierung eines parapsychologischen Experiments

Betrachtet® seien die Zahlen 1,..., N in einer Anordnung 7 = (71,...,7x),
d.h. betrachtet wird eine spezifische Permutationen der Zahlen 1,..., N
Zufallig wird eine weitere Permutation o = (o4, ..., 0,) gewéhlt, wobei jede
Permutation o gleichwahrscheinlich sei, d.h. P(A) = %.

Also ist 2 = {0 | o Permutation von (1,...,N)}, 2 = P(Q2) und P(A) =
% = % fiir A € 2. Die Frage nach der Wahrscheinlicheit von
By ={o| {i| oi =m}| =k}

fiir alle £ = 0,..., N. Ohne Einschrankung sei 7 = (1,...,N). Falls 0; = 1,
so nennt man ¢ einen Fixpunkt von o, d.h.

By, = {0 | o besitzt k Fixpunkte}

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit keiner Ubereinstimmung? Es ist
By={o] o(i) #i¢Vi} und

Bé={o| 3ic{l,...,N} : a(z’):i}:U{al o(i) =i}

Anwendung der Rechenregeln liefert

N

P(B) =P (LNJ Ai> => (=DM N P4, N N4,

k=1 1<i1<..<i <N

Dabei ist A“mﬂAzk = {O’ | O(ij) = ’ij Vj = 1,,]{7} und |A11 n... ﬂAzk| =
(N — k), also ist P(A;, N...NA;) = Y28 yund damit

N!
N
N (N —k)!
P(B§) =) (=1 A
By =S -0 ()5
k=1
Damit ist P(By) =1 — P(B§) = Zi\;o(—l)kﬂﬁ- Beachte e = 37 | 4, also
ist
1
lim P(Bj) = — ~ 36.7879%
N—o0 e
® Sie gewinnen doch ganz bestimmt mit hoher Wahrscheinlichkeit...! (...) Also ich

wiirde nicht mit Thnen spielen, das wére ja unfair, wenn ich Thnen das ganze Geld aus der
Tasche ziehe!*
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Fir N =5 ist P(By) = 36.7%, bei N = 10 ist es 36.788%.

Alternative Moglichkeit: Betrachte Abhéngigkeit in /V: Sei dy die Anzahl
der Permutationen ohne Fixpunkte zu (1,..., N). Offensichtlich ist d; =

0, do = 1, d3 = 2. Versuch: Finde eine Rekursion, d.h. suche dy durch
dn_1,...,dN_k (mit k unabhéngig von N!) auszudriicken:

dy = (N —=1)-|{o| o fixpunktfrei,o(1) = 2}|
= (N—-1) - (dy—2+dn-1)

Weitere Auswertung;:

dy — N-dy1 = (—1)(dy_1— (N —1)dn_2)
(=D(=1)(dn-2 — (N —2)dn-3)
= (=D)(=1)(=1)(dy-3 — (N — 3)dn_3)
= (=1)(dy —2dy) = (=)
Damit ist dy = Ndy_; + (—1)", Losung also
11 vl
dy = N! <1_ﬂ+5_ +(—1) ﬁ)

Es bleibt zu bestimmen: P(By) fiir k=1,...,N. Es ist

By = {o| {i| oi=1i} =k}
= Y Aololiy)=i;Vji=1,....k o(j) # j sonst}

1<i1<...<i, <N

N
|Bx| = ( l{:) |{Permutation von N — k Elementen ohne Fixpunkte}|
1 (N
P(By) = ~il g (N —k)!P({m | @ Perm. von (1,...,N — k) o. FP})
N—k
1 /N 1
- AN 1)y
B N!(k;><N k) (=1) J!
J=0
o N_k(_1>j 1
Ok g 4!
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3.3 Unendliche Folgen von Ereignissen

Sei (A;)ien eine Folge von Ereignissen. Von Interesse sind (die Beispiele
beziehen sich auf eine Folge von Wiirfel-Wiirfen mit A; als Ereignis, daf 1
geworfen wird):

Ereignis  Ergebnis liegt... Beispiel

UiEN A;  in mindestens einem A; mindestens eine 1 geworfen
ienAi inallen A; samtliche Wiirfe 1
limsup A; = (N;enUp>; An in unendlich vielen A; unendlich viele 1 geworfen

liminf A; = U;enNp>; An in allen bis auf endlich viele A;  ab irgednwann nur noch 1

Um solche Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten zu versehen, benotigen wir
die folgende Eigenschaft fiir abzdahlbar-unendliche disjunkte Vereinigungen:

P (Z Ai> => P(4)

1€EN 1€EN

SATZ: Sei (A;)ien eine Folge von Ereignissen. Dann gilt:

1. Falls (A;);en monoton wachsend ist (A; C A;11), so gilt

P (U Ai> — lim P(A,)
ieN e
2. Falls (A;)ien monoton fallend ist (A; O A;iq), so gilt

P (ﬂ Al-> = lim P(A,)

1eEN

BEWEIS:

15



1. Da (A;)ien wachsend ist, gilt
A = Ar+ (A2 \A) + A\ Ao) + .+ (A \ A + -

1€EN A,

= A+ i(Az \ A1)

P(UAZ) = P(A1)+iP(Ai\Ai_1)

1€EN

=2

= lim P(A4,)

n—oo

2. Es gilt

e(na)=r-r((00) ) =1-r (Uen)

Da (A;)ien fallend ist, ist (A$);ey monoton wachsend und mit eben
gezeigtem ersten Teil ergibt sich

P (ﬂ Ai> —1— lim P(A%) =1— lim (1 — P(4,)) = lim P(A,)

n—oo n—oo n—oo
€N

3.3.1 CANTOR-Menge

Sei Ko = [0,1], Ky = [0,5] U [3,1], ... und K, ergibt sich aus K, durch
Entfernen der mittleren Drittel, wobei die Randpunkte nicht entfernt werden®:

1
1Ko

]K,

T T T

I I
T T

1 T 1 711
T T T 1K

Die Cantor-Menge C' ist definiert als C' := ()", K,, wobei (K,)nen €ine
fallende Menge bildet. Mit obigem Satz ergibt sich

AC) = A (ﬂ Kn) = lim A(K) = lim @ =0
n=0

Die Menge (' ist jedoch iiberabzahlbar, so dafl wir eine iiberabzahlbare Menge
mit Lebesgue-Maf 0 gefunden haben!

6 ...konnen Sie ja formal aufschreiben, wenn Sie Lust haben!”
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3.3.2 BORELL-CANTELLI-Lemma

SATZ: Sei (A;)ien eine Folge von Ereignissen. Dann gilt:

1.

P <U Ai> <Y P(A)
ieN ieN
2.
P (lim sup Ai) = 0 falls Z P(4;) < >
S ieN

BEWEIS:

1. Fir Ay, ..., A, gilt stets P (U, 4) < >.r, P(A;), wie man mit In-
duktion sofort einsieht:

() - r(0a) ()

< P (O A,) + P(An1)

Es folgt mit B; = (J;_, A; (aufsteigend):

P(U A) = P(U B;)

= lim P(B;) = lim P <U Ak>

k=1

< E?OZP(A’“) ZZP(Az‘)

k=1

2. Fiir limsup 4; = ,2; U;»,, Bi mit J;,, B; fallend in n, also ist
P (limsup Ai) = lim P (U AZ-) < lim ZP(Ai)
i—00 n—o00 o n—00 P

Dabei geht )" °  P(A;) gegen 0, falls es konvergiert.
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Betrachte Ereignisse A, B mit P(B) > 0. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
von A, gegeben das Eintreten von B. Wir sprechen dann von einer bedingten
Wahrscheinlichkeit:

DEFINITION: Fir A, B mit P(B) > 0 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

von A gegeben B definiert durch P(A|B) = Pg(lgj)g).

BEISPIELE:

1. Kartenspiel: drei zweiseitig markierte Karten: rot-rot, griin-griin und
rot-griin; es wird zuféllig eine der drei Karten gewahlt und zuféllig eine
Seite der Karte ausgewahlt; zu erraten ist, was auf der anderen Seite
ist. Gewinnstrategie: die gleiche Farbe nennen, die auch zu sehen ist;
Gewinn in % der Falle

2. Zwei-Kinder-Problem: Es ziehen neue Nachbarn mit zwei Kindern ein,
man sieht am Fenster ein Madchen (w):

R

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daf auch das andere Kind ein
Médchen ist? Unter der Annahme, dafs ww, wm, mw und mm gleich-
wahrscheinlich sind und mm nicht auftreten kann, kénnte man die Wahr-

P(ww) 1

scheinlichkeit als 3 beziffern - es gilt jedoch: P(ww|w) = Pla) =3

go)

ww | \wm\ \mw\ | mm|

w\»—]p\»—-

3. Ziegenproblem: Kandidat in einer Quizshow, drei Tiiren, hinter zweien
sind Ziegen, hinter einer ein Auto. Der Kandidat wahlt eine, der Quiz-
master 6ffnet eine der beiden anderen Tiiren (mit einer Ziege dahinter)

18



4.1

und der Kandidat erhélt die Moglichkeit zu wechseln. Soll er wechseln?
Ja, wenn er wechselt, gewinnt er mit der Wahrscheinlichkeit %! Einfache
Argumentation: Wenn er zu Anfang eine Ziege trifft (Wahrscheinlichkeit
2

3), so muk der Quizmaster die andere Ziege zeigen und der Kandidat

wechselt zum Auto!

Empfehlung: G. v. Randow: ,Das Ziegenproblem*(rororo) und N. Henze:
»Stochastik fiir Einsteiger(vieweg)

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

. Nach Definition gilt

P(ANB) = P(A|B) - P(B)

. Wegen P (N, Ai) = P (A, N1 A) = P (A NS A)-P (N A)

gilt

P (ﬁ Az) = P(A))P(As|A)P(A3|A N Ay) ... - P <An

n—1
N+ )
=1

. Seien Ay, ..., A, disjunkte Ereignisse mit )., A; = Q. Dann gilt fiir

jedes Ereignis A:
P(A) =Y P(A|A)P(A;)
i=1

denn ", P(A[A;)P(A;) = Z_?:l P(ANA;) = PO (AN A)) =
P(AN Z?Zl A;) = P(A).

. Seien Ay, ..., A, wieder disjunkte Ereignisse mit "  A; = Q. Dann

gilt fiir jedes Ereignis A und j = 1,...,n die Formel von Bayes:

P(A[A;)P(4))
P(AA) = e A
’ > o1 P(AJA) P(A;)
denn auf der rechten Seite liegt vor: P(If&‘;‘j ).
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4.1.1 Aussagekraft von medizinischen Testverfahren

Eine Person hat sich einem Test zur Fritherkennung unterzogen und das Ergeb-
nis ist positiv. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die Erkrankung vor? Sei
P(K) = p die Wahrscheinlichkeit des Auftretens in der Bevolkerungsgruppe
und P(N) = 1 — p. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine positive Diagnose bei
tatséchlicher Erkrankung sei P(DP|K) = ¢;, die Wahrscheinlichkeit fiir eine
(falsche) positive Diagnose bei gesunden Personen sei P(DP|N) = ¢ (d.h.
¢1 und ¢y sind die Giiteparameter fiir das Testverfahren). Anwendung der
Formel von Bayes liefert:

P(DP|K)P(K) _ Q1p
(DPIK)P(K) + PIDPIN)P(N) _ qup + (1 — p)
Im Beispiel eines Tests fiir HIV-Infektionen ist ¢; = 0.998 und ¢, = 0.002, die
Wahrscheinlichkeit hdngt dann stark von p ab:

P(K|DP) =

1,01

P(KIDP)

0,0001 0,001 p 0,01 0,1

4.2 Stochastische Unabhingigkeit

DEFINITION: Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhdngig, falls

P(ANnB)=P(A)- P(B)

Daraus folgt (falls P(A) und P(B) grofer 0) P(A|B) = P(A) und P(B|A) =
P(B).

4.2.1 Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

In einer ,,Urne* seien k weifse und [ griine Kugeln, d.h. insgesamt n = k + [.
Es wird zwei mal gezogen, damit ist Q = {(w, w), (g, w), (w, 9),(g,9)}

e Beim Ziehen mit Zuriicklegen: P({(w,w)}) = ﬁ i %7 P({(w,q)}) =
P{(g.w)}) =55 PUg.9))) =5 &
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e Beim Ziehen ohne Zuriicklegen: P({(w,w)}) = % : %, P({(w,9)}) =
yoatn P w)h) =525, PA.9) = & =

Seien nun die Ereignisse A als weif§ im ersten Zug und B als weiff im zweiten
Zug definiert, d.h. A = {(w,w), (w,g)} und B = {(w,w), (g,w)}. Es gilt
P(ANB) ={(w,w)}.

e Mit Zuriicklegen ergibt sich:

k' k k | k
P(A) = -4 — - ==
n n nn o n
k' k I k k
P(B) = — -4 .- ==
n n nn o n
k k
P(ANnB) = —-—=P(A)-P(B
(ANB) = =" = P(A)- P(B)
e Ohne Zuriicklegen kommt heraus:
k k=1 Kk 1 k
PA) = —- — = -
(4) n n—1+nn—1 n
kK k—1 1 I k
P(B) = — ——+— =—
(B) n l—1+nn—1 n
kk—
P(ANB) = — P(A)P(B
(ANB) = "= % P(A)P(B)

4.2.2 Verallgemeinerung der Definition

DEFINITION: Sei (A;);c; eine Familie von Ereignissen. Diese wird als
stochastisch unabhdngig bezeichnet, falls gilt:

P(ﬂAj) =[[PA4)vicr

jeJ jedJ

SATZ: Sei (A, )nen eine Folge von Ereignissen, die stochastisch unabhéngig
sind. Dann gilt:

ZP(An) =o00= P (hmsup An) =1

neN

21



BEWEIS: Es gilt:

p((mema)) - r((QUA))

- r(Una)

neN k>n

> r ()

neN k>n

- X (1)
k=n

neN m2n
.

IN

v~

Es geniigt also zu zeigen, daft der hintere Teil gleich 0 ist. Es gilt (mit
der Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit und der Abschatzung
l—z<e™):

lim P( (4] = lim JJ(1-P(4)
7g§%> k=n ngzjk:n

m
lim e~ P(4n)
m—00
m>n i,

m—0o0
m>n

IN

IN

In diesem Beweis wurde die (noch nicht bewiesene) Aussage benutzt, daf
mit der Unabhéngigkeit der Ereignisse ebenfalls die Unabhingigkeit der
Komplemente vorliegt. Betrachtet man zunéchst die Ereignisse, so ergibt sich

P(ANB®) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)-P(B) = P(A)(1—P(B)) = P(A)P(B°)

SATZ: Sei (A;);es eine Familie von stochastisch unabhéngigen Ereignissen.
Dann gilt fiir alle endlichen J, K C I mit J N K = (:

P ((mj> m (m A>) ~TIPey)- TT Py

jeJ keK jeJ keK

BEWEIS: mit Induktion tiber |K|.
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e Induktionsanfang: K = () ist klar nach Definition der stochastischen
Unabhéngigkeit.

e Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir jedes endliche K mit |K| =n
und jedes endliche J die Behauptung.

e Induktionsschritt: Sei K C I, |[K| = n+ 1 und J C I endlich. Sei
ko € K und K’ = K \ {ko}. Dann ist

P40 A;)
jeJ keK
= P(A4n4,n ) A;)
jeJ keK'
= P{(4n) A;) —P((ﬂAjﬂ N A;) mAk0>
JEJ keK’ JjeJ keK'
= [1P@y)- 11 Pead) - TT P(A)P(A) - T] P(AD)
JjeJ keK'’ Jje€J keK’
= [IP [T PR (1 - P(AW))
jes KeK" T
Meer PAD)

4.2.3 Das Werfen einer Miinze

Betrachte das wiederholte Werfen einer Miinze, dann ist Q = {0, 1}", wobei
0 Kopf und 1 Zahl sei. Als o-Algebra ist P(R) nicht méglich fiir eine sinnvolle
Wahrscheinlichkeitsdefinition, da dies ,jin gewisser Weise* dquivalent ist zur
Einfiihrung des Langenbegriffs in R. Die Definition der ,richtigen” o-Algebra
erfolgt in der folgenden Weise: Zu endlichen I C N wiihle 2 = (2;);er € {0, 1}
und setze

B.={we{0,1}"| w=xViel}
Als Erzeugendensystem wird nun betrachtet £ := {Bz | I C N endlich, z € {0,1}! }
Als Wahrscheinlichkeit gilt nun P(B,) = 27|. Der Satz von Carathéodory
liefert, daf genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf Q = {0, 1} existiert
mit A = ¢(&) mit der Eigenschaft P(B,) = 271! fiir endliche I C N mit
z e {0,1}1.

Sei nun A; das Ereignis im i-ten Wurf Kopf, dann ist P(A;) = % und

n

P(A,n..n4,)=2"=]]P4;,)



Das Borel-Cantelli-Lemma liefert” P (limsup,, 4,) = 1 (d.h. die Wahrschein-
lichkeit fiir unendlich oft Kopf), da >~ P(A,) = oo und (4, )nen stocha-
stisch unabhéngig.

7.,...Goethes gesammelte Werke - oder noch was viel Schlimmeres, z.B. das Microsoft-
Word-2000-Handbuch!
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5 Diskrete Wahrscheinlichkeitsmalifie

Wahrscheinlichkeitsmafte werden auch oft als Wahrscheinlichkeitsverteilungen
oder einfach Verteilungen bezeichnet (englisch probability measure, (probabi-
lity) distribution).

DEFINITION: Sei 2 abzahlbar, 2 = P(2), P sei Wahrscheinlichkeitsmaf.
Dann heifst (2,2, P) diskreter Wahrscheinlichekeitsraum, P diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmaf.

Fiir jedes A C Qgilt A= 3" _,{w}, also P(A) =3 ., P({w}). Sei definiert
p(w) = P({w}) fiir w € Q, bezeichne (p(w)),, als stochastischen Vektor zu P,
damit ist P(A) = > .o p(w).

Jedes diskrete Wahrscheinlichkeitsmafs ist eindeutig bestimmt durch den
dazugehorigen stochastischen Vektor.

5.1 Laplace-Verteilung

Fiir eine endliche Menge 2 ist gegeben durch p(w) = ﬁ, also P(A) = %.

5.1.1 Das Geburtstagsproblem

Sei Q ={1,...,N}"* mit N = 365 fiir das Geburtstagsproblem (,Mit welcher
Wahrscheinlichkeit haben zwei Personen in einem Raum mit n Personen
am gleichen Tag Geburtstag?‘) und n = 60 fiir die Stochastik-1-Studenten,
betrachte vereinfacht eine Laplace-Verteilung. Dann ist fir w = (w1, ...,w,)
p(w) = 7= Betrachte also

A = {weQ| 33,7 : (w=w)AG#7)}
A = {weQ|w#w Vi)

Damit ist

N(N=1)...(N=(n—1)

P(A) = 1-P(A)=1-

Nn
o 369
- (N —n)IN» 305! - 3650

Es ergeben sich folgende Werte:

n | 5 10 30 60
P(A)[27% 11.7% 70.6% 99.4%
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5.2 Hypergeometrische Verteilung

Qualitéatskontrolle:

Sei eine Sendung mit N Stiick vorhanden, von der M defekt sind. Man zieht
eine Stichprobe von n Stiick, wie grofs ist nun die Wahrscheinlichkeit, dafs k&
defekte Stiicke in der Stichprobe sind. Dies ist offensichtlich 0 fiir £ > M und
n—k > N — M. Insgesamt gilt®:

M\ (N-M
P(Ay) = ('C)]VM
()
Die Hypergeometrische Verteilung H(N, M, n) ist gegeben durch Q = {0, ..., n}
und P(w) = (A]f) : (NfM) : (N)_l firw=20,1,...n.

n—k n

5.3 Bernoulli-Verteilung

Es geht um ein Experiment mit den zwei Moglichkeiten Erfolge (= 1) und
Mifserfolg (= 0), somit 2 = {0,1}". Die Ber(n, p)-Verteilung (Bernoulli-
Verteilung) mit Parametern n € N, p € [0, 1] ist gegeben durch

Bei k£ moglichen Ausgéngen ist Ber(n, k,p1,...,px) durch Q = {1,... k}"
und

k
plw) = [ o014
=1

Smit (¥) =0 fiir j > &
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5.4 Binomialverteilung

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs & Erfolge bei der Ber(n, p)-Verteilung

eintreten?
sz = }) = (Z)p’“(l —p)"

(Ber(n, p) ({

Die Binomialverteilung B(n,p) ist gegeben durch Q@ = {0,1,...,n} und
pw) = (")p*(1 — p)"* fiir w Erfolge bei n-facher Durchfiihrung des Experi-

w

ments.

5.4.1 Mehrfacher Miinzwurf

Betrachte einen 100-fachen Miinzwurf, wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit
dafs genau 50 mal Kopf fallt? Es ist B(100,0.5)(50) = (15000) sto0- Dies liefert
die allgemeinere Frage nach einer Approximation fiir B(2n,0.5)({n}). Es gilt
mit der Stirlingschen Formel n! ~ /27n (%)n

B(2n,0.5)({n}) = uT

\/_ 1

N

Q
|

5.5 Multinomialverteilung

Entsprechend zur Binomialverteilung B(n, p) ergibt sich die Multinomialver-
teilung M(n, k,py,...,px) aus der Ber(n, k,py, ..., p,)-Verteilung:

k
. n Wi
Yo ()

5.6 Geometrische Verteilung

Q:{wE{O,...,n}k

Startend mit {0, 1} Wiederholung von Miinzwiirfen. Frage nach der Wahr-
scheinlichkeit, daft beim k-ten Wurf die 1 zum ersten Mal auftritt: p(k) =
(1 — p)*~1p, die geometrische Verteilung Geo(p) ist gegeben durch Q = N
und p(w) = (1 — p)*~!p. Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, daff beim
k-ten Wurf zum ersten Mal n-mal auftritt: gegeben durch p(k) = pp™ (1 —
p)Fi==D (") d.h. die Verteilung G(n, p) ist gegeben durch © = N und

p(w) = (“"))p (1 —p) .
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5.7 Poisson-Verteilung

Fir Q = {0,1,2,...} ist p(w) gegeben durch 6*5% fir w =0,1,2,... mit
Parameter (3, die ist die Poisson-Verteilung P(/3). Dies ist eine wichtige Ver-
teilung zur Modellierung von Zahlvorgéngen: die Anzahl von radioaktiven
Zerfallsprozessen in einer Zeiteinheit, die Anzahl eintreffender Kunden in
einem Bedienungssystem, die Anzahl von Druckfehler in einem Manuskript.
Eine Disziplin der angewandten Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Warte-

schlangentheorie:
‘\gll/ ,‘//I i s o e ‘Wi
/ "(‘r"{// e \.}I \ /
P - AN
N f\ } ! E . TSEURC ~TZ£
—// \ / / i f — VN TAN
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5.7.1 FExkurs: STIRLING-Formel

Wir zeigen:

n! ~ n"+%e_"\/ 21 =V 2mn <E>
e

Es ist logn! =log1+...+logn. Wir benutzen die folgende Abschitzung, die
wegen der Konkavitat der Logarithmus-Funktion gilt:

ket k+1

/logxdxglogk:g /logxdx

1
k—3 k

Nun gilt:
n+% n+1

/logxdxglognlg /logxdx

1

N

Durch Bilden der Stammfunktion zlogx — x erhélt man

1 1 1 1
(n+§)log (n—l—E) —n—ilog (5) <logn!<(n+1)log(n+1)—n

Es folgt daraus d,, = logn! — (n + %) logn +n > —% log (%), also ist (dp,)nen
nach unten beschréankt. Weiter gilt:

1 1
A, —dy,y — (n+—)log(n+ )—1
2 n

n+1 1
= / logxdx—i(log(n—i-l)—i—logn)2()

Damit ist die Folge (d,,)nen monoton fallend, d.h. sie besitzt einen Grenzwert
7 = lim,,_ d,, also

. 1— 1 . n!
e’ = lim elog n! (n+2> log n+n = lim .
n—00 n—00 nn+§ e~

Wir haben also gezeigt: Es exitiert v mit
n! ~ n"+%6_"7

Schwieriger ist zu zeigen, dafs v = /27 ist, der Beweis erfolgt hier nicht.
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6 Wahrscheinlichkeitsmafie auf R

Betrachtet wird in diesem Abschnitt stets R mit o-Algebra B der Borelschen
Mengen. Dabei ist B = (&), wobei € = {(a,b] | a < b} ist.

6.1 Verteilungsfunktion

DEFINITION: Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R, d.h. P: B — [0, 1].
Zu P wird definiert

Fp: R — [0,1] mit t — P((—o0,t]) Vt € R

Dann heifst Fp Verteilungsfunktion zu P.

Die Verteilungsfunktion Fp hat folgende Eigenschaften:
e sie ist monoton wachsend, denn fiir ¢; < ¢y gilt P((c0,t1]) < P((00,1s])

e sie ist rechtsseitig stetig, denn fiir ¢,, | ¢ gilt

n—oo n—oo

Fp(t) = P((—o0,t]) = P (ﬂ(—oo,tn]) = lim P((—00,t,]) = lim Fp(t,)

n

o lim; ., ., Fp(t) =0, da fir ¢, | —oo gilt:

0=PW0) =P (ﬂ(—oo,tn]> = lim_Fp(t,)

e analog lim;_, ., Fp(t) =1, da fir ¢, T +o0o gilt:
1 =PR)= lim P((—o0,t,)) = lim Fp(t,)

n—od

DEFINITION: Eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften
1. F ist monoton wachsend,
2. F ist rechtsseitig stetig,
3. es gilt limy_._ o, Fp(t) =0 und lim;_, 1o, Fp(t) =1

heifst Verteilungsfunktion.

SATZ: Sei F' Verteilungsfunktion. Dann existiert genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafs P auf R so, daf F' = Fp gilt, d.h. dafs P die Verteilungsfunktion
F besitzt, d.h. F(t) = P((—o0,t]) fiir alle t € R.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
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6.1.1 Beweis der Eindeutigkeit

Beginne mit der Findeutigkeitsaussage:

SATZ: Seien P, ) Wahrscheinlichkeitsmafe auf R mit P((—o0,t]) = Q((—o0, )
fiir alle t € R. Dann gilt P = @, d.h. P(B) = Q(B) fiir alle B € B.

BEWEIS: Definiere C = {B € B| P(B) = Q(B)}. Zu zeigen ist: C = B.
Ausgehend von B = (&) (d.h. die kleinste o-Algebra, die £ umfafst) geniigt
Zu zeigen:

(x) £CC
(x%) C ist o-Algebra.
Es gilt:

(x) Es gilt (a,b] = (—o00,b] \ (—o0,al. Also gilt:

P((a,b]) = P((=00,b]) = P((—o0,a])
- Q((_Oo>b]) _Q((_Oo>a])
= Q((a7 bD

(xx) Es gelten alle Eigenschaften der o-Algebra:

1. Essind 0,Q2 € C,da P(0) =0 = Q(0) und P(R) =1 = Q(R) ist.

1
2. Mit A € C ist auch AY € C, da mit P(A) = Q(A) ist auch
P(A%) =1 - P(A) =1 -Q(A) = Q(A%).

3. Fiir (Ap)neny mit A, € C ist auch |J,,.y An € C, denn:

P (U An> = lim P(4,) = lim Q(4,) =Q (U An)

neN neN

wobei 0.B.d.A. (A,,)nen als wachsend angenommen wird.

Ganz so einfach geht’s aber nicht: Sei (Ay)nen gegeben mit | J, .y Ay =
Unen Br mit B, = [J,~, A monoton wachsend. Nun ist aber
P(Al U Ag) = P(A1> + P(AQ) - P(Al N AQ) Aber was ist hier
QA1 U As) = Q(A1) + Q(Az) — Q(A; N As)? Also kann man das

,0.B.d.A.“ nicht einfach so verwenden.

Diese Figenschaft lafit sich nicht direkt nachweisen, die Mathematik
mufte sich etwas einfallen lassen!
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6.1.2 DYNKIN-Systeme

Die Dynkin-Systeme entstanden zur Losung der Schwierigkeiten in eben
gezeigtem Beweis.

DEFINITION: D C P(Q) heifst Dynkin-System, falls gilt:

e QeD
e ABeD=B\Ae€D

o Fiir (A,)nen paarweise disjunkt mit A, € D, soist > A, €D

neN

BEMERKUNGEN:
e Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System

e Definiere
5(E) = N D
£CD
D Dynkin—System
Dann ist 6(€) ein Dynkin-System mit 6(€) C o(E).
Nun gilt im obigen Beweis:

(xx) C ist Dynkin-System, denn

1. Essind 0,Q € C, da P(0) = 0= Q(0) und P(R) =1 = Q(R) ist.

2. Mit A;B € Cund A C Bist B\ A € D wegen P(B\ A) =
P(B) — P(A)=Q(B) — Q(A) = Q(B\ A).

3. Fiir (A,,)nen mit paarweise disjunkten A, € C gilt

P (Z An> =Y P(A) =) Q(A)=Q (Z An>

neN neN neN neN

Daraus folgt §(€) C C.

Damit ist obiger Satz gezeigt fiir 6(€) = o(€). Beachte dazu folgenden Satz:

SATZ: Die Menge € C P(2) sei N-stabil (d.h. mit A, B € &£ sei auch
AN B e ). Dann gilt §(&) = o ().

BEWEIS:
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e Man beachte zunéchst: Falls D ein N-stabiles Dynkin-System ist, so ist D
schon o-Algebra. Es gilt fiir Dy, Dy € D, daf auch D{ und D§ € D sind,
mit der N-Stabilitét gilt Df N DS € D, also Dy U Dy = (D§{ N DS)¢ € D.
Per Induktion sind also alle endlichen Vereinigungen von Elementen
aus D wieder in D. Fiir abzahlbare Dy, Dy, ... € D ist

£ ({00) (1))

neN n=1

e Zeige nun: 0(&) ist N-stabil und somit wie eben gezeigt auch o-Algebra.
Sei E € &£. Definiere nun

Fe={Ded&)| DNE€&)}
Es gilt:

1. £ C Fg, da & N-stabil ist (d.h. fiir alle ' € £ ist E'NE € 6(&),
also in Fg)
2. Fg ist Dynkin-System?:
— () und Q liegen in Fg
— mit D17 D2 € f‘E liegen auch (DQ\Dl)ﬂE = (DgﬂE)\(Dlﬂ
E) e (&), also Dy \ Dy € Fg,
— und fiir Dy, D, ... paarweise disjunkt aus Fg ist (ZieN Di) N
E=% . nD;NE)ed(&), also ), D € Fg.

Dies liefert 6(£) C Fg, d.h. END € §(€) fiir alle E € £ und D € §(E).
Sei nun D € §(&), definiere analog

Fp={D'"€d&)| DNnDeds&)}
Dann gilt wieder:

1. £ C Fp, denn geméik vorherigem gilt EN D € §(€) fiir alle E € £.
2. F ist Dynkin-System (wie eben)

Somit wieder §(&) C Fp, d.h. DN D’ € §(€) fiir alle D, D" € §(E).

e Schon gezeigt: 6(E) C o(&), wie eben gezeigt gilt o(£) C §(E), insgesamt
also 0(&) = a(€&).

9 Das ist so trivial wie es trivialer nicht gehen kann!“
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6.1.3 Beweis der Eindeutigkeit (korrekt)

BEWEIS von (6.1.1): Sei C = {B € B| P(B) = Q(B)}. Zu zeigen ist: C = B.
Ausgehend von B = ¢(€) (d.h. die kleinste o-Algebra, die £ umfafst) geniigt
Zu zeigen:

(x) £CC
(x%) C ist o-Algebra.
Es gilt:
(x) Es gilt (a,b] = (—00,b] \ (—00,al. Also gilt:

P((a,0]) = P((—o0,b]) = P((—00,a])
= Q((—00,0]) — Q((—00,d])
= ((avb}

(¥%) C ist Dynkin-System, denn:

1. Essind 0,Q € C, da P(0) = 0= Q(0) und P(R) =1 = Q(R) ist.

2. Fir A,BeCmit AC Bist P(B\ A) = P(B)— P(A)=Q(B) —
Q(A) =Q(B\ A).

3. Fiir paarweise disjunkte A;, Ay, ... € C ist

P (Z Az-) =3 P(A) =3 Q) =Q (Z A2->

1€EN 1€N €N 1€EN

Wende nun den Satz von Dynkin an, beachte dabei, daf £ N-stabil ist,
und erhalte damit C = ¢(€) = B, d.h. P(B) = Q(B) fur alle B € B.

6.1.4 Bierdeckelexperiment

Betrachte ein Experiment, bei dem auf zwei Bierdeckel zwei reelle Zahlen
geschrieben werden. Einer der Bierdeckel wird aufgedeckt, zu raten ist, ob die
andere Zahl grofer oder kleiner ist. Das reine Raten liefert Gewinnwahrschein-
lichkeit %, theoretisch ist jedoch folgende Gewinnwahrscheinlichkeit moglich
(mit P eine normalverteilte Zufallsgrofse):

P(richtig) = P(richtig|k aufgedeckt) + P(richtig|g aufgedeckt)

= L P(h,00)) + 3 P((~o0,)

1 1

= 3t §P((k,g]) >

N | —



Strategie ist also: Nachdem ein Bierdeckel mit der Zahl x umgedreht wurde,
ziickt man sein Noteboook ;0), ldsst diesen den Wert y einer normalverteilten
Zufallsgrofe Y erzeugen, vergleicht x und y und entscheidet sich fiir den
aufgedeckten Deckel, falls x > y ist und andernfalls fiir den noch zugedeckten.

6.1.5 Beweis der Existenzaussage

SATZ: Sei F' Verteilungsfunktion. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs
P auf R mit F(t) = P((—o0,t]) fiir alle t € R.

BEWEIS: Die Existenz ergibt sich mit dem Satz von Carathéodory. Alter-
native Méglichkeit: Benutzung der verallgemeinerten Inversen F~! und des
Lebesgueschen Mafes A. Dies wird wie folgt durchgefiihrt:

]
0 t N F(t)

Lebesguesches Maf}

lan)

G F'=G

v t P

Wabhrscheinlichkeitsmaf}

1
J

DEFINITION: Zu F: R — [0, 1] definiere die verallgemeinerte Inverse

F71:(0,1) » Rmit F'(z) =inf {t | F(¢t) >z}

Es gilt: F(t) >z <t > F'(z). Mit G = F~! ist fiir alle i € R:
GTH((—oo,t]) ={z| G(z) <t} ={a| 2 < F(t)} = (0, F(t)]
Fiir B € B definiere P(B) = \(G~!(B)). Insbesondere gilt fiir B = (—o0, t]:
P((—00,t]) = M(G™((—00,1])) = A(0, F(1)]) = F(t)
Fragen:

1. Ist diese Definition sinnvoll? Darf A\(G~'(B)) gebildet werden, d.h. ist
G YB) € B?

2. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafs?
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Falls diese Fragen mit ja!/ beantwortet werden kénnen, so ist diese Existenz-
aussage bewiesen.

1. Ja! Definiere wieder ein System C, welches alle B € B umfat, fiir die
G~ Y(B) € B gebildet werden kann, es ist wieder £ C C und ist eine
o-Algebra, also gleich o(€) = B.

2. Ja! Folgt aus den Eigenschaften der Inversen G~1.

6.2 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten unter Benut-
zung von Verteilungsfunktionen

DEFINITION: Es sei

flat) =lim f(s) f(@=)i=lim f(s) floo=) = lim f(5

stz §—00

LEMMA: Es gilt fiir eine Verteilungsfunktion Fp zum Wahrscheinlichkeits-

mals P:
L. P((a,b)) = F(b) - Fy(a)
2. P((a,b)) = Fy(b-) - Fyla)
3. P(la,b) = F,(b) — Fyla-)
(

5. F ist stetig in ¢ genau dann, wenn P({t}) = 0 ist.

(o)) -t (e 2)

neN

BEWEIS: Zunéachst ist
P((—o0,t)) =P (

2. P((a,b)) = P((—00,b)) — P((—00,a]) = Fp(b—) — Fp(a—), die néachsten
beiden entsprechend

5. Esist P({t}) = P([t,t]) = Fp(t) — Fp(t—), d.h. bei P({t}) =0 ist die
Funktion im Punkt ¢ linksseitig stetig und somit stetig.

DEFINITION: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf heifst stetig, falls P({t}) = 0 fiir
alle t € R.

Die am haufigsten benutzten Wahrscheinlichkeitsmafse auf R sind folgenden
Typs:
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6.3 Wahrscheinlichkeitsmafse mit stetigen Dichten

Seien —oo < a < b < o0, f: R — [0,00) mit f|p stetig, flape = 0 und
ffooo f(x)dx = fab f(x)dr = 1. Sei definiert:

F:R —[0,1] mit t — /f(x)dx

Damit ist F' Verteilungsfunktion. Also existiert genau ein Wahrscheinlichkeits-
mafs P mit dieser Verteilungsfunktion. P heifst dann Wahrscheinlichkeitsmays
mat der Dichte f.

6.3.1 Rechtecksverteilung

DEFINITION: Die Indikatorfunktion sei gegeben durch

0 falls te€ A
La(t) = { 1 falls t¢ A

Die Rechteckverteilung R(a,b) ist gegeben durch die Dichte f(t) = 1) (t)

1

IS
c"__

6.3.2 Normalverteilung

1
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Die Normalverteilung (Gaufverteilung) ist gegeben durch die Dichte

1 _(z—a)?

e 202
V2mo?

Sie wird haufig angewandt zur Beschreibung von Meffehlern und Ertragen,
in der Okonometrie etc., es ist die Verteilung der Statistik!

N(a,o?) =

Nachzuweisen ist noch [*° f(z)dz =1 (und gehe zur neuen Variable £ iiber
in zweiten Schritt):

(z a>2

dr = e 202 dx

vV 2mo? B vV 27?02
e_*
V 2 /—oo

Benétigt wird [ % dr =
koordinaten dxdy = rdrdd)

([otw) ([oetm) = [ [ e
o o on o
= / / rdrdd
o Jo
-1

= 27

\/szﬂ. Zum Nachweis betrachte (Trick! mit Polar-

6.3.3 Gammaverteilung

Definiere die Gammafunktion
['(«) :/ e dx
0
Fir a, 8 > 0 sei

fa) = Bz le er(l) falls = >0
= 0 falls 2 <0

Fiir o = 1ist f(x) = Be P die Ezponentialverteilung Exp(3). Sie wird benutzt

zur Modellierung von Wartezeiten, Bedienzeiten und radioaktiven Zerfallen.
Die Exponentialverteilung ist charakterisiert durch die Geddchtnislosigkeit.
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Mathematische Formulierung der Gedéchtnislosigkeit zur Modellierung von
Wartezeiten, Lebensdauern:

P((s+1t,00))

P(s00)) P((s +t,00)|(s,00)) = P((t, 0))

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, noch ¢ Zeiteinheiten zu warten, ist unabhéangig
davon, ob man schon s Zeiteinheiten gewartet hat.

1. Falls P Exponentialverteilung Exp(f) ist, so ist P gedéchtnislos, denn:

Exp(8)((s, 00)) = / " B dg = e

Die Behauptung folgt durch Einsetzen.

2. Aus P gedéchtnislos und P((0,00)) = 1 folgt P Exponentialverteilung,
denn: Setze G(t) = P((t,00)), Gedéchtnislosigkeit besagt G(s +t) =
G(s)G(t) fir alle s,t > 0, diese Funktionalgleichung fiir G liefert als
Losung G(s) = €’ mit v < 0, da G(t) — 0 fiir t — oo. Es folgt:
P((—o00,8]) =1 —G(s) =1 — e P mit 3 = —y > 0. Eindeutigkeitssatz
besagt: P ist Exponentialverteilung.

6.3.4 eine ungewohnliche Verteilungsfunktion

Definiere eine Verteilungsfunktion mit Hilfe der Cantormenge C"

e induktiver Vorgang liefert Funktion auf Komplement der Cantormenge

C:

e stetige Fortsetzung auf C' liefert F': R — [0,1] mit F\(t) =0 fir ¢t <0
und F(t) =1 fir ¢ > 1, wobei F' monoton wachsend und stetig.
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Die Cantormenge hat die Eigenschaft \(C') = 0. Zur Cantorfunktion gehort
eindeutig ein Wahrscheinlichkeitsmafl P.

Frage: Wie grof ist P(C)? Aquivalent: Wie grof ist P(C¢)? Fiir jedes Intervall
I = [a,b] ist die Wahrscheinlichkeit P(I) = 0, da die Verteilungsfunktion
F =0 ist auf den herausgenommenen Intervallen. Somit ist P(C¢) = 0, also
P(C)=1.

DEFINITION: Seien P, () Wahrscheinlichkeitsmafie

e P heift singuldr zu @ (in Zeichen P1Q)), falls gilt: Es existiert A € 2
mit P(A) =0und Q(A) = 1.

e P heiflt absolut stetig beziiglich @ (in Zeichen P < @), falls fiir alle
AeUgilt: Q(A) =0= P(A) =0.

Beziiglich dieser Definition gilt: Poantor LA betrachtet als Wahrscheinlichkeits-
mafe auf (0,1), zudem gilt z.B. B(n,p) LR(0,n). Fir Mafke P, P" laft sich
nachweisen: P = Q + Q' mit QL P und Q' <« P'.
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7 Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt werden die in der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
stets benutzten Bezeichnungsweisen eingefiihrt.

7.1 Bezeichnungsweisen

Die Symbole X, Y, Z bezeichnen in der Regel Abbildungen, d.h. X : Q — X,
weiter ist X! : P(X) — P(Q) mit X 1(A) = {w| X(w) € A}. Weitere
Bezeichnungen:

{X € A} steht fir {w]| X(w) € A} = X1(A)

{X <t} steht fir {w]| X(w) <t}
P(X € A) steht fir P(X '(A4)) = P{w| X(w) € A})

DEFINITION: (2, A), (X,C) seien messbare Rdume. Eine Abbildung X :
Q0 — X heikt messbar, falls gilt: X 1(A) € A fiir alle A € C. Falls (2, A, P)
einen Wahrscheinlichkeitsraum bildet, so wird eine messbare Abbildung
X : Q — X als Zufallsvariable bezeichnet (random wvariable). Im Falle
X = R sprechen wir von einer Zufallsgrifse.

DEFINITION: X : Q) — X sei eine Zufallsvariable. Dann ist die Abbildung
P¥*:C —[0,1] mit PX(A) = P(X € A) = P(X*(A)) ein Wahrscheinlich-
keitsmak und wird als Verteilung von X bezeichnet. Ist X Zufallsgrofe, also
PX Wahrscheinlichkeitsmaf auf R, so wird die zugehérige Verteilungsfunkti-
on F'y = Fpx als Verteilungsfunktion von X bezeichnet; entsprechend fx
als Dichte von X bei Vorliegen einer solchen.

BEWEIS: Wir zeigen, dass PX ein Maf ist

PX@) = P(X7'(0)=P®) =0
PX(X) = P(X7'(X)=p(Q) =1

pX (Zﬁh) = P(X_I(ZAi))
= PQY_XTHA)) =) P(XTHA)) = 3 PH(A)
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Q, @, P) X, e P

7.2 Modellierung

Zur Modellierung von zufélligen Vorgéangen werden iiblicherweise Zufallsvaria-
blen herangezogen, wobei nur deren Verteilung spezifiziert wird, jedoch nicht
der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum.

BEIsPIEL: Wir spielen Roulette und registrieren bei n Spielen die Anzahl
des auftretenden ,Rot*. Dann ist 2 = {(wy,...,w,) | w; € {0,1}}, Schwarz
entspricht 0 und Rot 1. Weiter ist

p(w) = p=i=¥i(1 — p)" i
Sei X : Q— X ={0,1,...,n} mit X(w) =>" w;. PX ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafs auf {0,1,...,n} gegeben durch

POX=8) = PR = Pl |+t = kD) = ()b =0

Verteilung von X ist also die Binomialverteilung mit Parametern (n, p), also
PX = B(n,p).

7.3 Eigenschaften von mefibaren Abbildungen
Im Folgenden betrachten wir einige einfachen Tatsachen iiber Mefbarkeit.
(i) Sind X : Q@ - X und Y : X — Y mefbar, so ist Y o X mefbar.

(ii) Sei C = o(F) fiir ein Erzeugendensystem F. Fiir X : Q — X gelte
X"HF) € A fiir alle FF € F. Dann gilt: X ist messbar. Setze ¢’ =
{AeC| X }(A) € A}. Nach Voraussetzung gilt: ' C C. Weiter gilt:
C' ist eine o-Algebra. Daraus folgt: ' D o(F) =C

Sei nun X = (Xy,...,X,) :R—R™

(iii) Es gelte {w | X(w) <t} € A fiir alle t € R". Dann ist X messbar. Dies
folgt mit (i) und F = {((—o0,...,—00),t] | t € R"}
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(iv) X ist genau dann messbar, wenn X; messbar ist fiir ¢ = 1,. .., n. Beweis:

= XM (B)=XRx...xRxBxRx...xR).
»<=* Wende (ii) an, beachte dabei:

{w] X(w) <t} = {w]| Xij(w) <t firi=1,...,n}

= m{w| Xi(w) < t;}

(v) Ist f : R¥ — R™ stetig, so ist f messbar. Wende dazu (ii) an mit
F={0| O CR" offen }.

(vi) Sind X7,..., X, : Q — R messbar, so sind es auch X; + ...+ X,, und
min{ Xy, ..., X, }.

Beweis: X = (X1,...,X,) ist laut (iii) messbar. Betrachte nun

oo,
LR” min{...} R

Q

Die Funktionen + ...+ und min sind stetig, somit ist die gesamte
Abbildung messbar.

(vii) Sei f stetig, B C R" offen, dann ist f~1(B) offen, also € B*.

yZusammenfassung” der Eigenschaften: simtliche Abbildungen in Stochastik I
und Stochastik I sind mefsbar, d.h. Zufallsvariablen.

7.4 Melibare Abbildungen mit endlichem Wertebereich
Zu A C Q ist die Indikatorfunktion definiert als

1A:Q—>Rmit1A(w):{1 wed

0 we¢A

Es gilt 14 ist genau dann mefibar, wenn A € A. Seien nun A4; = {w | X(w) = o4},
dann gilt X = > " | a;14, ist mekbar, falls A;,..., A, € A (siche oben Ei-
genschaft (vi)). Eine Zufallsvariable mit endlichem Wertebereich besitzt also
die Darstellung X = )" | a;14, mit mefbaren, paarweise disjunkten A4; € A.
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{ oy, 0 O3 ..., O }

Strukturaussage iiber mefbare reellwertige Abbildungen > 0: Diese sind
darstellbar als Limites von monoton wachsenden Folgen von mefbaren Abbil-
dungen mit endlichem Wertebereich:

SATZ: Sei X eine mefbare Abbildung, X : Q2 — [0, 00). Dann existiert eine
Folge von mefsbaren Abbildungen X,, : 2 — [0, 00) mit endlichem Werte-
bereich, so dak gilt 0 < X; < Xy < ... und lim, ., X,, = X (punktweise
Konvergenz).

BEWEIS: Definiere

[ n falls X(w)=n
X”(w)_{%n falls & < X(w) <%Li=0,1,...,n2" -1
X
X,
n 1

n+l -
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D.h. es ist
n2"—-1 .

7
Xo= D on L <x <ty T lixen
i=0
Dann gilt:

1. X1, X5, ... sind mefsbar mit endlichen Wertebereich.
2. Monotonie: X, (w) < X,,41(w) fiir alle n, w.

3. Fiir n > X (w) gilt: | X, (w) — X (w)| < 5%, also X,,(w) — X (w).

n )
Sind X7, Xs, ... mefbar reellwertig, so sind auch sup,, X,,, inf,, X,,, limsup,, X,,,
lim inf,, X,, mefbar, denn:'°

L. {sup, X, <t} =X, <t}
2. inf X, = —sup,,(—X,,)
3. limsup,, X, = inf,, sup;>,, X
4. liminf, X, = —limsup,(—X,)
Beachte aber: i.a. ist sup X,,: @ — R = R U {—00, 00}, wobei B = o(BU

{_007 OO})

7.4.1 Beweismethodik

Sie haben die Aufgabe, fiir eine Aussage (x) herzuleiten, dak sie fiir jedes
mefsbare X > 0 gilt.

Beweismethode: Sei X' die Menge aller meftbaren X > 0. Definiere zunéchst
die Menge M = {X € X | (%) gilt fiir X}. Zeige:

1. {X € X | X hat endlichen Wertebereich } C M
2. Sind X1, X,,...e Mmit 0 < X; < Xy <..., s0ist auch lim,_.. X,, €
M

Aus beiden Eigenschaften folgt: M = X. Um schliefslich etwas fiir beliebige
mefbare Abbildungen nachzuweisen, schreibe man X = Xt — X~ (mit
Xt = max{X,0} und X~ = —min{X,0}) als Differenz zweiter mefibarer
Abbildungen > 0:

/N L XX
%

10 Das wissen Sie alle: Mogeln spart Zeit, das kennen wir schon aus der Schule.”
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7.4.2 Praktische Erwigungen zur Verteilung von Zufallsgrofien

1. Die Verteilung von Zufallsgrofen kann insbesondere festgelegt werden

durch

(a) Angabe der Verteilungsfunktion F*
(b) Angabe der Dichte fX

Von (a) nach (b) gelangt man durch Differenzieren, sei beispielsweise
F gegeben mit [ = {t| 0 < F(t) < 1} und F € C*(I), ableiten ergibt
[ = (FX), auf I und fX = 0 sonst.

Von (b) nach (a) gelangt man durch Integrieren, F*(t) = ffoo X () dx.

2. Gegeben seien Abbildungen 2 SRS R, X besitze die Dichte f¥X,
welche Dichte hat dann g(X)(= g o X)? Bei g streng monoton

Plg(a) < 1) = P(X < g™ (8) = F¥ (¢ (1))
Dichte durch Ableitung, falls F'* stetig differenzierbar, ¢ differenzierbar:
FU (@) = (g7 (@) (g7 ()
BEISPIEL: Dichte von X?? Es ist

P(X?<t) = P(—Vt<X <Vi)
= P(X <Vt)— P(X < V1)
= FX(Vt) = FX (=)
Durch Ableiten:
1 1
2V 2z

Ist zum Beispiel X N(0, 1)-verteilt, so besitzt X? die Dichte (Gamma-Verteilung):

(@) = (Vo) — (V) -

1 =1 1 = 1
€ 2 =

1
Vs nE Ve aE  Ven

[SIE]
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8 Erwartungswerte und Integral

8.1 Untersuchung eines Algorithmus’

Seien Zahlen wy, ..., w, gegeben. Betrachte den Algorithmus:
j=mn
m = wp;
for(k:=n—1;k >0k — —)

Dieser sucht das Maximum und die Maximalstelle. Untersuche nun das Lauf-
zeitverhalten des Algorithmus! Dies fiihrt zu Fragen der Wahrscheinlich-
keitstheorie: Bei der Untersuchung von mittleren Laufzeiten wird die Eingabe
als zufdllig angesehen und es wird die durchschnittliche Laufzeit bestimmt.

Die Anzahl X von Austausschritten (j := k; und m := wy) ist abhéngig
vom Vektor (w1, ...,w,). Die minimale Anzahl X = 0 ergibt sich, falls w,, =
max;<y w;; die maximale Anzahl X = n—1 ergibt sich fiir w; > wy > ... > w,.

Die Aufwandsanalyse von Programmen ergibt sich dadurch, daft die mittlere
Anzahl von Programmschritten ermittelt wird, und zwar in einem geeigneten
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell.

Modellannahme: w; # w; fiir alle 1 < ¢ < j < n mit ¢ # j, samtliche
Permutationen der n Zahlen sollen gleichwahrscheinlich sein. Betrachten wir
n=3J:

w <wy<ws = X(w)=0
w <ws<wy = X(w)=1
wy<w; <wy = Xw)=0
wy<ws<w = Xw)=1
wy<w <wy; = X(w)=1
wy<wy<w = X(w)=2

Jeder Fall tritt dabei mit der Wahrscheinlichkeit von % auf, so dafs sich ergibt:



Als mittleren Wert betrachtet man dabei 0-P(X = 0)+1-P(X = 1)+2-P(X =

2) =5,

Dieser Wert soll im Allgemeinen bestimmt werden, also 71—y kP(X = k).
Wie man sieht, ist nur die Anordnung der w;, jedoch nicht ihre tatséchliche
Grofse von Bedeutung, so dafs wir ohne Einschrénkung der Allgemeinheit
annehmen kénnen, daf w eine Permutation der Zahlen 1,...,n ist. Betrachtet
wird also das Zufallsexperiment

Q, ={w=(wi,...,wp) | w Permutation von {1,...,n}}
mit Laplace-Verteilung, also P,(A) = % fiir alle A C 2,,. Ferner sei
Xpn: Q2 —{0,...,n— 1} mit w — # Austauschschritte bei w

Eine Definition von Funktionen durch Programme, Flufidiagramme bzw. Auto-
maten ist in der Informatik {iblich. Um eine fiir die Mathematik gebrauchliche
Form zu erhalten, benutzen wir einen induktiven Vorgang:

Es ist X; = 0, fir n > 1 definiere X,,(w) = X,,_1(®), falls w1 # n;
und X, (w) = X, 1(®) + 1, falls w; = n, wobei @ Permutation von
{1,...,n — 1} mit @; < @; genau dann, wenn w;4; < w;4 fiir alle
i,je{l,...,n}
Ebenso wie eine explizite Angabe von X, schwierig ist, ist dies auch fiir die
Wahrscheinlichkeiten P, = P,(X,, = k). Wir benutzen somit wieder ein

rekursives Vorgehen: Offensichtlich ist P o = 1 und P, ; = 0. Ferner gilt fiir
jedes k € {0,...,n— 1} mit n > 2

Py = P{w]| Xo(w) =k, wi =n})+ P,({w| Xp(w) =kjw #n})
{o ] Xulw) =k w1 =n}|  Hw| Xn(w) =kiwn # n}

n! n!
1 1
= P (Xea=k—1)+ P (X = k)
n
1 n—1

= —Ip1k-1+ Po_1k
n n

wobei P,_1_1 := 0= P,_1,_;. Mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen
kénnen wir mit dieser Rekursion, in der die P, ; numerisch berechnet werden
und damit auch ZZ;(I) kP, j, die mittlere Anzahl an Austausschritten.

Um einen expliziten Ausdruck fiir ZZ;& kP, zu ermitteln, gehen wir iiber
zu einem weiteren Hilfsmittel: Wir bilden

n—1 n—1
G (0,00) — (0,00) mit z — Z Fpnr = Z FP(X, =k)
k=0 k=0
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Dabei ist G, dier erzeugende Funktion von P*», bzw. von X,,. Insbesondere
gilt G,(1) =1

Bildet man dann die Ableitung G/ (z) = Z;é kz*=1P, x, so erhilt man durch
G (1) = >} _, kpn den gewiinschten Wert. In unserem Fall erhdlt man dann:
G(z) = P1p+ 2P 1 = 1 und mittels der gebildeten rekursiven Beziehung auch

n n—1 n—1

1 n—1
G _ k _ k-1lp k -
n(z) Zzpn,k ZZZ n n—1,k 1+Zz n Pn 1,k
k=0 k=0 k=0
- n—2 1 n 1 n—1
k - k
= = —P _
- Znnm-l— ZZPn 1k
k=1 k=0
n—1
= —Gu1(z)+ —G_1(2)
z+n—1
= —G,_
n 1(2)
Damit erhalt man
z+n—1 z+n—1z+n-—2 1
G, =—G,_ = G, = = — -1
(5) = TG () = TG, ) ~(zn-1)
und G (2) = 1G,1(z) + 221G, (2), wegen G, (1) = 0 folgt
1 1 "1
G’ (1 -t — = —
(1) = —|— 7 + ...+ = 5 2 2

Also ist ZZ;S kP, = > p_o - Die GroRenordnung erhélt man durch den
Vergleich von Summe und Integral:

n

log(n + 1) —log(2) = 1

"1 "]
-TCSZES/I dezlogn
k=2

Wir merken an, daf zur Bestimmung des mittleren Wertes von X,, gebildet
wurde:

Y kP(X,=k) = ikP({w | X, (w) =k})

=Y Y kP(w))

k=0 we{X, =k}

= Z > Xuw)P({w})

k=0 we{Xn=k}

= ) X, (w)P({w})

weN
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8.2 Erwartungswert

DEFINITION: Sei X eine Zufallsgrofse mit endlichem Wertebereich. Dann
sei der Erwartungswert E(X) von X definiert als:

E(X)= Y aP(X =uz)

z€X(Q)

BEISPIELE:

1. Sei X die B(n, p)-Verteilung. Dann gilt'!:

E(X) = Y k-P(X=k)

k=0
n n -
= >k <k)pk(1—p)” ‘
k=0
_ - n—1 k—1 n—1—(k—1)
= Y n <k_1>pp (1-p)
k=1
n—1 n—1
= n-p Z( A )pk(l—p)”_l_k
= )
—(p+(1-p) =1
= np

2. Ziehen mit und ohne Zuriicklegen: Seien N Kugeln gegeben, darunter
M weifse und N — M griine. Bei n Ziigen ist X die Anzahl der gezogenen
weiflen Kugeln.

e mit Zuriicklegen: X = B(n,¥), also E(X) = ni
e ohne Zuriicklegen: X = H(N, M, n) hypergeometrische Verteilung,
M\ (N-M
also P(X = k) = LN"*’“) Der Erwartungswert berechnet sich

(%)

i () = £
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als

= )
- MEE (GO
& TG
_om - () (RETY)
N (1)
M n—1
= n5p D (H(N = 1LM ~1n—1)({k})
R
N

8.2.1 Eigenschaften

1. Sei X Zufallsgrofe mit endlichem Wertebereich, X = Y% | a;14, mit
paarweise verschiedenen A; und " | A; = Q. Dann gilt:

E(X) = Y «P({w] X(w) =1}

xeX(Q)
= > (x > P(Ai))
zeX () 1, T=q;

2. Seien X, Y Zufallsgrofsen mit endlichem Wertebereich,

X = Z a;ly, = Z a;jlpnp, und Y = Zﬁlej = ZﬁilAmBj
i—1 i =1 i

(a) Aus X <Y folgt E(X) < E(Y), denn wegen «; < 3; auf A; N B;
ist
E(X) =Y ailanp <Y Bilans, = E(Y)
i, ij
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(b) Fiir a,b € R gilt
E(aX +bY)

Z(aai + bﬂj)lAmBj

Z‘?j

= Y aailans, + Y bBilans,

5 1,J
= aBE(X)+bE(Y)

Damit ist das Bilden des Erwartungswertes linear und monoton!

DEFINITION: Fiir Zufallsgrofen X > 0 sei definiert:

E(X)=sup{E(Y) | Y Zufallsgr. mit endl. Wertebereich 0 <Y < X'}

Ist X allgemeine Zufallsgrofe, so schreibe X = X — X~. X heilt reguldar,
falls E(X*) < oo oder E(X ™) < oo. Es wird dann definiert:

E(X) = B(X*) - B(X")

X heifst integrierbar, falls gilt: F(X™) < oo und E(X ™) < co. Man beachte:
Wegen |X| = XT 4+ X~ ist X integrierbar genau dann, wenn E(|X|) < oo
ist. Ist diese allgemeinere Erwartungswertbildung immer noch linear und
monoton?

8.2.2 Monotonie und Linearitat
Aus X >0,Y >0, X <Y folgt
E(X) = {E(Z)| Z Zufallsgr. mit endl. Wertebereich 0 < Z < X'}
< {E(Z)| Z Zufallsgr. mit endl. Wertebereich 0 < Z <Y}
= E(Y)
Schwierig ist der Nachweis der Linearitit! Es gilt:
sup(f(z) + ¢(x)) < sup f(x) + sup g()
Seien (X, )neny und (Y, )nen Folgen mit X,, T X und Y,, 7Y, dann ist E(X,,) +
E(Y,) = E(X,, +Y,). Wir benétigen noch folgende Aussage:
X, 1 X = B(X,) 1 B(X) )
Dann haben wir:
EX +EY = JE&(E(X") +E(Y,)) = TLlerolo EX,+Y,) =EX+Y)

Der Schliissel zum Umgang mit Erwartungswertbildung ist also eine Aussage
vom Typ (%) , bekannt als der Satz von der monotonen Konvergenz aus der
Mafstheorie.

52



8.3 Das allgemeine Mafdintegral

Statt eines Wahrscheinlichkeitsmafses betrachten wir ein allgemeines Mafs .
Definiere wie bisher ([ X dy — E(X)) mit X > 0 mit endlichem Wertebe-
reich:

[Xdu= > anfw] X@) =)

zeX(Q)
und fiir allgemeines X > 0:

/X dp = sup { / Ydu ‘ Y Zufallsgr. mit endl. Wertebereich 0 <Y < X}

/XdM:/X+du—/X_dp

8.3.1 Satz von der monotonen Konvergenz

und allgemein

SATZ: Seien 0 < X7 < Xy < ... < X mit lim, .., X,, = X. Dann gilt:

/ lim X, dpy = lim [ X, du

BEWEIS: Die Monotonie von [ -dpu zeigt

OS/de,ug/ng,ug...g/Xdu

Also existiert lim, oo [ X, du < [ X du. Zu zeigen ist: Fiir beliebiges Y =
Sor g oila, < X gilt: limy, oo [ X dp > [V dp.

Wiéhle ein solches Y. Falls ['Y dp = 0, so ist die Behauptung klar. Sei also
JYdu > 0. Sei

0<p< /Ydu = iaiﬂ<Ai)
i=1

Zu zeigen ist: lim, . [ X, dp > 3. Wahle ¢ > 1 mit § < Y7 | % u(4;). Es
gilt:

n n
. (6%
lim X, =X > E a;ly, > E —ZlAi
n—oo &
i=1 i=1

Fiir jedes w existiert ein m mit X (w) > 37", %14, (w) fiir & > m Definiere

Aig = {w | we Aj, Xy(w) 2 Z %1&(“)}

=1
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Es gilt fiir jedes ¢t =1,...,n

A CApC ... = U A = A (*)
keN
Es gilt
meN e
Damit gilt:
Def. A m n
m > Z - Az m

Also gilt weiter: [ X, dpu > >"" | “pu(A;,,) und

zlc

lim /X du>2—hm,u )(QZ%N(A@)>6

m—00 C m—oo

SATZ:

1. mit X,Y >0und a,b > 0 ist
/(aX—i—bY)d,u:a/Xd,u—l—b/Yd,u

2. fiir allgemeine, integrierbare X,Y und a,b € R ist a X +0Y integrierbar
und

/(aX+bY)d,u:a/Xd,u+b/Ydu

BEWEIS:

1. Zu X, Y wihle Folgen (X,,)neny und (Y;)pen mit 0 < X7 < Xo < ... 7 X
und 0 <Y; <Y, <...7TY Dann gilt: aX; +bY; <aXo+0Y; < ...
aX + bY. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt die
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Behauptung:

a/Xdu—I—b/Ydu = alim/Xndu+blim Y, du

n—oo n—oo

= lim <a/Xndu+b/Yndu)

= lim [ (aX,+bY,) du

n—oo

= / lim (aX, +bY,) du

n—oo

= /aXn +bY, du

2. Die Behauptung folgt aus folgenden Aussagen:

(a) [Xdp=—[(=X)du
(b) [aXdpu=a [ Xdpfira>0
() [(X+Y)du=[Xdp+ [Ydu

Es gilt:
/ aX £ 0] dp < / (lal 1] + (6] [Y]) du

— Jal [ X duw bl [ Y] ds < oc
—— ——
<00 <00
Es gilt nun:

(a) Esist (—X)" = X~ und (—X)~ = X, also:
Jexdn =[x au- [(-x) au
= X_d,u—/Xer,u:—/Xd,u

(b) Sei a >0, dann ist (aX)* =aX™ und (aX)” = aX ", also:

/aXdu = /aX*du—/aXdu
= a/Xer,u—a/X_d,u:a/Xd,u
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() Bsist X+4Y =X"—-X"4+Y"-Y =X4+Y)" = (X+Y)",
daraus folgt

(X+Y) "+ X +Y =(X+Y) +XT+Y+
Damit folgt:
/(X+Y)+ du+/X— du+/Y‘ dp = /(X+Y)— du+/X+ du+/Y+ du

Alsoist [(X +Y)dp= [Xdu+ [Y dp.

SATZ: (Lemma von FATOU) Seien X, X»,... mekbare Abbildungen. Es
existiere ein integrierbares Y mit Y < X, fiir alle n. Dann gilt:

/limiann < liminf/Xn

BEWEIS: Zur Erinngerung: Es ist
liminf X,, = sup ]i1>1f X, =lim,Z, mit Z, < Z, ...

——

Zn

Nun ist
/limninf(Xn -Y)du = /li;n(Zn —Y)du
= liin/(Zn —Y)du
= lirrln/anu—/Ydu

= llrrln/]g?lekdu—/Ydu

Monotonie des Integrals < lim é1>1f /Xk dp — /Yd,u

SATZ: (Satz von LEBESGUE, Satz von der dominanten Konvergenz) Sei-
en X, Xy, X5, ... mefbare Abbildungen mit lim, X,, = X. Es existieren
integrierbare Abbildungen Y7, Y, mit Y7 < X,, < Y5 fiir alle n. Dann gilt:

/lian dp = lim/Xndp
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BEWEIS: Mit dem Lemma von Fatou gilt:
/lim inf X, dp < lim inf/Xn du
und
/liminf(—Xn) dp < liminf/(—Xn) dp

Also ist!?
—/limsuandu < —limsup/Xnd,u

Zusammen ergibt sich:

/lim inf X,, dp < lim inf/Xn dp < lim sup/Xn dp < /lim sup X, du
n n n n
=X =X
Damit ist also
/Xdu = liminf/Xndu = limsup/Xndu = /Xdu

=lim [ X, dp

BEMERKUNGEN:

e Es wird definiert [, X du = [ X1, dp, Schreibweisen:

[ Xdu= [ Xt

e Mit obiger Definition ergibt sich z.B. fiir integrierbares X bzw. X > 0:

Xdu = / Xdu
/znAn ; An

Begriindung dazu: Mit obigen Sdtzen (und X1y , — Xy 4,)

n=1 "

2mit lim inf(—X,,) = limsup X,
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folgt:

Il
5

Dabei folgt (x) bei integrierbarem X aus dem Satz von der dominanten
Konvergenz, bei X > 0 aus dem Satz der monotonen Konvergenz.

Wahrscheinlichkeitsmafse mit Dichten - der allgemeine Fall

Sei p ein Mak auf (2,2(). Sei f: Q@ — R eine mekbare Abbildung f > 0 mit

[ fdp = 1. Definiere

P:2A —0,1] durch P(A):/fdu
A

Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, beachte dazu die Bemerkung oben.

Offensichtlich gilt:

PO) — /flmdu—/Odu—O
P@) = [fadi= [ fdu=1

P(ZAn> = > ’ fdu=>Y_P(A,)

Anwendung: Wahrscheinlichkeitsmafe auf R® werden oft unter Benutzung
dieser Moglichkeit angegeben. Benutze dazu (2, ) = (R™, B") mit u = \".

BEISPIEL: Zweidimensionale Glockenkurve:

1 =1 1 23
2

— e . ——e 2
V2T 2
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]_ % 1 n
flzy,. .. x,) = (—) e IXm T Y (3, ..., 1,) € R

Es ist

[ e = [ Tgpme T e

= e 2dx; =1
I/

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl heilst n-dimensionale Standard-Normalverteilung.

8.3.3 LEBESGUE-Integral

Sei g: R — R stetig. Dann existieren das Riemann-Integral f: g(x) dx und
das Integral von g - 1, beziiglich des Lebesgue-Mafes A: f[a i gd\. Beide
sind ,natiirlich“ gleich: Seia =2y < 1 < ... < x,_1 < x,, = b eine Zerlegung

Z des Intervalls [a, b] mit w(Z) = max{|x; —x;—1| | i =1,...,n}. Dann gilt:
b n
dr = i i-1) |Ti — Ti—
[ o= g > gt b

Betrachte

n—1

9z = 9(@) o) + > 9(@i) i, a0 + 9(@n-1) 1,14

=2

Dann gilt:
/92 dA\ = Zg(wifl) |z; — 251
i=1

Fiir eine Folge von Zerlegungen (Z,), .y mit w(Z,) — 0 gilt: gz, — g-1[.4.
Mit dem Satz von der dominanten Konvergenz gilt: [ gz, dX — [ g Ljap dA,
andererseits gilt [ gz, d\ — fabg(x) dx, also fab g(z)dx = f[a 5 9 4.

Deshalb schreiben wir statt [, g d\ zumeist [, g(x) dz.
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8.3.4 Integration bzgl. durch Dichten definierte Wahrscheinlich-
keitsmafse

Schon kennengelernt: die Angabe von Wahrscheinlichkeitsmafsen durch Dich-
ten: Seien (2, 2) und p gegeben, sei f: Q — R mekbar, f > 0mit [ fdu = 1.
Dann definiert P(A) = [, fdu ein WahrscheinlichkeitsmaR. f heift auch
p-Dichte von P (f = %). Dabei gilt fiir eine Zufallsgroke X (regulér beztiglich

P):
/XdP:/X-fdu

(a) Fiir X = 14 steht auf der linken Seite [ 14 dP = P(A), auf der rechten
Seite [1afdu= [, fdu= P(A).

(b) Fiir X =>"" | a;14, ist die linke Seite

/XdP = /iailAi dP = iaiP(Ai)
i=1 =1

Die rechte Seite ergibt:

/dep:/ (Zami) fdu:Zozi/lAifd,u:ZaiP(Ai)
=1 i=1 =1

(c) Fiir X > 0: Es existiert eine Folge (X,,), oy geméh (c) mit 0 < X, T X.
Es gilt:

BEWEIS:

:/XdP: lim [ X, dP = lim andu:/lim(an)du:/de,u

n—oo n—oo

8.3.5 Integration bzgl. der Verteilung von Zufallsvariablen

Sei {2 mit Wahrscheinlichkeitsmaft P gegeben, X: ) — X und g: & — R.
Dann ist

Bg(X) = [ g(x)ap = [ gap*
Beachte:

Erwartungswertbildung ist Integration beziglich des zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsmafles!

BEWEIS:
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(a) Fiir g = 14 steht auf der linken Seite [14(X)dP = [1y-1(4)dP =
PX(A), auf der rechten Seite [14dP* = P*(A)

(b) Fiir g =3 | a;l4, folgt die Behauptung aus (a) mit der Linearitéat des
Integrals

(c¢) Fiir g > 0: Folgt geméfs (b) aus dem Satz der monotonen Konvergenz
mit einer Folge 0 < g, 1 ¢.

(d) Fiir g benutze (¢) mit g =g* — g~
8.3.6 Anwendungen
1. Sei X N(a,o?)-verteilt. Dann ergibt sich'® mit g(x) = z:
E(X) = / r P~ (dr)
= /xN(a,UQ)(dx)

= /xf(x) dx
1 (z—a)?
= €T 672072 d.:C
/ V2mo?
+oo 1 22
= €T —|— a 6_2‘772 dl’
/_oo ( )\/27r<72

1 oo 2 Too 22
= / ze 202 dx +a/ e 202 dx
V2ro? J - —oo V2mo

-~

=0

[\

.

1

= a

2. Allgemein konnen wir formulieren: Besitzt eine Zufallsgrofe X eine
Verteilung mit stetiger Dichte f, so ergibt sich ihr Erwartungswert als

E(X)= [xf(z)dx
3. Fir X R(a, b)-verteilt ist

b
:—/xdm— +a

3zur Schreibweise: [ X dP = [iddP* = [xP*(dx)
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8.4 Varianz

Der Erwatungswert ist als der mittlere Wert einer Zufallsgrofe anzusehen,
um den die tatséchlich registrierten betrachteten Werte streuen. Als Mafzahl

dafir wird die Varianz definiert:

DEFINITION: Die Varianz von X ist

o(X) = +/Var(X)

Var(X) = / (X — B(X))2dP = B((X — E(X))?)

Die Standardabweichung oder Streuung von X ist

Unter Benutzung der Verteilung von X schreibt sich dies als [(z—E(X))*p* (dx),

dies ist bei Vorliegen einer stetigen Dichte f gleich fj;o(x — E(X))?*f(x)d

8.4.1 Anmerkungen

Sei X Zufallsgrofe mit F(X) < oo und Var(X) < oo.

o Es gilt:

8

Var(aX +b) = E(((aX +b) — E(aX + b))%
E((aX — E(aX) +b—b)?
= Var(aX) = a* Var(X)

o L gilt:

E(X -E(X))? = BE(X?-2XE(X)+ E(X)?)
= E(X?*) -2BE(X)E(X)+ E(X)?

= E(X?) - E(X)?

Das zeigt E(X?) > E(X)?.

e Weiter ist Var(X) = 0 genau dann, wenn P(X

Ubungsaufgabe)

E((X —a)?) E(X) + E(X) —a)?)

i
&

BE(X))?) + (B(X) — a)

(
( —
(X = (
(X = E(X))?) +2(E(X) — a)
(X - )
( _ 2
(X = )?)

(X)
(X)
(X)
E(X))?) +2(B(X) —
(X)
(X)

Il
Sl
SRR AR AR

vVl
S|

E(X
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E(X))?) +2E((X — BE(X

— B(X)) = 1 (vgl

)B(X) = a)) + (B(X) —a)?
X = B(X)) + (E(X) - a)?
(B(X) = B(X)) + (B(X) - a)?



8.4.2 YeoOnnmuen-Ungleichung

SATZ: Sei X Zufallsgrofse mit endlichem Erwartungswert. Dann gilt fiir
jedes e > 0:1
< Var(X)

P(X - E(X)| = ¢)

2

Es gilt:
Elyx—p)ze) < (X — E(X))?

Dabei ist die linke Seite
{ e? falls |X(w)—E(X)|>¢

0 falls |[X(w)—E(X)|<e
dabei ist im ersten Fall (X (w) — E(X))? > €%, damit gilt die Ungleichung.
Mit der Monotonie des Integrals folgt:
/621{X—E(X>|za} ar < /(X — E(X))*dP
= ?P(|X — E(X)|>¢) < Var(X)

M ausfiihrlich:

P{w| |X(w)—EX)|>2¢}) = P*({z||z—-E(X)| >¢})
PX((=o00, B(X) —¢€]) + PX([E(X) +¢&,00))
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9 Momente und stochastische Ungleichungen

9.1 Momente, Median

DEFINITION: Sei X Zufallsgrofte. Dann heift

1. E(X™) n-tes Moment
2. E((X — E(X))") n-tes zentriertes Moment

Dann ist der Erwartungsmoment das erste Moment, die Varianz das zweite
zentrierte Moment und die Schiefe das dritte zentrierte Moment.

Eine weitere Kenngrofse ist der Median:

DEFINITION: Sei X Zufallsgrofse. Dann heifst folgende Zahl Median:

med(X) := inf{t | P(X <t)> %}

9.2 Ungleichungen

Frage: Wie laft sich jmed(X) — E(X)| abschétzen? Zur Beantwortung dieser
Frage wird die folgende Eigenschaft des Medians benotigt:

SATZ: Sei X Zufallsgrofe. Dann gilt:

E(IX —med(X)|) < E(|X —a|)VacR

BEWEIS: Sei a € R, a > med(X) =: m. Dann gilt:
X —al X ~m
= lix<my-(@—=X —(m— X))+ Lixsay - (X —a— (X —m))
Flmax<a} - (@ — X — (X —m))
= 1{X§m} : (a - m) + 1{X2a} ' (m - a) + 1{m<X<a} ’ (m —i-‘CL — X,_X)
>0
Lix<my - (@=m) + 1ixsa) - (M —a) + Lmax<ay - (M —a)
Lix<my - (@=m) + 1ixsmy - (m—a)
Es folgt fiir die Erwartungswerte:

E(|X—a|—|X—=m|) > (a—m)-P(X <m)—(a—m)-P(X >m)

\_\/1_-/ \_\,1—/
> (a—m)-P(X<m)—(a—m) - P(X >m)
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Damit ist fiir a > med(X) (und analog fiir a < med(X)):

E(|X —al) = E(|X — med(X)][)

SATZ: Sei X Zufallsgrofse. Dann gilt

|E(X) — med(X)| < \/Var(X)

BEWEIS:
|E(X) —med(X)| = [E(X - med( )l <|X med( )

<
< E(X - B(X)]) < VE( (X))?)
= 4/ Var(X)

9.2.1 CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

SATZ: Seien X,Y Zufallsgrofen mit F(X?) < oo und E(Y?) < oo. Dann
ist XY integrierbar, und es gilt

E(XY]) < VE(X?)E(Y?)

BEWEIS: Es gilt 0 < (—|X|+|Y])? = X2+ Y? — 2| X]||Y], also ist

p(xy)) < PEOED

Fiir jedes ¢ € R gilt: 0 < (—c|X| + [Y])2 = @ |X|* + |Y[" — 2¢|XY]|. Also
folgt mit ¢ = F(|XY]) - E(X?)™! (falls E(X?) > 0):

E(IXY])*
E(X?)

E(XY])*

0<EE(X?) + E(Y?) —2¢- B(XY]) = E(X?)

+ B(Y?) -2
Die Behauptung folgt fiir F(X?) > 0 also aus:
B(XY]? < BE(X*)E(Y?)

Fiir F(X?) =0 folgt P(X =0) =1, also P(XY =0) =1, also E(|XY|) =
0= /EXD)E(Y?).
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9.2.2 JENSENsche Ungleichung

SATZ: Sei I C R ein Intervall, f: I — R sei konvex. Dann gilt fiir jede
Zufallsgroke X : Q — [I:

fE(X)) < E(f(X))

BEWEIS: Da X: Q — I vorliegt, gilt - wie man sich sofort tiberlegt - F(X) €
I. Fiir alle x € I gilt

f(x) = f(E(X)) + [(E(X)) - (z — E(X))
Durch Integration beziiglich P gilt:

[ H@P ) = FECO) + £EX)- (@~ BOO)PY )
also

E(f(X)) = /f VP (dx) > ...
= ) + f(E(X)) - B(X — B(X))

E(X)—E(X)=0

= f(EX))

Falls f in E(X) nicht differenzierbar ist, so benutze man die bei konvexen
Funktionen stets existierende rechtsseitige Ableitung in E(X).

Anmerkung: Ist g konkav, so ist f = —¢g konvex und mit obiger Ungleichung
gilt

—9(E(X)) < —E(g(X)) als
Damit ist z.B. bei X > 0: log(E(X)) > E(log(X)) und

(X
(X

E(Z)) < E(|Z]") falls p>1
2E]Z|p falls p<1

0 g(E(X)) = E(9(X))

Falls x; = logy; ist fiir 1,...,y, > 0, und f(z) = €”, so ist

Hy = eXim1PilosY < szyz
i=1

Damit gilt mit p; = % die Ungleichung zwischen geometrischen und arithmeti-
schem Mittel: )
n n 1 n
il < — i
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10 Stochastische Unabhangigkeit

Ereignisse A, B sind stochastisch unabhéngig, falls P(AN B) = P(A) - P(B).

DEFINITION: Seien X;: Q — X und X5: Q — A5 Zufallsvariablen. X
und X, heifsen stochastisch unabhdngig, falls fiir alle mefsbaren D; C &} und
D2 g XQ gllt

P(X, € D1, X5 € Dy) = P(X; € Dy)- P(X; € D,)

BEMERKUNG: Beachte dabei

{X1 € Dl,Xz € DQ} = {w ’ Xl(UJ) c D17X2<(AJ) c DQ}
= {w]| Xi(w) € D1} Nn{w | Xa(w) € Dy}
= X{ (D) NX;'(De)
Also: X1, X5 sind stochastisch unabhéngig genau dann, wenn sdmtliche Er-

eignisse der Form X;*(D;), X;'(D,) stochastisch unabhingig sind. Diese
Definition léafst sich wie folgt erweitern:

DEFINITION: X;: Q — A& fiir ¢ = 1,...,n heifsen stochastisch unabhangig,
falls fiir alle mefbaren D; C AX; gilt:

P(X;€ Dy,...,X; € D) = [[ P(X; € Dy)

=1

Dies 1aft sich wiederum schreiben als:

P (ﬂ X;l(Di)) =[P 0)

Eine (beliebige) Familie (X;);e; von Zufallsvariablen heiffen stochastisch
unabhéngig, falls (X;);e; stochastisch unabhéngig ist fiir jedes endliche J C 1.
Stochastisch Unabhéngig heifst die Moglichkeit, Wahrscheinlichkeiten, die
sich durch Zusammenwirken verschiedener Zufallsgrofien ergeben, einfach zu
errechnen.

BEISPIEL: X, X5: 2 — Z seien stochastisch unabhéngig. Frage: Was ist
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die Verteilung von X = X; + X7 Zu berechnen ist

P(X,+Xo=k) = P(Z{X1+X2=’f| Xlzj}>

JEL.

= Y P(Xi+Xa =k, X1 =)

JEZ

= Y P(Xo=k—j X1 =)
JEZ

= Y P(Xa=k—j) P(Xi=))
JEZ

Ohne stochastische Unabhéngigkeit wird dies zu: ZjeZ P(Xy=k—jlX1=7)
10.1 Faltung, Faltungsstabilitat

10.1.1 Binomial-Verteilung

BEISPIEL: Man betrachte zwei Urnen mit schwarzen und weiffen Kugeln,
aus beiden wird gleichzeitig mit zuriicklegen gezogen. Gefragt ist nach der
Anzahl X; 4+ X, der gezogenen weiften Kugeln, wobei X7, X5 stochastisch
unabhéngig sind. Sei X; B(nq, p1)-verteilt, X, entsprechend B(ng, ps). Fiir
ke{0,...,n1 +ny} ist

PXi+Xo=k) = iP(Xz =k—=J)P(X1 =)

ni
_ N2\ k—j na—(k—3) [ V1Y j ni—j
= 1 — 2 1—

> <k_j)p2 (1—p2) j pi(l—p1)

~(p)

ny+n n1+ns—
= (e

Dabei gilt () fiir p; = po = p. Also: Falls X; jeweils B(n;,p) verteilt sind
und stochastisch unabhiingig sind, so ist S, X; B(ny + ... + ny, p)-verteilt.

BEMERKUNG: Sind Xy, ..., X,, stochastisch unabhéngig, so bezeichnet man

68



die Verteilung von )" | X; auch als Faltung der Verteilungen von X7, ..., X,,.

Startet man mit Verteilungen aus einer gewissen Familie und bleibt die Faltung
in dieser Familie, so spricht man von Faltungsstabilitit (z.B. sind (B(n, p))
ist faltungsstabil).

neN

10.1.2 Poisson-Verteilung
Fiir Xy, X, jeweils P()\;)-verteilt und stochastisch unabhéngig gilt:

P(X,+Xo=k) = Y P(Xy=k—j)P(X, =)
=0
00 k—j j

K

ki .
= 6_(>‘1+)‘2) Z AI—J'A_‘%
_ (M + )\2>k6_(>\1+>\2)

k!
Also ist Xy + X5 wieder P(\; + Ag)-verteilt.

10.2 Satz von FUBINI

Bei diskreten Zufallsgréfsen erhélt man die Verteilung durch Summation
wie oben beschrieben. Frage: Wie geht dieses allgemein? Vermutung: Im
diskreten Fall gilt

E(h(Xl,XQ)) = Z ]’L(ZEh.TQ)P(Xl = (L’l,Xg = 33'2)

Z1,T2

= Z h(zy,22) P(X1 = x1) - P(Xy = 23)

Z1,T2

= Y P(Xy = 22) E(h(X,, 22))

Warum ist die Formel fiir P(X; + Xy = k) ein Spezialfall hiervon? Mit
h(X1, Xo) = X5+ Xy ist EA(X, Xo) = BE(X1 + X)) = E(Xy) + E(Xy)!

Beachte: h = 14 bedeutet 140 (X1, Xy) = 1(x, x,)-1(a) ergibt E(h(X;, X5)) =
P((X),X,) € A), d.L.

X1—|—X2:k‘<f,>(X1,X2) EAk:{(:Bl,{lfg) ’ $1+$2:k’}
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Es ist
P((X1,X,) € A) = E(14(X1, X))
= Y E(lao(X1,2))P(Xs = x2)

T2

= Y P((X1,12) € A)P(Xy = x5

2

= ) P((x1,X5) € A)P(X; = 1)

1

Beachte dabei
P((X1,32) € A) = P({wi | (Xi(w),22) € A})

Anders geschrieben mit Erwartungswert als Integral gilt:

/h(Xl,Xg)dP = /X (/X h(xl,xg)le(dx1)> PX2(dxy)

Vermutung: Es gilt allgemein:

Eh(Xl,Xg)—//h(wl,xg)le(da:l)PX"’(dmg)—//h(xl,xz)PXQ(dxg)PXl(dxl)

Das stimmt! Siehe Satz von FUBINI. Dies wird ,sténdig” in der Wahrschein-
lichkeitstheorie angewandt.

Ziel: Den Satz von FUBINI

1. korrekt zu formulieren mit geeigneter Mefibarkeit fiir h

2. und dann zu beweisen

DEFINITION: (AX,C;) und (&Xs, Cs) seien mefbare Réume, definiere Recht-

eckmengen
R = {Al X A2 | A1 S Cl,AQ S CQ}

Beachte: R ist N-stabil, denn (A; x Ag) N (A} x AY) = (A1 NAY) x (Ag x A)).
Die Produkt-o-Algebra wird definiert als

Cl ®Cg = O'(R)

BEMERKUNG: Seien X;: 0 — X; mekbar fiir i = 1,2. Dannist (X3, X3): Q —
X1 X Xy mekbar beziiglich C; ® Cy, denn: Fiir die Menge

D={BCX xX| (X;,X2) "(B) e}

gilt:
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1. D ist o-Algebra
2. R C D, denn: (X, Xo) (A x A3) = X7 H(A) N X, 1H(Ay)

Also ist C; ® C; = 0(R) C D.

Wir kénnen préazisieren: Wie berechnen wir P((X1, Xs) € B) fir B € C; ® Cy?
Allgemeiner: Wie berechnen wir Fh(Xy, Xy) fir h: X} x Xy — R meRbar
beziiglich C; ® C37 Das beinhaltet die Antwort auf die erste Frage, denn

P((X1,X5) € B) = E(15(X1, X))

10.2.1 Satz von FUBINI - Formulierung

SATZ: (Satz von FUBINI) X;: Q — A seien stochastisch unabhéngige
Zufallsvariablen fiir ¢ = 1,2. Sei h: X} x Xy — R mefbar (beziiglich C; ® Cy),
h(X1, X5) sei regulédr. Dann gilt:

Eh(X;,X5) = / h(z1, :rQ)P(Xl’XQ)(d(:El, T3))
Xl X X2

_ /X | /X o) P (d@2)) P ()
_ /X | /X e, ) P @) P ()

KOROLLAR: X;: Q) — X, seien Zufallsvariablen fiir + = 1,2. Dann gilt fiir
jedes B € C; ® Cy:

P((X1,X5) € B) — /Xp)ﬁ({m (21, 22) € B})P* (day)

PX2 {5(72 | Il,xg) € B})PXI(dI1>

I
T

Xy

P((X1,72) € B)P**(dxy)

I
T

Xo

= / P((x1,X5) € B)P*'(dz;)

X

Faustregel: Ersetze ein grofes X; durch ein kleines x; und integriere dann
beziiglich P
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10.2.2 Summe zweier unabhingiger Zufallsgrofien

Seien X;: (2 — R stochastisch unabhéngige Zufallsgrofen fiir ¢ = 1,2. Dann
gilt gemafs dem Korollar:

}%&+&EB):1/H&+@GBW&@M

:(/H&EB—@W&@M
Also ist
P(Xl—l-XgSt) = /P(ngt—ﬂfl)P)ﬁ(dl'l)
R

— / P(X, <t — x9)P*(dy)

Bei Vorliegen einer stetigen Dichte f; fiir ©+ = 1,2 ist weiter:

PXi+ X, <t) = /OO/_3732 fi(z1) day fo(xs) davy

= /OO/ fi(z1 = x2) dw f2(22) ds

= / /OO fl(Z — $2)f2(l’2) dZL’Q dZ

h(z)

Damit ist A die Dichte von X; + X5:
h(z) = / £1(z — @) fole2) des

BEISPIEL: Seien X1, X, stochastisch unabhéngig und N(a, 0?)- bzw. N(b, 72)-
verteilt. Was ist die Verteilung von X; + X57 Es gilt:

/OO 1 _ (zfz;a)Q 1 (sz)2 1 _(Z*(a+b>>2

e 2 dr= —— ¢ 202+72)

o V2mo? V2rr? 2m(02 4 712)

Damit ist X; + X, normalverteilt mit N(a + b, 02 + 72)

e o -

10.2.3 Satz von FUBINI - Beweis

Beweis der Aussage zunéchst fiir Indikatorfunktion h = 1g. Definiere dazu:

1p(z1,-): Xy — R mekbar
D={BCX xX; | [1p(,x2)P**(dz3): X1 — R mekbar
ElB(Xl,Xz) = le fX2 1B($1,$2)PX2<d$2)PX1(d$1)

Gewtlinscht ist: C; ® Cy C D!
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1. D ist offensichtlich Dynkin-System

2. R C D ebenfalls offensichtlich: Sei B = A; x A, also

13(1’1,332) = 1A1><A2(x17372) = 1Al ('Tl)lAz(x2)
Damit ist

0 falls T ¢ Al

Lp(z1,-) = 1a,(21)1a, = { 1a, falls z,€ 4
2

Weiter gilt:

. B 0 falls z; ¢ A,
/1B(IE1,$2)P (dzs) = { P(X; € Ap) falls =z € A4

Und es gilt auch:

/Xl /2(2 IB(xl,J;Q)PXz(dxz)le(dxl)

— / P(Xy € Ay)ls, dP
X1

= P(Xye€ Ay)P(X, € Ay)
Unabh.: = P(X; € A, Xy € Ay)
= P((Xy,X3) € B)
Elp(Xy, Xy)

Mit dem Satz von Dynkin folgt aus den Eigenschaften: C; ® Co = o(R) C D.
Damit ist der Satz von FUBINI giiltig fiir alle h der Vorm h = 1p mit
B € C; ® Cy. Mit der iiblichen Vorgehensweise erhélt man unter Benutzung
des Satzes von der monotonen Konvergenz, daf der Satz von FUBINI giiltig
ist fiir jedes mefsbare h > 0
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10.2.4 Die Varianz der Summen von Zufallsgrofien

Seien X1, Xs, ..., X, Zufallsgrofien mit endlichen Varianzen. Dann gilt:

w(x) - r((rs(x))
_ (im—E(X@-»)z

i=1

= E Zn: (X, — E(Xz-)f) +E (Z(Xi — B(X

i=1 i#]

)X — E(Xj))>

= D B((Xi— B(X)") + DB (X = BE(X:)(X; = E(X))))

i#]
= ) Var(X;)+ Y Kov(X;, X;)
i=1 i#j
Dabei gilt:

DEFINITION: Die Kovarianz von X; und X ist
Kov(X;, Xj) = E (X; — E(Xy)(X; — E(X})))

Der Korrelationskoeffizient von X; und X ist

o Kov(X;, X;)
Korr(X;, X;) = v/ Var(X;)/Var(X;)

Dabei gilt: |Korr(X;, X;)| < 1 nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung®.
Die Korrelationskoeffizient ist eine Mafzahl fiir die gegenseitige Beeinflussung

von X; und X;. Es gilt

Kov(X;, X;) = E((Xi—E(X))(X; - E(X;)))
— E(X,X; — E(X)X; — X.E(X,) + B(X,)E(

— B(X.X,) - E(X)E(X;) — B(X)E(X,) + E(X,) E(

E(X;X;) — E(X;)E(X;)

wende die Ungleichung an auf Z; = X; — E(X;)
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Fiir X, X5 stochastisch unabhéngig und integrierbar ist X; X5 integrierbar,
und es gilt:

E(XlXQ) = E(Xl)E(XQ) und KOV(Xl,XQ) =0

BEWEIS: Es gilt:
B(X, X)) = / / ] 2] P2 (diry) P (dry)
[l [ faal P () P )

= [Inl B P )
= B(|Xao])E(|X41])

Also ist X7 X, integrierbar, damit 1a#t sich der Satz von FUBINI auf X;.X,
anwenden und liefert entsprechend E(X;X5) = E(X;)E(X>?).

Folgerung: Sind X, ..., X, stochastisch unabhangig mit endlichen Vari-

anzen, dann gilt:
Var (Z XZ-) = Var(X;)
i=1 i=1

11 Gesetze der grofien Zahlen

11.1 Motivation zum Gesetz der grofien Zahlen

Daraus léfst sich etwas folgern, was unseren Erfahrungsschatz innerhalb des
Begriffsapparats der Wahrscheinlichtkeitstheorie abbildet. Dieses , Etwas* wird
als Gesetz der grofien Zahlen bezeichnet:

Es wird gewiirfelt: einmal, zweimal, ..., n-mal, ...und der relative Anteil der
1 unter den ersten n Wiirfen wird registriert. Die Erfahrung besagt: dieser
relative Anteil sollte nahe bei % liegen. Wahrscheinlichkeitstheoretische Mo-
dellierung gegeben durch stochastisch unabhingige Y7, ... mit Y; als Ergebnis
des i-ten Wurfes. Relativer Anteil der 1 ist gegeben durch

{i<n|Yi=1}|
n

Vermutung fiir jedes € > 0:

<nlY, =1y 1
hmP<|{Z—”|’ }|—6‘ze>:o

n—o0 n
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Sei nun X; = 143(Y;) (d.h. nur gleich 1, falls ¥; = 1 ist, sonst 0), also ist
{i<n|Yi=1} =30, X,

11.1.1 Versuchswiderholungen und relative Haufigkeiten

Seien Y7, Y5, ... Zufallsvariablen mit Werten in ). Fiir A C ) sei

= ESnI Ve 155, o

n n <

Wir sprechen von einer Versuchswiederholung, falls Y7,Y5, ... stochastisch
unabhingig sind und PYs = PY1 = W fiir alle i gilt (beim Wiirfelwurf:
W({l}) = § fiir [ =1,...,6). Beachte:

1 falls V;e A
La(Y) = { 0 falls Y ¢ A

, also ist fiir X; = 14(Y;) (mit X? = X,):

E(X;) = P(Y; € A)=W(A)
Var(X;) = E(X})— (E(X;)?) = W(A)(1-W(A))

Damit folgt:
E({i<n|Y,€cA}) = E (Zx> = B(X;) =nW(A)

Var(|{i <n|Y; e A}|) = Var (ZX) = Var(X;)
= nW(A)(1—W(A) <

Damit ist E(h(A,n)) = W(A) und Var(h(A4,n)) = LW (A)(1 — W(A)).

T n

Exkurs: Seien nun Xi,..., X, nicht notwendig stochastisch unabhingig
mit £X; = a und Var(X;) = b > 0 und Kov(X;, X;) = ¢ # 0, dann ist

1 & RS
Var (E E XZ-> = $<E Var(X;) + E KOV(XivXj))
=il i=1 i#]
n(n —1) b+ (n—1)c
C =
n? n

b
-
n
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Es folgt mit Yebnrmes-Ungleichung:
< Varh(A,n) 1W(A)(1-W(A))

= — —)0
g2 n g2

P(|h(A,n) = W(A)| = ¢)

SATZ: Seien Y;,Ys, ... stochastisch unabhingig mit P¥i = P¥* = W fiir alle
7. Dann gilt:

lim P(Jh(A,n) —W(A)|>¢e)=0 Ve>0

n—oo

BEWEIS: Wie oben mit F(h(A,n)) = W(A) und Var(h(A,n)) = —W(A)@;W(A))
sowie der Yeobwnimes-Ungleichung.

11.2 Schwaches Gesetz der grofsen Zahlen

SATZ: Seien X1, Xo, ... stochastisch unabhéngige Zufallsgrofen mit endli-
chen Varianzen, fiir die gelte: lim,, .o 2 Y7, Var(X;) = 0. Dann folgt

limP(

BEWEIS: Es gilt mit Yebnmes-Ungleichung!®:

. 1 <
7}1_)1{.10P ( > 5) < ﬁZVM(XT)
i=1

Die im schwachen Gesetz der grofien Zahlen auftretende Konvergenzart wird
als schwache Konvergenz oder Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bezeichnet:

n

S

25)20 Ve>0

n

1 1 &
E;Xi— E;E(XZ)

i=1

DEFINITION: Sind Z, Zy, Z>, ... Zufallsgrofen, so wird definiert: 7, kon-
vergiert schwach oder konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen Z, wenn

lim P(|Z,—Z| >2¢)=0Ve>0

n—oo

Das schwache Gesetz der grofen Zahlen besagt also:

1 1
— E Xi—— E E(X;) — 0 in Wahrscheinlichkeit
o s

16 Warum heiflt es schwaches Gesetz? Weil der Beweis so einfach ist, daf schon ein
schwacher Mathematiker es beweisen kann!“
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Und fiir relative Haufigkeiten bei Versuchswiederholungen:

h(A,n)) — W(A) in Wahrscheinlichkeit

11.3 Fast sichere Konvergenz

Schwache Gesetze in der Wahrscheinlichkeitstheorie behandeln schwache
Konvergenz, d.h. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, starke Gesetze behandeln
eine starkere Konvergenzart, die sogenannte fast sichere Konvergenz.

Z, 74, Zs, ... seien Zufallsgrofsen. Dann wird definiert: Z,, konvergiert fast
sicher, falls P({w | lim Z,(w) = Z(w)}) = 1.

Danke an unendliches Wiirfeln Q = {1,...,6}N sei h({1},n)(w) = [{i < n | w; = 1}|,
Frage: Gilt
1
P <{w | lim A({1},n)(w) = 6}) =17

11.3.1 Umformulierung der fast sicheren Konvergenz

lim Z,(w) = Z(w) <= VIieN:In;:Vm>n;: |Zp(w) — Z(w

- = weNUN{~

leNneNm>n

~—

IA

VAN
o~ =
M~

| Zm (W) = Z(w')]

Zum Nachweis von Z,, — Z fast sicher, d.h. zum Nachweis von
PH{w|limZ,(w)=Zw)}) =1
ist zu zeigen:

r(nuN{-

leENneNm>n

|Zm (W) = Z(w)]

IN
~| =
H/_/

N——

I

—_

Es ist aber

P(ﬂLJﬂ{w MMM—ZWNS%D

leENneNm>n

- mr(Un{

neNm>n

/ / 1
|%&M—ZWM§7}>
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Somit ist

P(ﬂ[...]) —1<=P(..])=1<=P(..]9=0

leN

Es gilt also: Z,, konvergiert fast sicher gegen Z genau dann, wenn fiir alle
e > 0 gilt:

P((U N A [ 1Znle) = 2() 9}) ) 0

neNm>n

D.h. es ist fiir jedes € > 0:

0 = P(ﬂ U !\Zm(w’)—Z(w/)|>s}>

neNm>n

= lim P (U (W || Zm(W) = Z(W)| > g}>

= P (limsup{w' ||Zn(w) = Z(W)| >e})

Dies wird benutzt, um die fast sichere Konvergenz zu untersuchen.

11.3.2 Fast sichere und schwache Konvergenz

SATZ: Seien Z, Zy, Zs, ... Zufallsgrofen Dann gilt:
1. Wenn Z,, — Z fast sicher, so gilt Z,, — Z in Wahrscheinlichkeit.

2. Falls >

sicher

men P(|Zm — Z| > €) < oo fiir alle e > 0, so ist Z,, — Z fast

BEWEIS:

1. Falls Z,, — Z fast sicher, so ist fiir alle € > 0: lim,,, oo P(|Z,, — Z| >
e) = 0. Nun folgt die Aussage aus obiger Umformulierung der fast
sicheren Konvergenz wegen

P(|Zy, — Z| > €) gp( U {1z - 2| >g}>

m/'>m

2. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma (), P(A,) < co = P(limsup A,,) = 0)
gilt:

> P(|Zn — Z| > ) < 00 = P (limsup{|Z, () — Z(w')| > €}) =0

meN
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Dies ist wieder eine Umformulierung der fast sicheren Konvergenz von
oben.

11.4 Starkes Gesetz der grofsen Zahlen
11.4.1 Versuch, zu einem Starken Gesetz zu gelangen

Seien X7, X5, ... stochastisch unabhéngige Zufallsgrofen mit F(X?) < oo.

Dann ist
n

%in _ %ZE(XZ-) = 3K - B(X)

i=1
Gehe tiber zu X! = X; — E(X;), wobei E(X]) = 0 und Var(X}) = Var(X;),
bzw. nehme gleich 0.B.d.A. an, dal F(X;) = 0 vorliegt.

Erster Versuch zum Nachweis von = " | X; — 0 fast sicher: Sei e > 0,
betrachte mit der Annahme Var(X;) = Var(X;) =b> 0

ol - (e

o 1 m
<Y > )
m=n =1
. mb
<D
- b = 1
N — =0
- szm:nm

Das klappt so nicht! Zweiter Versuch: Beachte E(X;) = 0, daher Var(X;) =

E(X?); es ist:
Pl Zn:X S zn:E()@) b
n ‘< n’e? ‘ £-n

Moglichkeit, um die Summierung iiber % zu vermeiden: Denke an

E(2)

b

P(|Z] > ¢) <
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Versuch: p = 3, dann gilt:
P lix >e| < LG:E(|X-|3)
née T T oniet & '
e (Sw)

. 3
dabei ist (Z PQ\) = Z | X 12X | | X

IN

i=1 i,k
3 2
= DX XX D XXX
i=1 i#] i#i#k

Auch das ist unschon, betrachte deswegen eine héhere Potenz, die die Betrage
iiberfliissig macht:

Dritter Versuch: Setze p = 4, es gilt:

1
P(Z — ZE) < n454 (ZX>
Dabei gilt:

>ox
=1
n 4
E (; Xi> —F (Z XinXle>

.5,k

_ <zn:X4+ZX3X +ZX2X2+ZXXX;€+ Z X X; X X,

() 7] i#jFk (i kalival.

n

- ZEX4 + Y E(XP)E(

i#]

11.4.2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen

SATZ: Seien X1, Xo, ... stochastisch unabhéngige Zufallsgrofen mit E(X;) =
0 und sup;cy E(X}') = b < oo. Dann folgt:

lim — Z X,; = 0 fast sicher

n—oo 1
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BEWEIS: Beachte zunéchst mit der Jensenschen Ungleichung: (F(X?))? <
E(X}). Es gilt:

r(Uf

m

1
2

i=1

) Sl

IA
]
34; —
™
N
I
~—

1
siehe dritter Versuch < Z (Z BE(XH + Z E(Xf)E(Xf))

IN
g
B
_.I_
=
S
|

S_ N

o 1

m=1 m2 < 0.

Dies strebt gegen 0 fiir n — oo, da )

11.4.3 Starkes Gesetz der grofsen Zahlen fiir relative Haufigkeiten

SATZ: Seien Y7, Y5, ... stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen (d.h. PYi = PY1 = W) mit Y;: Q — ). Dann gilt fiir jedes Ereignis
ACY:

lim h(A,n) = W(A) fast sicher

n—oo

BEWEIS: Es gilt mit X; = 14(Y;) (und damit E(X}) < 1): h(A,n) =
%Z?:l X;, also limn_,ooizzlzl(Xi — W(A)) = 0 fast sicher; und damit
lim, oo h(A,n) = W(A).

11.5 Empirische Verteilungsfunktion

In der Statistik hat man haufig folgende Situation vorliegen: Beobachtet wer-
den Zuvallsvariablen Y7, Ys, ..., die stochastisch unabhéngig sind und jeweils
die Verteilung W = PYi besitzen mogen. Situation der Statistik: W ist
nicht oder nur unvollstéandig bekannt, Aufgabe ist es, aus den Beobachtungen
Aussagen iiber W zu treffen.

Seien Y7,Y5,. .. stochastisch unabhiingig und identisch verteilt (PYi = PY1 =
W), sie mégen Werte in Rannehmen. Das Wahrscheinlichkeitsmaf 1V ist dann
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eindeutig gegeben durch seine Verteilungsfunktion F' mit F'(t) = W((—o0,t]).
Die empirische Verteilungsfunktion F), ist definiert durch

1 n
Fu(t) = h((~00,1],n) = —~ D o (YD)
i=1
Als Abbildung ist F,,: Q — {Verteilungsfunktionen auf R}
1 n
Fa()ite — 3 Loy (Yi(w)
i=1

Das starke Gesetz der grofsen Zahlen fiir relative Haufigkeiten liefert: lim,, o, F},(t) =
lim,, oo A((—00,t],n) = W((—00,t]) = F(t) fast sicher fiir jedes t.

11.6 Das starke Gesetz der Grofien Zahlen von KoJ-
MOT'OPOB

11.6.1 vereinfachte Form des Lemmas von KRONECKER

LEMMA: Sei (an)nen eine Folge in R. Sei s, = > 1" | % fiir alle n € N. Falls
(Sn)nen konvergiert, so folgt

i >0 =0

BEWEIS: Da (s,)nen konvergiert, existiert ein s € R mit s = lim,, .o, s,,. Es
gilt

1 & a, n ap—1 n—1 as 2 ap 1
I nol, ez all
n n n n—1 n 2 n 1 n
=1 S~~~ N——
Sn—Sn—1 Sp—1—8Sn—2
L= (= 1)1 — (= 1) = (0= 2))s0 s — ~(2—1)
= S$,——(Mn—(Mm—1))sp_1——((n—1)—(n—2))s,,_0 — —(2—1)s
n ' 2 !
1 1 1
= Sp— —Sp—-1— —Sp—2—...— —81
n n n
1n—1
= Sp— — S;
n
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Nun gilt mit dem Grenzwertsatz von Cauchy'’:

n n—1

1 1

lim =3 = (1' n)— lim =3 s,

2 = (fns (ﬁ& y 2 )
= s—s5=0

11.6.2 Ungleichung von Kosmoropos

SATZ: Seien X1, X5, ..., X, stochastisch unabhéngige, quadratintegrierbare
Zuvallsvariablen mit E[X;] = 0,k = 1,...,n. Sei S := ¢ | X; fiir jedes
k=1,...,n. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

1 n
P(max{|Sk|| k=1,...,n} >¢) < gZ\/M(Xk)

k=1

BEWEIS: Setze

A = {[Si]| =€}
Ay = {|Sl|<e,...,|Sk_1|<e,|5k|25} firk=2,....,m

Dann sind diese Ereignisse paarweise disjunkt und es gilt

> Ap={max{|S|| k=1,...,n} > ¢}
k=1

Beachte nun, dass fiir jedes k die Zufallsgrofe 14, S, und S, —S; = Z?:kﬂ X;
stochastisch unabhéngig sind, denn 14,5, héngt nur von X, ..., X} ab und
Sy — Sk nur von Xgyq,...,X,. Damit gilt fiir alle k:

E14,Sk(Sn — Sk)] = E[1a4Sk] (S, —Sk) =0

=0

17 it AEn T
n

aus lim,, . z, = x folgt: lim,, .
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Folglich gilt (wobei (%)

gilt wegen > ,_, Ay C Q):

iVar(Xk) = Var (iXk)

= > E(1a, (S + (Sn — k)

k=1

> S (B(14,58) + 2 E(14, Si(S0 — S1)))
= >

>

Z E(lAk82)
k=1

= Ezzn:P(Ak) :€2P (zn:Ak>

= &?P(max{|Si|| k=1,....,n} >¢)

11.6.3 Konvergenzkriterium

SATZ: Es seien X7, Xs,.

.. stochastisch unabhéngige, quadratintegrierbare

Zufallsgrofen mit E[X,] = 0 fir n € N. Sei S, = Y | X; fiir n € N. Es
gelte Y > | Var(X,,) < co. Dann folgt:

P((Sn)nen konvergiert) = 1
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Einschub: Konvergenzkriterium fiir reelle Zahlen. Seien ay,as,... € R.
Dann gilt:

—_

(@n)nen konvergiert n R <= VjeN3ImeN: {la, —an| | n>m} <4

S

Als Mengen geschrieben ergibt sich beziiglich Zufallsgrofen 77, Z,, . . .: Die
Menge aller w, fiir die (Z,,(w)),en konvergiert, ist gleich

NU{e

jeENmeN

1
sup { | Zn(w) = Zn(W)| | n > m} < ;}
Kurz geschrieben:
{(Z)nen konvergiert} = ﬂ U {SUPHZn(W) — Zm(W)| | nZ2m} < ]1}

jENmMEN

Die fast sichere Konvergenz bedeutet:
(Zy)nen konvergiert fast sicher <= P((Z,)nen konvergiert) = 1
Also ist

P((Zp)nen konvergiert) = 1

P (ﬂ U {sup{\Zn(w) _ Zn(@)] | n>m) < %}) ~

JENmMEN

<= lim P (U {sup{\Zn(w) — Zp(W)|| n>m} < %}) =1

Jj—00
meN

<:>P<U{sup{\Zn(w)—Zm(w)||an}<£}> = 1Ve>0
<:>7ii_r>réoP({sup{]Zn(w)—Zm(w)\|n2m}<5}) = 1Ve>0

@A%P({sup{|Zn(w)—Zm(w)| |n>m}>¢e}) = 0Ve>0
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Zu zeigen: (s,)nen konvergiert fast sicher. Seien ¢ > 0 und m € N. Mit der
Konmoropos-Ungleichung gilt:
Xi > 5)

P(sup|5n—Sm| Zs) = P( sup
n>m n>m-+1 |.
= - i=m+1
2 X

= P su
< U { k>n>71j7)1+1

)

k>n i=m+1
= lim P sup Z Xi| > ¢
k—oo k>n>m+1 | £
k
Kommoropos-Ungleichun < lim = Z Var(X;)
p g g = mo . i
1 oo
= 5 > Var(X;)
i=m-+1

Da » 7, Var(X;) < oo ist, folgt: limy, oo 0y, Var(X;) = 0 und damit
0 < lim P(Sup|5n—5m| 26) <0
m—oo n>m

Somit konvergiert (.S, ),en fast sicher.

11.6.4 Das starke Gesetz der Grofien Zahlen von Kosamoropos

SATZ: Es seien X7, Xy, ... stochastisch unabhingige quadratintegrierbare
Zufallsgrofen. Es gelte das Kolmogorov-Kriterium:

= Var(X,,
3 (Xn)

< o0
n2

n=1

Dann folgt:

1 n
nl_)I{.lonZ( (Xy)) ast sicher

i=1

BEWEIS: Ohne Einschriinkung sei E(X;) = 0 fiir i € N. Setze ¥; = %t fiir
1 € N. Dann gilt

i Var( Z Var
n=1 n=1
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Setze weiter S, = > | ¥;. Dann gilt mit obigem Konvergenzkriterium:
P((Sn)nen konvergiert) = 1

also (S, )nen konvergiert fast sicher. Damit S, = Y. | Vi = >7 % und
somit folgt mit dem Lemma von Kronecker:

1 n
lim — Z X; =0 fast sicher
=1

n—oo N 4

BEMERKUNG: Es seien X, Xs, ... stochastisch unabhéngig integrierbare
und identisch verteilte Zufallsgrofen mit £ X; = pu. Dann gilt:

1 n
— Z X; —  fast sicher
n

=1
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12 Verteilungskonvergenz und der zentrale Grenz-
wertsatz

12.1 Verteilungskonvergenz

Bisher kennengelernt: Z, 7y, Zs, . .. mit Z,, — Z fast sicher, d.h. P (lim,, oo Z, = Z) =
1, dann folgt Z,, — Z in Wahrscheinlichkeit (d.h. P(|Z, — Z| > ¢) — 0
fiir jedes € > 0).

Frage: Kann man aus Z, — Z in Wahrscheinlichkeit (bzw. fast sicher)
Aussagen vom Typ P(Z, <t) — P(Z < t) folgern? Nicht unbedingt, falls
beispielsweise Z,, = = und Z = 0ist, so ist P(Z,, < 0) = 0, aber P(Z < 0) = 1!
Dies zeigt, daf dieses nicht fiir jedes t gefolgert werden kann.

SATZ: Seien Z, Zy, Zs, . .. Zufallsgrofen mit Z,, — Z in Wahrscheinlichkeit.

Dann gilt fiir alle ¢t mit P(Z = t) = 0 (d.h. fiir alle Stetigkeitspunkte der
Verteilungsfunktion):

P(Z,<t)— P(Z<1t)

BEWEIS: Es gilt!'® fiir ein beliebiges & > 0:

|P(Z, <t) — P(Z <1)]
P(Z,<t,Z>t)+P(Z,>t,Z <t)
P(Zn <t,Z> 1|2y —2| <€)+ P(Zy <1, Z > 1|2, — Z] 2 2) +

(
P(Z,>t,7Z <t,|Z,—z|<e)+ P(Z,>t,Z <t,|Z,—Z| > ¢)
< PZ,<t,Z>t|Z,—Z| <e)+P(|Z,—Z| >¢)+
P(Z,>t,7Z <t,|Z,— Z| <e)+ P(|Z,— Z| > ¢)
< Plt<Z<t4+e)+P(Z,—Z]>¢)+
(

Pt—e<Z,<t)+P(|Z,— Z| > ¢)

Sei 0 > 0. Wegen P(t < Z <t+¢) — Ound Plz—e < Z <t) —
P(Z =t) = 0 (beide fiir e — 0) existiert ein é mit P(t < Z <t + &) +
Pt—é< Z <t)< g. Wegen Z, — Z in Wahrscheinlichkeit existiert
ein i mit P(|Z, —Z|] > &) < & fiir alle n > n. Also folgt fiir n >
|\P(Z, <t)— P(Z <t)] <6é.

Motiviert durch diesen Satz wird daher definiert:

8mit |[P(A) — P(B)| = |[P(ANB)+ P(ANB®) — P(ANB) — P(BNA°)| < P(AnN
B¢) + P(B N A°)
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DEFINITION: Seien Z, Zy, Zs, ... Zufallsgrofen. Es gilt Z, — Z in Vertei-
lung genau dann, wenn

P(Z,<t)— P(Z<t) Vtmit P(Z=1)=0

Entsprechend: W, Wy, Ws, ... seien Wahrscheinlichkeitsmafe auf R. Dann
gilt: W,, — W in Verteilung genau dann, wenn

W((—o00,t]) — W((—00,t]) Vit mit W({t})=0

SATZ: W, W1, W, ... seien Wahrscheinlichkeitsmafse auf R. Dann sind aqui-
valent:

(i) W,, — W in Verteilung
(ii) [gdW, — [ gdW fiir jedes stetige beschrénkte g: R — R.

(iii) [gdW, — [ gdW fiir jedes stetige beschrinkte g: R — R mit der
Eigenschaft, dak lim g(z) existiert fiir 2 — o0

BEWEIS:
(ii) = (iii) klar
(iii) = (i) Fiir g = 1(—coy soll gelten (falls W ({t}) = 0):

W, ((—00,]) = /gde LR /gdW: W ((—o0,1))

Die Eigenschaft (iii) ist auf g nicht direkt anwendbar, da g nicht stetig
ist, allerdings 1aft ¢ einfach durch stetige Funktionen g, approximieren,
auf welche dann (iii) anwendbar ist.

Approximation ,yon oben“: Dann konvertiert g, gegen 1(_o] = g. Es
gilt: [ gpdW,, — [ g dW fir jedes k mit n — o0; genauso ist
[ g1 dW,, — [ gdW,, fiir jedes n mit k — oco. Also folgt [ gdW, <
[ g1 dW,, — [ g, dW, damit ist limsup,, [ gdW,, < [ g dW fiir alle k.
Somit gilt insgesamt:

limsup/gde gkhm /gde:/gdW

Entsprechend ,von unten: Dann konvergiert g; gegen g(—o ) = g. Ent-
sprechend zu eben folgt [gdWy > [ G, dW, — [ g,dW, also ist
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liminf, [ gdW, > [ g, dW fiir alle k. Somit gilt insgesamt:

k—oo

liminf/gde > lim gde:/gdW
= W((—00,1)) = W((—o00, ) = / gdW

Somit folgt fiir g:

limsup/gdeS/gdWSliminf/gde

n

Daraus folgt
limsup/gde = /gdW :liminf/gde

(i) = (ii) Wahrscheinlichkeitstheoretische Methode:

1. Suche Zufallsgrofen Y,Y;,Ys, ... mit PY = W, P¥» = W, Dann
gilt: [gdW = [gdPY = Eg(Y) und [gdW, = [gdP™ =
Eg(Y,).

Suche diese derart, dak Eg(Y,,) — Fg(Y) einfach nachzuweisen
ist.

2. Kandidaten fiir Y, Y7, Y, ... sind: Starte mit U, die R(0, 1)-verteilt
ist, d.h. P(U <t) =t mit t € (0,1). Seien F, Fy, F5, ... die Ver-
teilungsfunktionen zu W, Wy, W, . ... Dann besitzen Y = F~1(U)
und Y, = F;1(U) die gewiinschte Eigenschaft.

3. Zu zeigen ist also:

lim EF, ' (U)= EF(U)

n—oo

Nach Voraussetzung gilt: F,,(t) — F(¢) fiir alle ¢ mit I stetig in
t. Daraus folgt ,Jeicht: F.;71(t) — F~1(t) fiir alle ¢t mit F stetig
in t. Sei Z = {t| F unstetig in t}. Dann ist Z abzéhlbar, denn
Z ={t| W({{t}) > 0}. Sei g stetig und beschriankt. Dann ist

[oaw, = Eor @)
= E(lwezy - 9(F'(U) + E(lwezy - 9(F, ' (U)))

~
=0 wg. P(U€Z)=0 da Z abzahlbar
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Es gilt

Liwezey cg(F7H(U) — 1{U6ZC}9(F_1<U))
Damit ist (da g beschrénkt ist und somit der Satz der dominanten
Konvergenz anwendbar ist):

/gde = Eg(F, ' (U))
= E(l{UeZC} g(Fn_l(U)))
— E(l{Uezc}g(F_l(U>>>

— BP0 = [ gaw

Achtung! Hier fehlt eine Vorlesung!

SATZ: Eindeutigkeitssatz: Seien W, W' mit ¢y = py/. Dann gilt: W = W',

SATZ: Stetigkeitssatz: Seien W, Wy, W5, . ... Dann gilt

Sei H(t) = limy_ £, (t), t € Q. Dann gilt:
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(a) H monoton wachsend
(b) limy—_oo H(t) =0 und lim; o H(t) =1

Fortsetzung von H auf R: Definiere
F*:R —[0,1] mit F*(r) =inf {F(¢t) | t € Q,t > r}

Offensichtlich gilt: F* ist monoton wachsend, rechtsseitig stetig,
es ist lim,,_o F*(r) = 0 und lim,_, o F*(r) = 1. Weiter gilt
F*(t) = H(t) mit t € Q und zudem (x) F, (r) — F*(r) fiir r
mit [ stetig in 7.

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir ein Wahrschein-
lichkeitsmafs auf R existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs 1W*
mit W* hat Verteilungsfunktion F*. Geméaf (x) gilt W,, — W*.

. Seien wieder W, Wy, Wy, ... gegeben mit ¢, = ow, — @ = Ow.
Zunéchst zu zeigen: ,,Straﬂheit“ von (W, )nen-

Betrachte die Funktion ¢(t) = [ €W (dz). Dann ist ¢ stetig und
©(0) = 1. Sei nun ¢ > 0. Dann existiert J mit

1 )
5] n—ewlas

Wir schatzen ab: Wegen wn, — @ existiert ng so, dafs fiir alle n > nyg
gilt: f 511 — @n(t)] dt < e. Weiter ist:

; / (=gt = 3 / 6 << /1 —emwn(dx)) dt
=5/ L

[ 20 - 2200w,

1
2/1» | |5x|>2}(1 - M) Walde)
> Wo{| [62] > 2})

DO | ™

e dt W, (da)

IV

(*)

Dabei folgt (x) mit 25 < ﬁ fur |r| > 2. Somit gilt insgesamt

2 2
[ > ] — >
Wn(l 5,&)_1 eVn>ng

Damit gilt die Straftheit von (W,,),>,, und somit auch die Straffheit
von (Wn)neN-
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4.

12.1.

Zusammenfiigen der ersten drei Schritte: Sei (W, )ren Teilfolge von
(Wy)nen- Diese Teilfolge erfiillt geméfst Schritt 3 die Straffheitsbedin-
gung. Geméf Schritt 2 existiert W* und (W,,, )ien Teilfolge von (W, )ken
mit W,,, — W*. Gemal Schritt 1 gilt die Behauptung, falls W* =W
nachgewiesen wird.

Aus W,,,, — W™ folgt ¢,,, — ¢, gemak Voraussetzung gilt ¢,,, —
©, also ist

ow=p=¢ =pw-
Mit dem Eindeutigkeittsatz folgt W = W*.
Achtung: Der Eindeutigkeitssatz folgt aber erst aus dem Satz, den wir
hier beweisen wollen. Wir bendtigen also noch einen vom Stetigkeitssatz
sunabhdngigen Beweis des Findeutigkeitssatzes! Dieser kann gefolgert

werden aus dem Satz von STONE-WEIERSTRASS fiir trigonometrische
Polynome oder aus der Umkehrformel von LEVY.

1 Anwendung auf Summen unabhingiger Zufallsgrofien

Seien X7, ..., X, stochastisch unabhéngig. Dann ist

Oxit.4x,(t) = E (eitZ?:lXi> = E (H eitX’?>

=1

Die liefert eine einfache Mdoglichkeit, die Verteilung von Summen von
Zufallsgrofen zu bestimmen.

. Betrachte die standadisierte Summe fiir X7, ..., X,, stochastisch unab-

hingig, identisch verteilt mit Erwartungswert a und Varianz o2 > 0.
Dann ist fiir Variablen Y; = ¢ (mit E(Y;) = 0 und Var(¥;) = 1):

S — Z?:l(Xi —a) o Z?:l (%) _ Z?:lY;
" no? vn NG

Dann ist

wobel



12.1.2 Methodik zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Nach Stetigkeitssatz wissen wir: Es geniigt zu zeigen: ¢g: — @n(0,1)- Dabei
ist

Damit ist zu zeigen:

(@ (%)) e fiiralle ¢

wobei ¢(t) = E(e™1) mit EY; = 0 und VarY; = 1. , Kanonisches* Vorgehen:
Entwicklung um 0:*

t " t ¢"(0)t? t "
— =(1 '(0) — —
<¢<\/ﬁ>) ( OET R A
Erinnerung: Es ist lim,, ., (1 + 2+ %")n = ¢e® fiir b, — 0. Es verbleibt, eine
geeignete Entwicklung von ¢ zu finden:

(jt (E til) ® B (%eitxl) _ E(in . e’itXl)

Mit dem Satz von der dominierenden Konvergenz ist auch die Vertauschung
von E und 4 in (x) méglich. Damit ist ¢'(0) = E(iX;) = 0. Entsprechend
ist

d , * d .
At (E (Z'X1€ltxl)) © g (in : Eelt&)
— B(iPX2. )
— _E<X26itX)
firt=0 = -—-BEX?)=-1

Das Restglied ergibt sich als r ( ) h(t,n) = 0. Es liegt
damit — bei E(X;) = 0 und Var( — folgende Entwicklung vor:

t\\" . t2 N h(t,n)\" _2
R — - — 7 — e
7 Vn 2n n
Dies ergibt den Beweis des zentralen Grenzwertsatzes im hier betrachteten

Fall.
9 f(h) = £(0)+ f'(0) - b+ f"(0) 2 + r(h)
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Achtung! Hier fehlt noch das Ende der Vorle-
sung!

96



	Zufallsexperimente
	Definitionen
	Würfeln
	Kartenverteilung
	Lottospiel
	Spiegelungsprinzip
	Anwendung des Spiegelungsprinzips

	Das Nadelproblem von Buffon
	Grundbegriffe der Kombinatorik

	Wahrscheinlichkeitsräume
	Axiomatik von Kolmogorov
	Nicht-Existenz einer Flächenfunktion für Rk
	Borelsche -Algebra
	Das Lebeguesche Maß

	Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
	Rechenregeln für Wahrscheinlichkeitsmaße
	Modellierung eines parapsychologischen Experiments
	Unendliche Folgen von Ereignissen
	Cantor-Menge
	Borell-Cantelli-Lemma


	Bedingte Wahrscheinlichkeiten
	Rechenregeln für bedingte Wahrscheinlichkeiten
	Aussagekraft von medizinischen Testverfahren

	Stochastische Unabhängigkeit
	Ziehen mit und ohne Zurücklegen
	Verallgemeinerung der Definition
	Das Werfen einer Münze


	Diskrete Wahrscheinlichkeitsmaße
	Laplace-Verteilung
	Das Geburtstagsproblem

	Hypergeometrische Verteilung
	Bernoulli-Verteilung
	Binomialverteilung
	Mehrfacher Münzwurf

	Multinomialverteilung
	Geometrische Verteilung
	Poisson-Verteilung
	Exkurs: Stirling-Formel


	Wahrscheinlichkeitsmaße auf R
	Verteilungsfunktion
	Beweis der Eindeutigkeit
	Dynkin-Systeme
	Beweis der Eindeutigkeit (korrekt)
	Bierdeckelexperiment
	Beweis der Existenzaussage

	Berechnung von Wahrscheinlichkeiten unter Benutzung von Verteilungsfunktionen
	Wahrscheinlichkeitsmaße mit stetigen Dichten
	Rechtecksverteilung
	Normalverteilung
	Gammaverteilung
	eine ungewöhnliche Verteilungsfunktion


	Zufallsvariablen
	Bezeichnungsweisen
	Modellierung
	Eigenschaften von meßbaren Abbildungen
	Meßbare Abbildungen mit endlichem Wertebereich
	Beweismethodik
	Praktische Erwägungen zur Verteilung von Zufallsgrößen


	Erwartungswerte und Integral
	Untersuchung eines Algorithmus'
	Erwartungswert
	Eigenschaften
	Monotonie und Linearität

	Das allgemeine Maßintegral
	Satz von der monotonen Konvergenz
	Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten - der allgemeine Fall
	Lebesgue-Integral
	Integration bzgl. durch Dichten definierte Wahrscheinlichkeitsmaße
	Integration bzgl. der Verteilung von Zufallsvariablen
	Anwendungen

	Varianz
	Anmerkungen
	Chebyshev-Ungleichung


	Momente und stochastische Ungleichungen
	Momente, Median
	Ungleichungen
	Cauchy-Schwarz-Ungleichung
	Jensensche Ungleichung


	Stochastische Unabhängigkeit
	Faltung, Faltungsstabilität
	Binomial-Verteilung
	Poisson-Verteilung

	Satz von Fubini
	Satz von Fubini - Formulierung
	Summe zweier unabhängiger Zufallsgrößen
	Satz von Fubini - Beweis
	Die Varianz der Summen von Zufallsgrößen


	Gesetze der großen Zahlen
	Motivation zum Gesetz der großen Zahlen
	Versuchswiderholungen und relative Häufigkeiten

	Schwaches Gesetz der großen Zahlen
	Fast sichere Konvergenz
	Umformulierung der fast sicheren Konvergenz
	Fast sichere und schwache Konvergenz

	Starkes Gesetz der großen Zahlen
	Versuch, zu einem Starken Gesetz zu gelangen
	Starkes Gesetz der großen Zahlen
	Starkes Gesetz der großen Zahlen für relative Häufigkeiten

	Empirische Verteilungsfunktion
	Das starke Gesetz der Großen Zahlen von Kolmogorov
	vereinfachte Form des Lemmas von Kronecker
	Ungleichung von Kolmogorov
	Konvergenzkriterium
	Das starke Gesetz der Großen Zahlen von Kolmogorov


	Verteilungskonvergenz und der zentrale Grenzwertsatz
	Verteilungskonvergenz
	Anwendung auf Summen unabhängiger Zufallsgrößen
	Methodik zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes



