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1 Grundlagen

1.1 Mengen

e Menge, Teilmenge, Element, N C Ny C Z C Q C R C C, leere/nichtlee-
re Mengen, endliche/unendliche Mengen, Betrag/Méachtigkeit

e Potenzmenge: Menge aller Teilmengen
— P(A) :={U|U C M}

- P({0}) = {0, {0}}
- [P()| =2

e Bildung neuer Mengen

— Sei [ eine Indexmenge und seien M;, ¢ € I, Mengen

— Vereinigung: | :={z|x € M; fireini e [} =M UMyU...

i€l
— Durchschnitt: (| :={zjxr € M; firallei € I} =M, N MynN ...
icl
— kartes. Produkt: @ := {(z1,...,x.)|z; € M;,i € I} = My x My X
i€l

— Differenz: M\ N := z|x € M Nz ¢ N, eine Differenzmenge M\ N
heifst Komplement von N in M, falls N C M.

— Regeln von de Morgan:
* Sei N C P(M).
* kurzfristige Sondernotation: N := M \ N
« M\ 1 N= JUM\N)e N N=UN

NeN NeN NeN NeN
x M\ U N=N(M\N)< UN=NN
NeN NeN Ne~N NeN

* ACB=BCA

e Eine (Klasseneinteilung) ist eine vollstandige Aufteilung einer Menge in
Teilmengen ohne Schnittmengen. Wenn fir NV C P(M) gilt: | N =
NeN
MA () N=0,soist N eine Partition von M.
NeN



1.2 Relationen

Sei M eine Menge. Sei o eine Relation auf M. Seien z,y, 2z € M.
e Kigenschaften von Relationen
— Reflexivitat: zox
— Symmetrie: xoy < yox
— Anti-Symmetrie: xoyoxr < =y
— Transitivitat: zoyoz < xoz

rsar Die Gleichheit ist eine Relation, die alle Eigenschaften erfiillt.

rst Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heift Aquiva-
lenzrelation (z.B. «, siehe 1.2.1).

rar Eine Relation, die reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist, heifst
Ordnungsrelation (z.B. <,>, Q)

r Relationen kénnen rein transitiv sein (z.B. <, >, Q).

1.2.1 Eigenschaft von Aquivalenzrelationen

Definition einer Relation: z v~y :< (z,y) € Amit A C M x M.
Die zugehorige Aquivalenzklasse: & := {y € M|z « y}.
Es gilt fiir alle x,y € M:

(a) z €

by M= 2

zeM

(c) a0 fir alle a,b €

d) F=FVing=0
Beweise:

(a) sz =>2€T

(b)) UzcMm
zeM
AMC |2
zeM
=M= 2
zeM



(c)acert=xwa
ANbET=1zb
AN ~a=>a-x
SavrxANrb=a-b

(d) Entweder gibt es kein Element aus Z, das auch in g enthalten ist
= 2Ny =0 (1). Andernfalls gibt es ein Element a € Z, fiir das dann
gilt: x ~“ aNa —~y = xy. Daraus folgt: b€ T = b~ N2 v~y =
bry=becygundcey=cwoyANy—~xz=cwx=cec2 Daalle
Elemente aus Z auch in § enthalten sind und umgekehrt, gilt 7 = 3 (2).
Aus (1) und (2) folgt: T =gVvaing=10

Beispiele fiir/gegen Aquivalenzrelationen:
o Ist A= {(z,y) € Z x Z|p|x — y} eine Aquivalenzmenge?

— Reflexivitét: ja, da x — x = 0 immer durch p teilbar ist.

— Symmetrie: ja, da (z —y) = —(y — x) gilt, d.h. falls (x — y) durch
p teilbar ist, ist auch (y — z) teilbar.

— Transitivitit: (z — y) ist teilbar, (y — 2) auch, d.h. deren Summe
auch: (r —y) + (y — 2) = (z — 2).

= A ist eine Aquivalenzmenge!

E ist die Menge aller endlichen Teilmengen von Z. Ist A C E x E; A .=
{(z,y) € E x El||z| = |y|} eine Aquivalenzmenge?

— Reflexivitét: ja, da |z| = |y|.

— Symmetrie: ja, da |z| = |y| © |y| = |#].

— Transitivitit: ja, da || = |[y| A |y| = |z] = |z| = |y|.

= A ist eine Aquivalenzmenge!

Ist A= {(z,y) € Z x Z||z — y| < 5} eine Aquivalenzmenge?

— Transitivitat: scheitert, da |[1—5| < 5A[5—10] < 5, aber [1—10] > 5.

= A ist keine Aquivalenzmenge!

Ist A= {(z,y) € Z x Z|ateilty} eine Aquivalenzmenge?

— Symmetrie: scheitert, da 1|7 aber 71 1.

= A ist keine Aquivalenzmenge!

Ist A= {(z,y) € Z x Z|ggT(v,y) = £1} eine Aquivalenzmenge?

3



— Reflexivitét: scheitert, da ggt(5,5) =5 # +1
— Symmetrie: scheiter, da ...
— Transitivitat: scheiter, da ...

= A ist keine Aquivalenzmenge!

1.3 Abbildungen

Seien M und N Mengen. Eine Abbildung ¢ von M in N ordnet jedem Element
aus M genau ein Element aus N zu, welches Bild heifft und mit ¢ bezeichnet
wird. x € M ist ein Urbild. Die Zuordnungsvorschrift kann geschrieben werden
als: ¢z +— xp. My heilst das Bildp.

Sei T'C M. Dann ist Ty := {zp|x € T}, und ¢ ist eingeschriankt auf T,
Schreibweise ¢|r.

Spezialfall: (o = 0.

1.3.1 Beispiele fiir Abbildungen

o v:{1,2,3} — {A,B} mit 1p = A,2p = B,3¢ = A. Jedem Urbild
wird eindeutig ein Bild zugeordnet, jedem Bild kénnen jedoch mehrere
Urbilder zugeordnet sein.

: Z — Z mit xp = 0 fiir alle x € Z.
: Z+— Z mit zp = x + 1 fiir alle x € Z (eineindeutige Zuordnung).

2 x Z— Q mit (z,y)p = 7 fiir alle y # 0 und (z,y)p = 0 fiir y = 0.

< € € €

: M — M mit zp = z fir alle € Z (identische Abbildung bzw.
dentitdt, idyy).

~

1.3.2 Spezielle Eigenschaften von Abbildungen

e o heifst , falls gilt: Jedes Bild besitzt genau ein Urbild (m,n € M, mp =
ny =m=n).

o o heifst surjektiv, falls gilt: Jedem Element der Menge N (in der die Bilder
enthalten sind) ist mindestens einem Urbild zugeordnet (Bildy = N).

e o heil’t bijektiv, falls eine Abbildung injektiv und surjektiv ist.

o Genau dann ist eine Abbildung ¢ : A — B zwischen englichen Mengen
A, B mit |A| = | B| injektiv, wenn sie surjektiv sind.
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Seip: M — N.

e Die Abbildung soll surjektiv werden. Da in N Elemente enthalten sein

konnen, die zu keinem Element aus M das Bild darstellen, darf nur
ein Teil von N verwendet werden: M ¢ : M — Bildy ist surjektiv, da
Bildp C N.

Die Abbildung soll injektiv gemacht werden: Es mufl M verdndert
werden, damit nicht mehrere Elemente aus M demselben Element aus
N zugeordnet sein kénnen. Man definiert dazu eine Aquivalenzrelation
A = {(z,y) € M x M|xpy = yp}. Die dazugehorige Menge aller
Aquivalenzklassen ist M/ «~= {%|z € M}. Die neue Abbildung @ wird
definiert als: ¢ : M/ «~— N, d.h. T — zp, wobei xy ja einem Element
aus N entspricht.

Nun ist zu zeigen, dafs ¢ injektiv ist. Das heifl, dass zwei gleiche Bilder
auch gleiche Urbilder haben. Die zwei gleichen Bilder seien xyp = y¢p.
Aus der Definition von A folgt: (z,y) € A. Damit ist x «~ y & y € 7.
Wenn jedoch y in der Menge & enthalten ist, so ist sind die Mengen z und
7 gleich, da zwei Aquivalenzklassen entweder kein gemeinsames Element
haben oder gleich sind (siehe 1.2.1). Damit sind also die Urbilder von
xp und yp gleich.

1.3.3 Hintereinanderausfiihrung

Sei¢p: M — Nund ¢ : N — R. Dann ist ¢9p : M — R mit m(¢p)) := (me)i.
Sind ¢ und v injektiv/surjektiv/bijektiv, so ist auch ¢ injektiv/surjektiv /-
bijektiv. Beweis:

1.
2.

- m(¢y) = m'(¢1))

¢ ist injektiv.

1 ist injektiv.

= (m@)y = (m'¢)v

. mit (2) folgt: m¢p = m/¢.

. mit (1) folgt: m =m/.

1.3.4 Assoziativitit der Hintereinanderausfithrung

¢: M — N;ip : N — Pyu: P— S= (o) = ¢(¢pp) Daraus folt auch:
IN| < |M| und |M| < |P| = |N| < |P| (siehe 1.3.9).



1.3.5 inverse Abbildung

Sei ¢ : M — N eine bijektive Abbildung. Dann existiert genau eine bijektive
Abbildung ¢* : N — M mit m¢¢* = m fir alle m € M und n¢*¢ = n fir
alle n € N. Beweis:

1. Da ¢ surjektiv ist, existiert ein Urbild von n, und da ¢ injektiv ist,
ist dieses Urilbd eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen dieses Urbild
von n mit m, und definieren: n¢* := m,, fiir alle n € N. Wegen der
Eindeutigkeit des Urbildes m,, ist ¢* eine Abbildung, und es gilt:

(a) mpo* = My = m fir alle m € M
(b) ng*¢ = npd =n fir allen € N

2. Seien n,n’ € N und n¢* = n/¢*. Wendet man ¢ auf beiden Seiten der
Gleichung an, so erhdlt man wegen (b) n =n’, d.g. ¢* ist injektiv; und
wegen (b) ist ¢* auch surjektiv. Damit ist ¢* bijektiv.

3. Sei ¢** : N — M eine Abbildung mit m¢¢*x = m fir alle m € M.
Dann gilt (me@)¢* = meo* = m = mop*x = m(¢p)p*x. Das heilst, daf
¢* und ¢*x tun das gleiche auf Bild¢. Aus der Surjektivitdt von ¢ folgt
Bildp = N und damit ¢* = ¢*x.

Die beschriebene Abbildung ¢* heif$t inverse Abbildung ¢~ 1.

1.3.6 Nicht-Surjektivitit jeder Abbildung von M in P(M)

Es existiert keine surjektive Abbildung von M in P(M). Beweis siehe Script.

1.3.7 Definition fiir endliche Mengen

Eine Menge M ist genau dann endlich, wenn jede injektive Abbildung von M
in M auch bijektiv ist.

Gegenbeispiel: Die injektive Abbildung v : N — N mit nt := 2n ist nicht
surjektiv, z.B. gibt es zu 2 kein Urbild, also ist N nicht endlich.

1.3.8 Satz von Schroder-Bernstein

Seien M und N Mengen. Es existiere eine injektive Abbildung von M in
N und eine injektive Abbildung von N in M. Dann existiert eine bijektive
Abbildung von N in M (und umgekehrt, siche (1.3.5)). Andere Schreibweise:
IN| < |M|AN|M| <|N|=|N|=|M]| (siche 1.3.9).



1.3.9 Michtigkeit von Mengen

Es gilt genau eine der drei Aussagen iiber die Mengen M und N:

1. |M| = |N|: Es existiert eine bijektive Abbildung von M in N (und
umgekehrt).

2. |M| < |N|: Es existiert eine injektive Abbildung von M in N, aber
keine injektive Abbildung von N in M.

3. |M| > |N|: Es existiert keine injektive Abbildung von M in N, aber
eine injektive Abbildung von N in M.

1.3.10 Machtigkeit der Zahlenmengen

SATZ: |N| = |Q| (sieche Ubungsaufgabe)

BEHAUPTUNG: |N| < |R|

BEWEIS: Annahme, |N| = |R|. Nach Schréder-Bernstein existiert also eine
bijektive Abbildung ¢ : R — N. Wir betrachten nur das Intervall |0, 1[. Die
eingeschrénkte Abbildung ¢|o;; — N ist injektiv. Sei ¢’ : N —]0, 1] mit
n — #1 Zudem existiert eine bijektive Abbildung p : N —]0,1[. Dann
ist 1[1, = 07 k11k12---k51n und mu = 0, kmlka---kmn- Sei b = 0, blbgbg‘..bn mit
by € {0,...,9} und b; # k;; fir alle i (und mindestens ein b; # 0). Damit ist
b # nu fiur alle n € N, insofern kann b nicht in ]0, 1 liegen - tut es aber:
Widerspruch Es existiert also keine surjektive (und damit auch keine injektive)

Abbildung pu.

1.4 Vollstandige Induktion

Sei r € Z und Zs, = {x € Z|xr > r}. Damit ist N = Z>; und Ny = Zx.
Wir benutzen folgende Eigenschaft: Sei M eine nichtleere Teilmenge von Z>,.
Dann existiert in M ein kleinstes Element.

1.4.1 Prinzip des minimalen Gegenbeispiels

Sei M' eine Teilmenge von Zs, mit M’ C Zs, (echte Teilmenge). Dann
existiert ein zp € Z>, mit

(i) zo ¢ M’ und
(i) V2€Zsr | 2<20: z€ M.
d.h. also das kleinste Element aus Z>,, das nicht in M’ liegt.

BEWEIS: Sei M = Z>, \ M'. M ist nichtleer, da M’ # Z-,. Ex existiert also
ein kleinstes Element zy € M. zj erfiillt (i) und (ii).
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1.4.2 Prinzip der vollstandigen Induktion, erste Version
Sei M C Zs,. Es gelte:

(i) r € M und

(i) ze M = z+1€ M.

Dann ist M = Zs, (d.h. wenn das kleinste Element in M liegt und man
beweisen kann, daft auch jeder Nachfolger eines Elementes aus M in M liegt,
miissen alle in M liegen).

BEWEIS: Annahme, M # Zs,. Sei M’ = Z>, \ M. Dann ist M’ # 0.
Wende 1.4.1 an: Es existiert zp € M’ mit z € M’ fiir alle z € Z>, und
z < zo. Aus (i) folgt: r # 2o, d.h. r < zp und 29 — 1 € Z>,, damit gilt auch:
20— 1<z9g= 20— 1¢ M’ . Wende (ii) auf zo — 1 an, dann liegt zyp — 1+ 1 in
M, also zy € M. Damit muf aber zg ¢ M’ sein: Widerspruch

1.4.3 Prinzip der vollstindigen Induktion, zweite Version
Sei M C Zs,, M # 0. Fiir alle z € Zs, gelte:
(i) Ist 2/ € M fiir alle 2’ € Z>, mit 2’ < z, so ist auch z € M.
Dann gilt M = Z>, (d.h. wenn fiir ein beliebiges z alle kleineren Elemente in
M liegen und das auch fiir z selbst gilt, so ist M = Z,.).

BEWEIS: Annahme: M # Zs,. Mit 1.4.1 gilt: Es existiert 2y € Z>, mit
2o ¢ M und 2’ € M fiir alle 2/ € Z>, mit 2’ < 2.

1.4.4 Beispiel

e BEHAUPTUNG: Sei n € Z>3. Dann gilt: n* > 2n + 1.

BEWEIS:

— Sei M :={n € Z>3|n® > 2n + 1}.
— Es ist zu zeigen: M = Z>3.
— Annahme, M # Z>s.

— Sei zp ein minimales Gegenbeispiel, d.h. 22 < 225 + 1 (1) und
2% > 2241 (2) fiir alle z € Z>3 und z < 2.

— 2o kann nicht 3 sein (9 £ 3), also zg — 1 € Zss3.
— 23 <2z +1 (aus (1))
= (20— 1) +1)> <2z +1



= (20— 1)2+2- (20— 1) +1 <22 + 1 mit (2) links:
= 2-(20—1)+1)+2-(20—1)+1<22+1

= 4z —2< 22+ 1

= 2 <1,5

— Widerspruch, da z > 3 sein muf!

— Anmerkung: Dieser Beweis liefert gleich ein passendes Gegenbei-
spiel (z = 1), da der Satz tatséchlich fiir z.B. 1 ungiiltig ist!

1.5 Gruppen

Sei M eine nichtleere Menge. Sei ¢ : M x M — M eine Abbildung (¢ heifst
innere Verkniipfung auf M) Wir schreiben: (a,b)¢ =: ab und nennen ¢ eine

Multiplikation auf M, oder wir schreiben (a,b)¢ =: a + b und nennen ¢ eine
Addition.

Definition: Sei GG eine nichtleere Menge und ¢ eine innere Verkniipfung auf G.

Es gelte:

1. Assozivitdt: ((g1,92)%, 93)¢ = (91, (92, 93)P)P V 91, 92,93 € G.
2. Existenz des neutralen Elementes: Es existiert genau ein n € G mit
(g,n)p=g¥g€G.
3. Existenz eines inversen Elementes: Zu jedem g € G existiert genau ein
g € Gmit (9,9 )p= (9,90 ¢ =nVg,¢ €G.
Dann heifst (G, ¢) bzw. G eine Gruppe.

Eine Gruppe G, heift abelsch, falls (g1,92)¢ = (g2,91)¢ V 91,92 € G (Kom-
mutativitét).

Beziiglich der Multiplikation schreiben wir 1 als n und g~! als inverses Element;
beziiglich der Addition schreiben wir 0 als n und —g als inverses Element.
Eine nicht-abelsche Gruppe schreibt man meist multiplikativ, eine abelsche
Gruppe meist additiv.

1.5.1 Beispiele

e 7,Q,R sind beziiglich der (»Schul«-)Addition abelsche Gruppen, N ist
keine Gruppe beziiglich der Addidtion.

e Q*:=Q\{0}, R* := R\ {0} sind beziiglich der (»Schul«-)Multiplikation
abelsche Gruppen.



e G:={1};1-1:=1 ist eine abelsche Gruppe.

+10 1
e G:={0,1}; 0|0 1
1171 0

ist eine abelsche Gruppe.

e Sei ) eine endliche Menge und S(€2) die Menge aller bijektiven Abbil-
dung von 2 in Q (Permutationen). S(£2) ist eine Gruppe befsuglich der
Hintereinanderausfiihrung.

— Assoziativitét: siehe 1.3.4
— Finselement: id.; zu zeigen: g1 = g. Fiir alle « € Q: a(g-1) =
(a-g)-1=ayg
— Inverse Elemente: Siehe (1.3.5)
— Kommutativitéat: Gegenbeispiel:
« Q= {1,2,3}.
*x g1:1+—2;2—1;3— 3

*

go:1—1;2—3;3— 2

*

gi1ge : 11— 3;2— 1;3— 2
* gogy 11— 2;...

S(€2) heikt die Symmetrische Gruppe auf €.

1.5.2 Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen

SATZ: Sei G eine (mult.) Gruppe, und seien g, h € G. Dann existiert genau
ein x € G und genau ein 2’ € G mit: g-x = h und 2’g = h.

BEWEIS: Seiz:=¢g ' -hund z:=h-g L Esgilt: g(g7'-h)=(g-¢g7')-h=
l-h=hund (h-g7Y)-g=h-(g7t'-g)=h-1=h.

SATZ: Sei G eine (mult.) Gruppe, und seien a,b, z, 2’ € G mit ax = b und
ar’ = b. Dann ist x = 2/

BEWEIS: b=0= ar = ar’ = v = lz = (aa )z = a ! (az) = a Haz') =
(aa V)2’ =12/ =2’ =2 =12

weiter SATZE:

e (9 =y
e (g-h)t=gt-nt
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1.5.3 Untergruppen

Sei GG eine Gruppe beziiglich der inneren Verkniipfung ¢. Sei T eine nicht-
leere Teilmenge von G. T heifst Untergruppe von G, falls ¢|ryr eine innere
Verkniipfung auf 7" ist und (7', ¢|rxr) eine Gruppe ist.

Sei T eine Untergruppe, sei t € T' Es existiert genau ein inverses Element ¢/
von t € T und ein inverses Element ¢ von ¢t € (G. Es existiert ein neutrales
Element n’ € T und ein neutrales Element n” € G.

Daraus folgt:

e n/-n'=n"und n'-n" =n'. Mit 1.5.2 folgt: n' = n".

et -t'=n"=n"und t-t" =n". Mit 1.5.2 folgt: t' =¢".
Beispiele:

o 7 < Q ist Untergruppe beziiglich der Addition

e Q <R ist Untergruppe beziiglich der Addition

o 7 < Q* ist keine Untergruppe beziiglich der Multiplikation

e Q* < R* ist Untergruppe beziiglich der Multiplikation

e Sei  eine nichtleere Menge. Sei w € Q. A := {p € S(Q)|wp = w}. BE-
HAUPTUNG: A ist eine Untergruppe von S(2). Das heifst, A darf nicht
leer sein (i), mufs die innere Verkniipfung - (Hintereinanderausfithrung)
haben (ii) und ein neutrales und inverses Element haben (iii).

BEWEIS: Wir wissen, dak idg € S(Q). Es gilt: widg = w, also idg € A
und damit A # () (i). Seien ¢,v € A. Dann ist w(py)) = (W)Y = wi) =
w. Daraus folgt: o1 € A (ii). idg ist Einselement von A. Sei ¢ € A. Wir
zeigen: wp ! = w. w(pp ') = widg = w. Daraus folgt: wp™ = w. Also
ist ' € A (iii).

1.5.4 Untergruppenkriterium

VORAUSSETZUNG: Sei G eine Gruppe, 1" eine nichtleere Teilmenge von G.

BEHAUPTUNG: Genau dann ist T" eine Untergruppe von G, wenn fiir alle
Elemente a,b € T gilt: a - b=! € T. Das heift:

1. Wenn T eine Untergruppe ist, dann gilt: ab=! € T fiir alle a,b € T.

2. Aus ab™! € T fiir alle a,b € T folgt: T ist eine Untergruppe von G.

11



BEWEIS:
1. Seien a,b € T. Daraus folgt: b= € T, also ist ab~' € T.
2. Sei a € T. Aus der Voraussetzung folgt: aa=' € T, d.h. 1 € T, das
neutrale Element ist in 7". Um zu zeigen, daf zu jedem Element aus 7'
sein inverses Element auch in 7 ist, nehmen wir 1,a € T, also la=! € T,
also liegt zu jedem Element auch das inverse Element in T'. Zu zeigen

bleibt, daf die Verkniipfung eine innere Verkniipfung ist. Schon gezeigt:
b~ € T, daraus folgt: a(b=!)~! € T, also ab € T. T ist also eine Gruppe

1.5.5 Bezeichnungen
Sei GG eine additive abelsche Gruppe. Sei z € Z und a € G.
e za := 0q fir z = 0.
e za:=(z—1)a+afirz>1
o za:=(—2)(—a) fir z < —1
Es gelten folgende Rechenregeln fiir a,b € G und m,n € Z:
e (—n)a = —(na) = n(—a)
e (n+m)a=na+ma
e n(ma) = (nm)a = m(na)
e m(a+b) =ma+mb
Beweis von (—n)a = —(na) = n(—a):

n > 0 Nach Voraussetzung ist (—n)-a = n-(—a). Zu zeigen bleibt: (—n)-a =
—(na), das ist dquivalent zu: (—n) - a = inv(na).
Beweis mit vollstdndiger Induktion: M := {z € Z>¢ | (—2)a = inv(za)};
zu zeigen: M = Z>( mittels Induktion.
Induktionsverankerung: 0 € Z>¢: (—0)-a+0-a=0-a+0-a =0+0=0.
Induktionsannahme: Sei n € M.
Induktionsschluf:

(—(n+1)-a+n+1)-a = (n+1)-(—a)+(n+1)-a (1)
= n-(—a)+(—a)+n-a+a (2)
= (—n)-a+n-a+(—a)+a (3)
= 040 (4)
=0 ()

Bei (3) auf (4) wird die Induktionsannahme eingesetzt.
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n <0

—(na) = —((-n)-(~a))
= —((~(-m)(-0))
— n{-a)

= (—n)-a

Sei GG eine multiplikative abelsche Gruppe. Sei z € Z und a € G.

00
S— N N N

o~ o~ o~ o~

e a° :=1q fiir z = 0.
e 0 :=a*1.afirz>1

e a”:=(a1)" fiir 2 < —1

1.6 Korper

Sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Auf K seien zwei inntere
Verkniipfungen definiert (+ und -), und es gelte:

1. K ist beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe.
2. K*:= K \ {0k} ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation.

3. K ist beziiglich der beiden Verkniipfungen distributiv, d.h. es gilt:
a-(b+c)=a-b+a-c.

Dann heifst (K, +,-) Korper.

1.7 Beispiele
e Q,R,C sind Korper.
e 7 ist kein Korper.
e K :={0,1};0+40=0;0+1:=1;14+1:=0;
K*={1};1-1=1 ist ein Korper

e Sei p eine Primzahl. Fiir a € Z sei @ := {a+np|n € Z}. Sei Z,, die Menge
aller {0,1,...,p — 1}, damit ist Z, die Menge aller Aquivalenzklassen
der Aquivalenzrelation A := {(a,b) € Z x Z | p|(a — b)}.

Fiir @,b € Z, seien (@,b) +— a + b und (@, b) — ab innere Verkniipfungen
auf Z,. (Beweis, daf dies Abbildungen sind und daf dies eine Gruppe
ist, siehe Script).

Sei a € Z; fest geéhlt. Sei ¢T — Ta. Behauptung:
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1. ¢ ist surjektiv
2. @ ist injektiv

Beweis:

1. (spéter)
2. Seien Z, 5’&2; mit Zy = 2. Dann folgt: Zy = za = 2/p = Za,
d.h. Za = 2'a. p teilt damit (z — 2")a. Also teilt p entweder a oder

(z — 2'). Falls p|(z — 2/) gilt, ist die Annahme gezeigt. Andernfalls
gilt pla, damit ist aber @ = 0, das steht im Widerspruch zu @ € L,

1.8 Charakteristik
1.8.1 Lemma 1

Sei K ein Korper, a € K und seien zy, 29 € Z. Dann gilt: (21a)(22a) = (2122)a?.

1.8.2 Nullteilerfreiheit von Koérpern

Sei K ein Korper, a,b € K . Es gelte ab = 0. Dann ist a = 0 oder b = 0. Beweis
dafiir: Angenommen, a # 0Ab # 0, d.h. a,b € K* (also in der multiplikativen
Gruppe K*), aber da die Multiplikation eine innere Verkniipfung auf K* ist,
kann ab nicht 0 sein.

1.8.3 Charakteristik
Sei K ein Korper. Die Charakteristik von K (char K) sei definiert als:

e char K =0, falls n1 # 0 fiir allen € N

e andernfalls char K = min{n € N | nl =0}

1.8.4 Eigenschaften der Charakteristik
Sei K ein Korper und p := char K und p # 0. Dann gilt:

1. p ist Primzahl
2. Gilt m1 = 0 fiir ein m € N, so ist p Teiler von m.

Beweis:
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1. 1 € K*, d.h. 1 # 0. Daraus folgt: 1-1 # 0, d.h. p > 1. Dann existieren
Primzahlen ¢,p’ € N mit p = ¢p’. p1 = 0 (wegen char). pl = (¢qp’)1 =
(qp")1% = (q1)(¢2) (mit 1.8.1). Mit 1.8.2 gilt: g1 = 0 oder p'1 = 0, also
ist p < q oder p < p/, damit ist entweder p’ = 1 oder ¢ = 1 und damit
q = p oder ¢ = p, also ist p Primzahl, q.e.d.

2.8 eime N, ml =0, m=r+hpfirr e Nyund h € Z mit r < p.
0=ml=(r+hp)l =rl+(hp)l =rl+h(pl) =rl+h(0) =rl. Damit
folgt aus der Minimalitdt von p, daf r ¢ N sein kann, damit ist » = 0
und damit m = hp.
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2 Vektorraume

2.1

Definition und einfache Eigenschaften

Sei K ein Korper und V eine additive abelsche Gruppe und sei ¢ : K xV — V
eine Abbildung. Wir schreiben kv := (k,v)¢ und nennen ¢ Skalarmultiplika-
tion, es gelte V ki, ks € K:

1.
2.
3.

lpgv=wo
(klkv)v = k’l(kzv)
(k’l + l{ig)’U = k)ﬂ] + kQU

4. k(vy + vq) = kvy + kvg

Anmerkung: Gleiche Zeichen haben verschiedene Bedeutungen, es existieren

e lcKundleZ

e 0eK,0e6Vund0€Z

o + fir KundV

Dann heist V' Vektorraum tber K (kurz: K-Vektorraum).

Beispiele: Sei K ein Korper

1.
2.
3.

Sei V:={0} mit k0O=0V k € K.
V=K
K=Q,V:=R

V = K" := @ K mit komponentenweiser Addition und Skalarmultipli-
i=1
kation

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit a;; € R und der Losungs-
menge L:

a1 +...4+ apTr, = 0
+..+ : =0
apiit;y +..+ apmxr, = 0

Sei V' := {(li,l2,..., 1) | li € Rund (Iy,ls,...,1,) € L}. Dann ist V
beziiglich der Addition und Skalarmultiplikation von R"™ ein Vektorraum.
Beweis per Unterruppenkriterium (1.5.4):
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e V #£ () gilt, da es mindestens die Losung (0, ..., 0) gibt
ezzzabeV=a-beV;seia=(l,...0,) und b = (hy, ..., hy,)

2.1.1 Rechenregeln
Sei k € K,v € V. Dann gilt:
1. 0Ov =20
2. k0=0
3. (=k)v = —(kv) = k(—v), insbesondere (—1)v = —v

2.1.2 Nullteilerfreiheit der Skalarmultiplikation
Sei k € K und v € V. Dann gilt:
kv=0=k=0Vv=0

2.1.3 Bezeichnungen

Seien v,w € V und A, B C V.

A+B = {a+bla€c Abe B}
a+B = {a}+B
KA = {ka|keK,ac A}
Ka = K{a}

iAZ = {ial\azeAl}
=1 =1

2.1.4 Unterraume

Eine Teilmenge U C V heiltt Untervektorraum von V', wenn U eine Unter-
gruppe der additiven Gruppe V' beziiglich der Skalarmultiplikation von V' ein
Vektorraum ist. Dann schreibt man U <V

2.1.5 Unterraumkriterium

Sei U eine nichtleere Teilmenge von V.
ULSV&KUCUANU+UCU

Triviale Beispiele: () und V' sind Untervektorraume von V.
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2.2 Lineare Unabhéangigkeit und Erzeugendensysteme

Sei [ eine indexmenge und seien v;,7 € I Elemente von V. Fiir jede endliche
Teilmenge J C [ und k; € K, j € J heifst

E kjv;
jeJ

Linearkombination der Elemente v;,7 € I. Wir schreiben dafiir auch
> kv

mit der Verabredung, dafs nur endlich viele k; # 0 sind. Sei B C V. Wir
schreiben dann:
> b

beB
Die Elemente v;,i € I heiflen linear abhdngig, falls k; € K,i € I existieren
mit:

el

Die Elemente v;,i € I heifsen linear abhangig, falls sie nicht linear abhéngig
sind, d.h.

Y kivi=0=k=0Viel

il
Sei B C V. B heift linear (un-)abhéngig, wenn die Elemente b € B linear
(un-)abhéngig sind. Spezialfille: Ist I = (), so sind die Elemente v;, 7 € I linear
unabhéngig. Genauso: () ist linear unabhéngig.

2.2.1 Beispiele

e Seiv e V. Ist v=0,soist {v} linear abhéngig: k-v=1-0=0.

e Seiv e V. Ist v#0,soist {v} linear unabhéngig: Mit der Nullteiler-
freiheit folgt aus kv =0 A v # 0, dafs k = 0 ist.

e Sei V = R3. dann sind (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) linear unabhingig.
Beweis: Seien ki, ko, k3 € R
(0,0,0) = ky-(1,0,0)+ ks - (0,1,0) + ks - (0,0, 1)
= (k1,0,0),(0,k2,0), (0,0, k3)
= (K1, kg, k3)

Damit sind alle Koeffizienten gleich 0.
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e Sei V = R3. dann sind (1,2, 3), (2,4,6), (0, 1, 2) linear abhéingig. Beispiel:
—2.(1,2,3) + (2,4,6) + 0 (0,1,2) = (0,0,0) = 0

e Sei B C V linear unabhéngig. Dann ist jede Teilmenge von B auch
linear unabhéngig.

e Sei V' der Vektorraum der Funktionen von [0,1] — R. Sei P, mit
n € N definiert als P, (z) = ™. Behauptung: Die P,,n € N sind linear
unabhéngig.

Beweis: P! = n-P,_1; P\ := P’ = n-(n—1)-P,_, usw. bis P\"”) = n!- P,

Seien k; € Rmit f:= > k;p; = 0. Sei n € N das maximale n mit &, # 0
€N

(Gibt es so ein n, so wire f linear abhéingig!). Dann ist f = n!-k, =0,

also k, = 0, das widerspricht aber der Annahme, also ist f linear

unabhéngig.

2.2.2 Satz zur linearen Unabhangigkeit
Seien v;, 4 € I Elemente von V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Die Elemente v;,i € I sind linear unabhéngig.

(b) Jedes Element aus V' lésst sich auf hochstens eine Weise als Linearkom-
bination der Elemente v;,¢ € I schreiben.

(c) Fiir alled € I ist v; nicht! Linearkombination der Elemente v;, j € I'\{i}.
Beweis durch Ringschluf: (a) = (b) = (¢) = (a).

(a) = (b) Wir setzen voraus, daf (a) gilt, d.h. v;,7 € I sind linear unabhéngig.
Sei v € V und sei k;, h; € K,i € I mit

v = Zk’ﬂil:Zhﬂ)l

el el
el el
i€l

lin.unabh.
= k

D.h. gibt es zwei Linearkombinationen, sind diese gleich, damit gibt es
hochstens eine Linearkombination.

I Das Wort heift »nicht« - was sonst? Welches andere Wort mit fiinf Buchstaben kennen
denn Sie schon?*
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(b) = (¢) Wir setzen voraus, dak (b) gilt, d.h. jedes v € V ist auf héchstens eine
Weise Linearkombination von v;,7 € I. Seii € I. Dann ist v; = 1-v; eine
Linearkombination der Elemente v;,j € I. Diese Linearkombination
ist nach Voraussetzung eindeutig, d.h. es kann keine andere Linear-
kombination geben, die v; darstellt. Insbesondere kann es also keine
Linearkombination der anderen Elemente v;,j € I\ {i} geben.

(¢) = (a) Wir setzen voraus, daks (c) gilt, d.h. fiir alle j € I ist v; nicht Linear-
kombination der Elemente v;,i € I\ {j}. Seien k; € K,i € I, so daf
Zie[ kiv; = 0. Zu zeigen: k; = 0 fiir alle 7« € I. Annahme, es existiere
ein j € I mit k; # 0.

—k'j’Uj = Z kﬂ}i

i€\ {j}
(=k) M=k = D (k) Tk
i€\ {j}
’Uj = Z V;
i€l {j}

Das widerspricht der Voraussetzung !

2.2.3 Austauschsatz

Seien v;,1 € I linear uabhéngig, und seien k; € K,i € I und v := ) ., kjv;.
Es existiere ein j € I mit k; # 0. Dann sind die Elemente v,v; mit i € I\ {j}
linear unabhéngig.

BEWEIS: Seien h,h; € K,i € I\ {j} mit hv + ZI\{]-} hiv; = 0. Zu zeigen:
h=0und h; =0 fir allei € I'\ {j}.

I\{}
0 = hY kit Y hw;
el N{j}
0 = hkju;+ Y [(hk; + hi)v;)]
I\{j)

Durch die lineare Unabhéngigkeit der v; gilt: hk; = 0,hk; + h; = 0 fir
i€ I\{j}. Aus hk; = 0 und k; = 0 folgt mit 1.8.2: h = 0. Damit ist in
hk; + h; = 0 auch h; = 0.
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2.2.4 FErzeugnis

Sei T" eine Teilmenge von V. Das Erzeugnis von T' ist der Durchschnitt aller
Unterrdume von V', die 7" enthalten. Das Erzeugnis wird mit (T") bezeichnet.

(Ty= () U

U<V;TCU

Das Erzeugnis von 7' ist der kleinste Unterraum von V', der 7" enthélt. Son-

derfélle: (@) = (0) = {0}; (V) =V.

2.2.5 Struktursatz fiir Erzeugnisse

Sei T' eine Teilmenge von V. Dann gilt: (T') = {>_ .y vk, | ky, € K} (d.h. das
Erzeugnis ist die Menge der Linearkombinationen von T').

BEWEIS: Sei D = {}_ ., vk, | k, € K}. Es gilt: T C D (jedes Element
lasst sich ja als Linearkombination von sich selbst schreiben) und T'C U <
V = D C U. Wenn wir zeigen, daf D ein Unterraum ist, ist D der kleinste
Unterraum, der 7" enthélt. Nach dem Unterraumkriterium (str2.1.3) ist zu
zeigen:

1. D#

2. KDCD

3. D+DCD
Beweis:

1. da T C D ist nur fir den Spezialfall T = ) zu zeigen, dak D # ()
ist. Nach der Definition von D enthéalt D die ,leere Summe*, d.h. also
D = {0}. Damit ist D # 0.

2. Seike K, rhkveD=k) ,kveD=> _(kk,)veD

3. D+ D C ist genauso einfach

2.2.6 Erzeugendensystem, Basis, endlich erzeugt

Sei T' Teilmenge von V. T heikt Erzeugendensystem von V| falls (T) = V. T
heifst Basis von V', falls T' Erzeugendensystem von V' und linear unabhéingig
ist. V heiflt endlich erzeugt?, falls V ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

2....das heiRt nicht, daff man sich lange angestrengt hat und V endlich erzeugt hat!“
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2.2.7 Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination

Sei B eine Basis von V. Dann ist jedes Element von V' auf genau eine Weise
Linearkombination der Elemente aus B.

BEWEIS: B ist Erzeugendensystem bedeutet: Jedes Element aus V ist Li-
nearkombination der Elemente von B. B ist linear unabhéngig, damit folgt
mit (2.2.2): Jedes Element léfst sich auf hochstens eine Weise als Linearkom-
bination darstellen. Damit lésst sich jedes Element auf genau eine Weise als
Linearkombination vno B darstellen.

2.2.8 Existenz einer Basis

Sei F ein Erzeugendensystem von V' und n € Ny. Wir setzen voraus:
(*) Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge B C E gilt: |B| < n.

Dann existiert eine Basis von V in FE.

BEWEIS: Wegen (*) existiert beziiglich Inklusion maximale linear unab-
hingige Teilmenge B C E. Zu zeigen beleibt: (B) = V (dann ist B eine
Basis).
e Erster Fall £ C (B): Dann gilt: (F) < (B) mit (E) = V, also ist
(B) = V.
e Angenommen, E ¢ (B). Dann existiert ein e € E \ (B). Sei Ey =
B U {e}. Dann ist E; linear abhéngig (wegen der Maximalitét von B).

D.h. es existiert ein k, € K,v € E; mit ZveE k,v = 0 und nicht alle
k, = 0.

— Der Fall k. = 0: Es folgt: ZUeB k,v = 0, mit der linearen un-

abhéngigkeit folgt: k, = 0 fiir alle v € B, Widerspruch zu eben
!

— Der Fall k. # 0: Es folgt: k.e = ZveB —k,v. Multipliziert mit k;!:
e = ,ep —k: kv, das liegt aber nach (2.2.5) in (B)
2.2.9 Austauschsatz von Steinitz

Sei B eine Basis von V und M eine endliche linear unabhéngige Teilmenge
von V. Dann existiert ein By C B mit

L [Bo| = [M]
2. (B\ By) UM ist Basis von V
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BEWEIS: Induktion nach n := |M|:

e Verankerung fiir |[M| = 0. Dann ist M = (), wihle By = (), dann ist auch
(B\ 0) U = B eine Basis, trivial

e Induktionsannahme?: Es ist |M| > 0 und die Behauptung ist richtig fiir
alle linear unabhéngigen Teilmengen M’ mit |[M'| =n — 1

e Induktionsschluf: Sei m € M und M' = M \ {m}. |M'| =n — 1 und
M’ ist linear unabhéngig (eine Teilmenge einer linear unabhéngigen
Menge ist wider linear unabhéngig). D.h. es existiert Bj C B mit
|B)] = n—1und (B\ Bj) UM’ = B* ist Basis. Daraus folgt: Es
existieren k, € K mit m =) _p. k,v. Angenommen, k, = 0 fiir alle
B\ By. Dann ist m = ) ., kyv, Widerspruch zu (2.2.2). Also existier
ein v € V. B{mitk, # 0. Wende (2.2.3) an: (B*\ {v}) U {m} ist Basis
von V.

2.2.10 Erzeugnis von Teilmengen
Sei V' endlich erzeugt und T Teilmenge von V. Dann existiert eine endliche
linear unabhéngige Teilmenge Ty C T mit (T') = (Tp).

BEWEIS: Nach Voraussetzung existiert ein endliches Erzeugendensystem E
von V. Sein := |E|. F und n erfiillen (2.2.8). Damit existiert eine Basis B C £
von V und |B| < n. Mit (2.2.9) folgt: Jede linear unabhéngige Teilmenge von
V' hat hochstens |B| Elemente. Insbesondere erfiillt 7" die Eigenschaft (*) aus
(2.2.8), also existiert eine Basis Ty C T" von (7). Damit ist |Tp| < |B].

2.2.11 Vererbung der endlichen Erzeugung

Jeder Unterraum eines endlich erzeugten Vektorraums ist endlich erzeugt.

BEWEIS: Sei V endlich erzeugt und U ein Unterraum von V. Wéhle T":= U.
Dann gilt: (T') = U. Nach (2.2.10) existiert ein endliches Ty mit (Ty) = (T') =
U.

2.2.12 Gleichmaichtigkeit von Basen

Sei V' endlich erzeugt. Dann besitzt V' eine endliche Basis und alle Basen von
V' sind gleichméchtig.

BEWEIS: Sei T ein endliches Erzeugendensystem. Mit (2.2.10) existiert ein
linear unabhéngiges, endliches Ty C T mit (Tp) = (7)) = V. Damit ist T} eine

3 Worte sind Schall und Rauch!“
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endliche Basis von V.
Sei B eine Basis von V. Damit ist B insbesondere linear unabhéngig. Mit
(2.2.8) folgt: |B| < |Tp|. Wiederum aus (2.2.8) folgt: |Ty| < |B|.

2.2.13 Gleichmachtigkeit von Basen II

Sei V' endlich erzeugt und B Basis. Ist T" eine linear unabhéngige Teilmenge
von V mit |T| = |B|, so ist T Basis von V. (im Prinzip die Umkehrung zu
(2.2.12)).

BEWEIS: B ist endlich nach (2.2.12). Mit (2.2.9) angewandt auf T statt M
folgt: Es existiert By C B mit |By| = |T'| und (B By) UT = T ist Basis von
V.

2.2.14 Dimension eines Vektorraums

Sei V endlich erzeugt und B eine Basis von V. Dann ist die Dimension von
V' definiert als:
dimV := | B

Statt endlich erzeugt sagt man auch endlich dimensioniert (dim V < 00).
Nicht endlich erzeugte Vektorrdume heifen unendlich dimensional (dimV =
00).

Sei V' endlich dimensional. Sei U < V. Mit (2.2.9) und (2.2.11): dim U <
dim V. Aus (2.2.13) folgt: Falls dimU = dim V', so ist U = V.

2.2.15 Beispiel, kanonische Basis

Sei V.= K". Sei e; = (kq, ko, ..., k) mit k; = 0 fiir alle ¢ < n und &, = 1. Sei
B:={e;|i€{1,2,...,n}} linear unabhéngig.

BEHAUPTUNG: B ist Basis von V.

BEWEIS: B ist linear unabhéngig (schon gezeigt), das (B) ist nach dem
Struktursatz gleich {) .z kb | ky € K}. Es bleibt zu zeigen: (B) = V. Sei
v € V, d.h. es existeren hy, ..., h, € K mit v = (hy, hs, ..., hy,). Daraus folgt:
v = Z?:l h;e;. B heiltt kanonische Basis von K", dimK"™ = n.

2.2.16 Beispiel

e Sei V = K? und {ey, 3, e3} die kanonische Basis. Sei k € K \ {0}. Sei
vp = (k,0,0), also v, = ke. Dann ist By := {vy, €2, €3} eine Basis von
V.

BEWEIS: Laut (2.2.13) geniigt zu zeigen: By linear unabhéngig; und
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dies folgt aus (2.2.3). Damit gibt es automatisch auch unendlich viele
Basen, falls K unendlich ist.

e Sei V ein R-Vektorraum der Funktionen von [0, 1] in R. Sei a € [0, 1].

fa : x — 0, falls  # a, andernfalls f, : x — 1. Sei B := {f, | = €
[0,1]}. Seien k, € R,a € [0,1] und nur endlich viele k, = 0. Sei
0="> ey kafa=:f Firzel0,1]ist f(z) =31 kafalz) =0=
kyf:(x) = k,. Damit ist B linear unabhéngig.
Ist B eine Basis? Kein Beweis: Sei f € V mit f(z) = 1 fiir alle
x € [0,1]. Angenommen, es existieren k, € K, nur endliche viele
ungleich 0, mit f =" ) Kafo. Wahle b € [0, 1] mit der Eigenschaft
k, = 0 (es existert ein b, da ja nur endlich viele ungleich 0 sind).
1= f(b) = Zae[l),l] ]{?afa(b) = k‘bfb(b) = ky, = 0. Damit ist 0 = 1 . Damit
ist f nicht Linearkombination, damit ist B keine Basis von V.

Damit ist V' auch gleich unendlich: B ist unendlich grof und linear
unabhéngig, in einem endlich dimensionierten Vektorraum kénnten
jedoch nur dim V' linear unabhéngige Elemente existieren.

Damit ist (B) ein Unterraum:

(BY ={f eV |{xe€|0,1] mit f(x) # 0} ist endlich}

2.2.17 Dimensionssatz

Seien U und W endlich erzeugte Unterrdaume von V. Dann gilt: dimU +
dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Nach (2.2.11) ist U N W endlich erzeugt. Sei By eine Basis von U N W. By
ist linear unabhéngige Teilmenge von U. Nach (2.2.9) existiert eine Basis By
von M mit By C B;. Genauso existiert eine Basis By von W mit By C Bs.
Damit ist By C B; N By und linear unabhéngig in U N W. Mit (2.2.9) gilt:
BO = Bl N B2. Damit fOlgtI |B1 U BQ' = |B()| + |Bl \ B0| + |Bg \ Bo| =
|B1| + | B2| — | Bo| = dim U + dimW — dim(U N'W).

Es bleibt zu zeigen: dim(U + W) = |By U By, also By := By U By ist eine
Basis von U + W, also linear unabhéngig und Erzeugendensystem.

(By) < U+ W (nach Struktursatz). Andererseits ist U + B = (B;) + (Ba) <
(By), damit ist (By) = U + W, also ist By ein Erzeugendensystem.

Seien k, € K,b € B, und
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0 = Zkbb

be By

= > kbt Y kb(x)

beB; beB1\ B2

— Z kb = Zk:bb

beB1\ B2 beB1

S (k)b = ) kb

bEB1\Bz be By

vo= Y (k)b

bGBl\BQ

= Zkbb

be By

v € UUW

v ist Linearkombination der Elemente aus By. Mit der Eindeutigkeit der
Darstellung als Linearkombination von B, folgt: k, = 0 fiir alle b € By € By.
Damit féllt oben der rechte Summand (*) weg, damit ist 0 = >, 5 kb,
mit der Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination ist k, = 0 fiir
alle b € By. Daraus folgt: k, = 0 fiir alle b € B; U By, damit ist By linear
unabhéngig.

2.3 Unendlichedimensionale Vektorraume
2.3.1 geordnete Mengen

e Sei M mit einer Menge, R eine Ordnungsrelation (siehe (1.2)) auf M,
dann ist (M, R) eine geordnete Menge (notiert wird z.T. < fiir die
Ordnungsrelation, obwohl dies dann die Gleichheit mit einschlieftt und
somit als < aufzufassen ist).

e Sei M eine geordnete Menge beziiglich <. Sei a € M. a heifst Minimum
von M, falls a < x fiir alle x € M.

e Sei M ein maximales Element von M, falls fiir alle m € M aus a < m
schon a = m folgt.

e Die geordnete Menge M ist wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge
von M ein Minimum besitzt.
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e Sei X C M, a € M. Dann heifst a obere Schranke von X, wenn x < a
fiir alle x € X.

o X heiflt Abschnitt* von M, falls aus € X, m € M und m < z auch
m € X folgt.

o X C M heifit Kette von M, falls X wohlgeordnet ist.
Beispiele: (Z, <); (P(N), )
Eigenschaften:

1. Jede Teilmenge von M ist geordnet.

2. Jeder Abschnitt einer Kette ist eine Kette.

3. Fiir jede Kette K von M gilt fiir alle a,b € K: a < boder b < a (Lineare
Ordnung).

2.3.2 Zornsches Lemma

Sei M eine geordnete Mege. Fiir jede Kette K aus M gelte: (*) K besitzt
eine obere Schranke. Dann existiert mindestens ein maximales Element in M.

BEWEIS: Sei K Kette. Die Menge der oberen Schranken von K sei S(K).
Nach (*) ist S(K) # 0.

e Angenommen, es existiert eine Kette K mit S(K) C K. Wegen der
Linearitat folgt: S(K) = {z}. Behauptung: z ist maximales Element.
Sei m € M und x < m. Damit gilt wegen der Transitivitdat der Ord-
nungsrelation fiir alle £ € K mit k < x auch k < m, damit ist m obere
Schranke, da aber S(K') nur ein Element enthilt, ist m = x.

e Angenommen, zu jeder Kette K existiert eine obere Schranke f(K) ¢ K.
Wir fiithren diesen Fall zum Widerspruch?®.

Sei K eine Kette. K heifst f-Kette, falls fiir jeden Abschnitt X von K
mit X # K gilt: min(K \ X) = f(X).

(1) Seien K und L f-Ketten, dann ist K ein Abschnitt von L oder L
ist Abschnitt von K.

BEWEIS: Sei B die Vereinigung aller X C K N L mit (*) X ist

4in Analysis unterer Abschnitt
5, Den Beweis hab’ ich von Bender abgeschrieben...”
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Abschnitt von K und von L.

Behauptung: B ist Abschnitt von K und von L. Es gilt: B C KN L.
Sei b € B. Es existiert ein X mit b € X und X erfiillt (*). Sei
k € K mit k < b. Dann folgt: k € X C B. Damit ist B Abschnitt
von K. Analog ist B auch ein Abschnitt von L.

Ist B = K oder B = L, so gilt die Aussage (1). Zu betrachten:
B # K und B # L (wird zum Widerspruch gefiihrt). f(B) ist das
Minimum von K \ B und gleichzeitig das Minimum von K \ L.
Also ist f(B) € KN L.

B U {f(B)} ist Abschnitt von K und von L. Daher mufs B U
{f(B)} C B sein® Damit ist f(B) € B, das ist aber ein Wider-
spruch zur Wahl von f(B)

Sei I Indexmenge und K; mit ¢ € I f-Ketten von M und F :=

U K.

i€l
BEHAUPTUNG: Fiir alle ¢ € I ist K; Abschnitt von F.

BEWEIS: Sei x € K; und y € F' mit y < x. Zu zeigen: y € K;. Es
existiert j € I mit y € Kj. Nach (1) gibt es folgende Moglichkeiten:

— Kj ist Abschnitt von K, damit liegt y in K;.
— K; ist Abschnitt von K, damit liegt ebenfalls y in K.

Sei I Indexmenge und seien K; (mit i € I) f-Ketten von M; sei
i€l
BEHAUPTUNG: F ist f-Kette. BEWEIS: Sei X nichtleere Teil-
menge von F. Es existiert also ein ¢ € [ mit X U K; # (). Sei
u = min(X N K;). Sei * € X, zu zeigen: u < z (dann ist
u = min X). Es existiert ein j € I mit x € K;. Mit (1) folgt:
K; ist Abschnitt von K; oder K ist Abschnitt von K;. Aus dem
ersten Fall folgt: u < x oder < u, daraus folgt wegen der Eigen-
schaften eines Abschnittes: z € K, N X = u <z = u = z. Im
zweiten Fall folgt: u < x oder x < u, daraus folgt u < z = u = =z.

Sei X Abschitt von F unf X # F. Sei z := min(F \ X). Zu zeigen:
x = f(X). Es existiert ein ¢ € [ mit x € K;. Mit (2) folgt: K ist
Abschnitt von F. Daraus folgt: X C{k € Flk <z} C K, C F. K;
ist f-Kete, d.h. min(K; \ X) = f(X). D.h. f(X) ==.

6 Ich meine weder, was ich schreibe, noch was ich sage, noch was ich denke.”
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Der Widerspruch: Geméf (3) ist die Vereinigung C aller f-Ketten wieder
eine f-Kette. C' & CU{f(C)}, da C eine Kette ist; wir zeigen: Cy, :=
C U{f(C)} ist wieder eine f-Kette. Zum einen ist C;, wohlgeordnet
(da f(C) > ¢V c € C ist), zum anderen: Sei X ein Abschnitt von
Cy. Damit ist X ein Abschnitt von C' und f(X) = min(C \ X) =
min(Cy \ X). Damit ist jedoch C, wieder eine f-Kette, damit in C
enthalten - Widerspruch!”

2.3.3 Existenzsatz fiir Basen

SATZ: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

BEWEIS: Sei V' ein Vektorraum. Sei M die Menge aller linear unabhéangigen
Teilmengen von V' (trivialerweise nichtleer, ) € M). Die Menge M ist geordnet
beziiglich Inklusion (da M C P(V)). Seien A,B € M mit A< B:< AC B.
Sei K eine Kette von M. Sei Y := |J A. Falls Y linear unabhéngig ist, ist

Aek
Y eine obere Schranke von K in M.

BEHAUPTUNG: Y ist linear unabhéngig.

BEWEIS: Seien k, € K,y € Y mit > - k,y = 0. Zu zeigen: k, = 0 fiir
alle y € Y. Angenommen, es existiert ein k; # 0. Seien y1,...,yx € Y,
so daf genau die k,, bis k,, ungleich 0 sind, damit gilt > " | k,.v; = 0.

Es existieren Ay,...,A, € K und y; € A;. Da K wohlgeordnet ist,
existiert ein j mit 1 < j < n mit A; < A; fiir alle i = 1,...,n (obere
Schranke). Dann sind 41, ..., y, € A; und A; ist linear unabhéngig, damit
sind also auch vy, ..., ¥, linear unabhéngig.

Es gilt aber: Y7 ky,y; = 0 = k,, = 0V i, Widerspruch zu oben.Damit
gilt: k; = 0, also ist Y linear unabhéangig.

Wende das Zornsche Lemma an: Es existiert ein maximales Element B € M.
BEHAUPTUNG: B ist Basis von V. Es geniigt zu zeigen: (B) = V.

BEWEIS: Angenommen, (B) # V. Es existiert also ein v € V' '\ (B). Sei
B* = B U {v}. Damit ist B C B*, da aber B maximal ist, ist B* linear
abhingig. D.h. es existieren k, € K,b € B*, nicht alle null, so dal 0 =
> vepe kob = kyv + > p kob. Damit ist —k,v = >, p kyb Damit ist k, = 0
(da sonst —k,v € (B)).Damit ist ), kb = 0. Da B linear unabhéngig ist,
ist ky, =0V b € B. Damit ist k, = 0V b € B*, das widerspricht der Annahme!

7 Der ganze Beweis war eigentlich nur ein Ornament!*
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3 Lineare Abbildungen

3.1 Definitionen
3.1.1 Homomorphismus

Sei K ein Korper, V und W Vektorraume tiber K. Eine Abbildung ¢V — W
heift lineare Abbildung (Homomorphismus) von V' in W falls fiir alle v,v" € V
und k£ € K gilt:

o (v+v)p=0vp+p

o (kv)p = k(vy)
3.1.2 Weitere Bezeichnungen
Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung.

e ¢ heillt Monomorphismus, falls ¢ injektiv ist.

o heilkt Epimorphismus, falls ¢ surjektiv ist.

¢ heikt Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist (dann ist V' isomorph zu W,
schreibe V = V).

@ heilt Endomorphismus®, falls V = W ist.

¢ heikt Automorphismus, falls V=W und ¢ bijektiv ist.

Kernp :={veV | vp =0}
e Bildp:={veV]|uvpeV}
e ACV. Ap:={ap| a€ A} (d.h. Vo = Bildy)
e UCW, Upt i={veV|vpeU}
Bemerkungen:
e © Monomorphismus < Kerny = {0}
e © Epimorphismus < Bildp = W

BEWEIS der ersten Eigenschaft:

8 ...wie die Namen von Dinosauriern, die haben Sie als Kind bestimmt doch auch gerne
auswendig gelernt!*
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3.2

3.3

Seien v € Kernp, vy = 0. Es gilt: 0p = 0 (siehe (3.3)). Dann ist v = 0
wegen der Injektivitat von .

Sei Kerng = {0}. Zu zeigen: Fiir v,v" € V und vy = v'p ist v =
Es gilt: (—v)p = —(vp) (siehe (3.3)). (v — vV )p = (v + (=V))p
v + (=)o =vo + (—(Ve)) = vp — v'p = 0. Damit: (v —v')p =
also v — v’ € Kernp. Damit ist v —v' = 0= v =7,

,Ul
0,

Beispiele
Sei p :vp =0V v e V. pist eine lineare Abbildung.
V=W,p:vp=vVoveV.phelt Identitit (identische Abbildung).

V=R*=W,\€e|0,2n],p: (z,y) — (zcosA—ysin\, zsin A\ +y cos \).
¢ ist lineare Abbildung (Drehung um A, Beweis siehe Script).

(z,y), (z',y) € V.

((z,y) + (", 9))p x+ay+y)p
xcos A —ysin A, zsin A + y cos \)
+(x' cos A — y'sin A\, 2’ sin A + ¢/ cos \)
= (z,y)p+ (@ y)e
V sei Vektorraum der Funktionen von [0, 1] — R; sei p, : x +— 2"V n €

No und P := (p,|n € Ny). Sei ¢ : P — P definiert durch f — f’;

feP=f=>nkpand f =3  ikipi_1; dann ist ¢ eine
lineare Abbildung.

Eigenschaften linearer Abbildungen

Sei im folgenden K ein Korper und U, V, W K-Vektorraume. Sei ¢ eine lineare
Abbildung von V' in W und ¥ eine lineare Abbildung von W in U. Dann gilt:

1.
2.
3.
4.

d.

Oy = Ow
(—v)e = —(vep)
¢ ist Monomorphismus < Kerny = {0}

¢ ist Isomorphismus = ¢! ist Isomorphismus

1 ist eine lineare Abbildung.
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BEWEIS:

L. Oy =(0+0)p = 0p + 0p = 0p = O

2. 0=0¢ = (v+(=v))p = vo+(—v)p = vp+(=(vp)) = (—v)p = —(ve)

3. siehe oben

4. o~ Vist leut (1.3.5) bijektiv. Seien w,w’ € W. ((w+w')o ™ ) = w+w' =
wp o +weo e = (wpt + w'e e Mit der Injektivitit von ¢ folgt:
(w+w)e™" =we™ +w'e™!
Sei k € K. (kw)p tp)kw = k(wp™ )¢ = (kwe™')p, wie oben folgt:
(kw)e™ = k(we™).

5. Seien v,v' € V. (v+ )b = ((v+ V)p)(ve + V'p)h = verh + V')
(analog fiir die Skalarmultiplikation)

3.4 der Vektorraum Hom(V,W)

Der Vektorraum Hom(V, W) ist die Menge aller Linearen Abbildungen von

V in W. Die Addition sei definiert als v(p + ¥) = vp + vip V ¢ €
Hom(V, W);v € V. Die Skalarmultiplikation sei definiert als v(ky) := k(vp) ¥V ¢ €
Hom(V,W); k € K;e V.

Der Vektorraum ist nicht leer, da er mindestens z.B. die Nullabbildung Abbil-
dung enthilt, die alle Elemente aus V' auf Oy abbildet.

Zu zeigen®:
1. o+, kp € Hom(V, W)
2. Hom(V, W) abelsche Gruppe beziiglich +

3. Distributivgesetze
BEWEIS:

L (v +o)(o+9) = (v+v)p+ (vt =vp+v'p+vd+u'y =
v+ )+ (e +¢)

(kv) (o + ) = (kv)p + (kv) = E(ve +vip) = k(v(p +¢))

2. Assoziativitét ist offensichtlich; Neutrales Element: Nullabbildung (v —
0); Inverses Element —p zu ¢: Muk v(—¢p) := —(ve); es gilt: v(p +
(=¢)) = vp + (v(=p)) = vp —vp = 0.

3. trivial, siche sonst Script!?

9

...man erinnere sich an die Literatur-/Zitate-Priifung in der Vorlesung :)
10da steht auch nur, da® die weiteren Eigenschaften trivial sind...
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3.4.1 Eigenschaften der Abbildungen aus Hom(V,W)
Sei p € Hom(V,W). Sei A<V, B <W und T' C V. Dann gilt:
1. Ay ist ein Unterraum von W

2. Bp~!ist ein Unterraum von V
3. (T) = (Ty)
4. Sei ¢ injektiv. T ist linear unabhéngig < Ty ist linear unabhéngig.

BEWEIS:

1. Wende (2.1.5) an: Wir zeigen: Ap + Ap C Ap und KAp C Ap. Sei
a,be Ak e K.ap+bp = (a+bp € Apdaa+be A klap) =
(ka)p € Ap da ka € A.

2. Seien b,V € B. bp~t +bpt = (b+V)p ! € Bl dab+ 1V € B.
k(bp™') = (kb)p™' € Bo~' da kb € B.
3. Wende (2.2.5) an, direkt zu zeigen.

4. ¢ ist injektiv. Sei T linear unabhingig. Seien k,, € K und 0 =
ZtgoETgo kt‘ﬂup’

0 = Z k’t@tSO

tpeTp

P irgekt. Z k?wt@

teT

Li?gar. (Z k’wﬂf) ©

teT

mit (3.3) folgt: 0 = >kt
teT
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Sei T'¢ linear unabhéngig. Seien k; € K mit t € T und 0 = ), ;. kit

0 = O

- (2
= ) kitp

teT
@ injekt.
2 S kit
topeTp
T lin.unabh.
P = kR VteT

3.4.2 Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen

Sei B eine Basis von V' und ¢* von B in W. Dann existiert genau eine lineare
Abbildung ¢ € Hom(V, W) mit ¢|g = ¢*, ¢ heukt lineare Fortsetzung von ¢*.
Ist aulerdem ¢* injektiv und By* linear unabhéngig, so ist auch ¢ injektiv.

BEWEIS: Existenz von ¢: Wende (2.2.6) an: Sei v € V. Dann existiert
ky € K mit v = ) kb (und diese Darstellung ist eindeutig). Definition von
@ vy, p kb Dann gilt: by = by*. Linearitét von ¢:

beB beB
= (Z(kb + hb)b> @
beB
= Y (ky + ho)by’
beB
= Y kabg"+ ) by
beB beB

- (Z) )
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Eindeutigkeit von ¢: Sei ¢’ € Hom(V, W) und ¢'|B = ¢*.

(5
beB
= > by’

beB

= > by
beB
- (59
beB

= o=¢

Damit ist der erste Teil gezeigt. Sei fiir den Zusatz ¢* injektiv und Bp* linear
unabhéngig. Es geniigt nach (3.3) zu zeigen, daf Kernp = {0}. Sei v € V mit
v = 0. Es gilt: v =), _p kb fiir geeignete k, € K;

0 = vy

=k, = 0VbeDB
v = 0

3.5 Der Isomorphiesatz
3.5.1 Isomorphiesatz

Seien V und W endlich dimensionale K-Vektorrdume. Genau dann ist V'
isomorph zu W, wenn dimV" = dimW ist.

BEWEIS:
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e Sei V= W. Sei ¢ : V — W Isomorphismus, sei B eine Basis von
V, dh. dimV = |B|. Es gilt: V = (B). Mit (3.4.1) (3) gilt: W =
Ve = (B) ¢ = (Byp). Damit ist By Erzeugendensystem von W. Mit
(3.4.1) (4) folgt: B ist linear unabhéngig. Damit ist By Basis von W,
d.h. dimW = |Byp|. Die Abbildung ¢|g : B — By ist bijektiv, also
|B| = |Bgl.

e Sei nun dimV = dimW =: n. Sei B Basis von V', B’ Basis von W, d.h.
|B| = |B'| = n. Es existiert eine bijektive Abbildung ¢* von B in B’.
Nach (3.4.2) existiert ein Homomorphismus ¢ : V' — W und ¢|g = ¢*.
injektiv. Vi = (B) ¢ (By) = (B') = W. Also ist ¢ auch surjektiv und
damit bijektiv, also Isomorphismus.

3.5.2 Isomorphie zu K"

Sei V' endlich dimensional und dimV = n. Dann gilt. v = K™.

BEWEIS: Nach (3.5.1) geniigt es zu zeigen: dimK" = n. Siehe dazu das
Beispiel (2.2.15).

3.6 Der Homomorphiesatz
3.6.1 Dimensionssatz

Sei V endlich dimensional und ¢ € Hom(V, W). Dann ist dim V' = dim Bild ¢+
dim Kern ¢

BEWEIS: Kerny ist Unterraum. Sei By eine Basis von Kerng. Mit (2.2.9):
Es existiert eine Basis B von V mit By C B. Sei B; := B\ By (somit
B = ByUBy). Vo = (B) ¢ = (By) = (B1p). Biy ist Erzeugendensystem
von V.

©|p, ist injektiv, sonst existiert b, b’ € By, b # b’ und by = V. Damit folgt:
bp—bp=0=(b—V)p=0=u:=b—1U €Kernp. Dies ist ein Widerspruch-
zur Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination (u zum einen als
b — b, zum anderen als Linearkombination der Basis B, darstellbar)! Also ist
©|p, injektiv.

©|(py) + (B1) — Ve mit B linear unabhéingig und ¢|g,) ist injektiv. Mit
(3.4.1) folgt: Bip linear unabhingig. Daher: Bjp ist Basis von V. Also
dimVy = |Byp| = | By|. Damit folgt: dimV = |B| = | By|+|By| =dimV ¢+dimKerney.

36



3.6.2 Nebenklassen

Sei U Unterraum von V, v € V. Dann ist v + U := {v+u | u € U} heiftt
Nebenklasse (oder Restklasse) von U in V. Die Menge der Nebenklassen ist
V/U (sprich V modulo U).

3.6.3 Nebenklassen als Aquivalenzklassen

Sei U Unterraum von V und R := {(v,w) € V. x V| v —w € U}. Dann ist R
eine Aquivalenzrelation auf V' und V/U ist die Menge der Aquivalenzklassen
von R.

BEWEIS: Seien v,w,z € V

e Reflexivitét: zu zeigen: (v,v) € R. Dies folgt direkt aus v —v € U, da
U Unterraum.

e Symmetrie: zu zeigen: (v,w) € R = (w,v) € R. Sei (v,w) € R. Dann ist
v—w € U. Da U Unterraum, ist auch —(v —w) € U, damit (w,v) € R.

e Transitivitdt: seien (v,w),(w,z) € R, dh. v — w,w — z € U, d.h.
v—w+w—z=v—z€U,daU Unterraum, d.h. (v, 2) € R.

Sei A die Aquivalenzklasse, die v enthilt. A = {weV|v—weU} =
{v+uluelU}=v+U

3.6.4 Beispiel, Faktorraum

Wir definieren eine Vektorraum-Struktur auf V/U, die V/U zu einem K-
Vektorraum macht.

Firv+U,w+U € V/U und k € K definiere:
e Addition: (v +U) +(w+U):=(v+w)+U
e Skalarmultiplikation: k(v + U) = (kv) + U
Zu priifen'!: Sind Addition und Multiplikation Abbildungen?

e Dh. folgt aus v+ U =0 '+ U und w+ U = w' + U auch (v+U) +
(w+U)=@+U)+ (W +U)? Zu zeigen: (v+w)+U = (v +w')+ U,
zu zeigen also, daff die Aquivalenzklassen ein gemeinsames Element
haben (dann sind sie gleich). Es gilt: v+ U =0 +U = v -0 € U
und w+U = w' +U = w—w € U. Da U ein Unterraum ist, ist
v—v +w—w €U. Dies ist gleich v + w — (v+ w') € U. Daraus folgt
(W 4uw') e (v+w)+U)N(V+w)+U) = (v+w)+U = (v +uw')+U.

11 kurzer Rede, langer Sinn..."
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e genauso fiir Skalarmultiplikation: zu zeigen: v+ U = v+ U = ku+U =
kv'+U.v—v € U, da U Unterraum ist: k(v —v') = kv — kv’ € U.

Zu iiberprufen sind die Vektorraumaxiome, diese lassen sich aus entspre-
chenden Axiomen in V herleiten, exemplarisch: neutrales Element beziiglich
Addition: 0 4+ U; inverses Element zu v + U: (—v) + U etc.

V/U heikt Faktorraum von V nach U.

Sei ¢ : V. — V/U mit v — v+ U. Dann ist ¢ der natiirliche (kanonische)
Homomorphismus von V in V/U.

BEWEIS:
e Linearitdt der Addition: (v+w)p = (v+w)+U = (v+U)+ (w+U) =
v + we
e Linearitdt der Multiplikation: (kv)p = (kv) + U = k(v + U) = k(vep)

Kemp={veV]v=0t={veV]|v4+U=0+U}=U
Bildp = V/U

3.6.5 Homomorphiesatz

Sei ¢ € Hom(V, W) surjektiv. Dann gilt V/Kerny = W. Zur Erinnerung:
V/Kermnp ={v+Kemy | veV}und (v+ Kernp) + (w + Kerny) = (v +
w) + Kern ¢ und k(v Kern¢) := (kv) + Kern ¢

BEWEIS: Sei ¢ : V/Kerny — W definiert durch v + Kern ¢ +— vp ( heifst
der von ¢ induzierte Homomorphismus). Zu zeigen: Ist ¢ eine Abbildung!?
und ist sie linear?

Mit (3.3) gilt: vp =v'p & v —1" € Kernp < v+ Kernp = v' 4+ Kern ¢, die
Abbildung ist also wohldefiniert und injektiv. Die Surjektivitat folgt aus der
Surjektivitat von .

Zudem gilt: ((v+Kern @)+ (w+Kern ¢))@ = ((v+w)+Kernp)p = (v+w)p =
vp +we = (v+ Kern )@ + (w + Kern ¢)@ Damit ist die Linearitdt bewiesen.

3.6.6 Folgerungen

Sei ¢ € Hom(V, W). Dann ist V/ Kern ¢ = V.

BEWEIS: Betrachte ¢ als Homomorphismus von V' in Bildp(= V). Mit
(3.6.5) folgt: V/ Kernp = V.

12wegen der verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten der Menge v + Kern ¢
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3.6.7 Dimensionssatz

Sei V' endlich dimensional und U Unterraum von V. Dann gilt: dim V/U =
dimV —dimU.

BEWEIS: Betrachte die naturliche Abbildung ¢ : V' — V/U. ¢ ist surjektiv
und Kernyp = U. Mit (3.6.1) folgt: dim V' = dim Bild ¢ 4+ dim Kern ¢ und
dimV =dimV/U + dim U.
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4 Matrizen

Seien V, W endlich dimensionale Vektorrdume iiber K. Sei By = {vy, ..., v, }
eine Basis von V (mit n = dim V') und By = {wy, ..., w,, } eine Basis von W
(mit m = dim W). Sei ¢ € Hom(V, W). Mit (3.4.2) gilt: ¢|p, legt ¢ eindeutig
fest. Fiir alle 4 € {1,...,n} ist: vip = 37| aj;w; fiir geeignete a;; € K.

ailz 0 Qim
(aij>n><m =

Ap1 - Apm

Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt durch die Matrix (¢;j)nxm (bel
gegebenen Basen By, By). Wir schreiben: M (¢, By, Ba) 1= (¢ij)nxm- Munsxm(K)
ist die Menge der n x m-Matrizen mit Koeffizienten aus K (analog M, (Z)
ganz selten mal).

In der n-ten Zeile stehen die Skalare der Linearkombination des
n-ten Basisvektors

Beispiele:

e n=2m=3, v =w; +ws+ ws und Vo = wy + wy, dann ist

1 11
M(SO7BhB2)_<1 1 0)

o Fiir B] = {v1,v1 + 0o} ist M(p, By, Be) = (; 1 ;)

o Sein=m,V =W.Esgilt vip = v; =37 aj;w; fiir allei € {1,...,n}.
Es gilt aber

M(id7 By, Bz) = ((Iij)nm =

O O =
O = O
—_— o O

nur dann, wenn ,B; = By*!3 ist!'
o Fiirn=m=11ist My, 1(K)={(a)ix1| a € K}.

o Fiir n =1 ist Myypn(K) = {(a11- - a1m)ixm | aij € K}.7°

Bnicht nur gleiche Mengen, sondern auch beziiglich der Indizierung geordnet!

M Wir haben den Boden der Trivialitéit noch nicht erreicht!”

15 Es kommt nicht darauf an, ob wir Kommas dazwischensetzen oder alle Zahlen griin
farben!“
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11
e Fiirm =1 ist Man(K> = aij € K

Qa
nl Ixm

4.1 Addition und Multiplikation von Matrizen

Gesucht: Summe/Produkt von zwei Matrizen, so daf diese der Matrix zur
Summe/zum Produkt der linearen Abbildungen gehort.'6

Seien V, W endlich dimensionale Vektorrdume iiber K. Sei By = {vy,...,v,}
eine Basis von V (mit n = dim V') und By = {wy, ..., w,, } eine Basis von W
(mit m = dim W).

4.1.1 Abbildung von Hom in M

Die Zuordnung ¢ — My, By, Bs) definiert eine bijektive Abbildung o von
Hom(V, W) in My, 5 (K).

BEWEIS: Wende (3.4.2) an: ¢ +— M(p, B, Bs). A = (Gij)nxm @ 3¢ €
Hom(V, W) mit A = M(p, By, By). vip == > ajw; fiir alle i € {1,...,n}.
Diese Abbildung o ist beziiglich der folgenden Addition und Skalarmultiplika-
tion auf M,,«,(K) ein Vektorraum-Isomorphismus (laut Definition bijektiv
und lauf der nachfolgenden Definition der Addition und Skalarmultiplikation

auch linear).

4.1.2 Addition von Matrizen

Sei (,O,QZJ € Hom(V, W) M(QO, Bl, Bz) = (aij)nxm und M(’QD, Bl, Bg) =
(bij)nxm- Gesucht ist M (¢ + 1, By, Bs).

Es ist v(p + 1) = >0, dijw; fiir geeignete und eindeutig bestimmte d;.
v(p+ ) =vp+ o =0 agw; + 300 bijwy = 3T (ai; + bij)w;, daher:
dij = aij + bzy

air - Qim biy - bim a1 +bu o a4 by
n S : _ ) i

Ap1 - Anm bnl e bnm Gn1 + bnl Tt Qpm + bnm

16 Wir stellen uns - wie immer in dieser Vorlesung - dumm, ich sehe, das fillt Thnen nicht
schwer!*
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4.1.3 Skalarmultiplikation bei Matrizen
Sei ¢ € Hom(V, W) und k € K. M(p, By, By) =: (Gij)nxm-
vi(kp) = k(vip) = kZ}L QijWj = Z;ﬂ:l kajjw; = M(kep, B1, Ba) = (kaij)nxm

ai; -0 Aim kayy -+ kain

Qp1 *+ Gpm kanl o kanm

4.1.4 Multiplikation von Matrizen

Seien die folgenden Bezeichnungen gegeben:
e V. W U endlich dimensionale Vektorrdume iiber K.
e By ={vy,...,v,} eine Basis von V' (mit n = dim V)

e By ={wy,...,wy,} eine Basis von W (mit m = dim W)

Bs = {uy, ..., u,} eine Basis von W (mit r = dimU)

¢ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, U), damit auch ¢y € Hom(V,U)
® (aij)nxm = M(p, B1, Bs)
(bij)mxr = M (e, B2, Bs)
® (Cij)nxr == M(p, By, Bs)
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vy = (Zamwk)¢

= Cij = Zaikbkj

Allgemein: Fir (a;j)nxm € Muxm(K) und (bij)mxr € Mupx,(K) definieren

WII':
m

(Cij)nxr = (@ij)nxm - (bij)mxr mit ¢;; = Z @by

k=1

Beispiel'":
L1\ (1 0Y _ [ anbiy+awby anbe+abys |\ _ (21
0 1 L1 a21011 + ageba1  ag1bia + azabor L 2
4.1.5 Distributivitat
Sei'® ¢ € Hom(V, W), € Hom(W, U). Dann ist M (p, v, By, B3) = M(p, By, Bo)M (¢, By, B3).
Ist U=V =W und ¢ wie in (4.1.1), so gilt: (p1)o = (vo) (Vo).

4.1.6 Lineare Abbildungen bei kanonischen Basen

SeiV = K", By = {ey, ..., e, } kanonische Basisund W = K™, B = {f1, ..., fm}
kanonische Basis '%. Sei ¢ € Hom(K™, K™) und (a;;)nxm := M (g, B, Bb).

17im Prinzip: cij = Zeile; x Spalte;

18 Mathematik ist das Vermeiden von Rechnen, nicht umgekehrt, wie manche Leute
glauben!“
19 Uber Konventionen sollten Sie sich immer hinwegsetzen!*
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=1

=1
= Zk)z (Z aijfj)

i=1 j=1
= Z ( kﬂzg) fj

j=1 \i=1
= (ik‘zazl,...,zkazm>

i=1

s (kl...kn)lxn(aij)nxm

Dieser Rechenweg funktioniert nur beziiglich der kanonischen Basis!

4.1.7 Basistransformationssatz

Wie gehabt: V. By, B, weitere Basis; ebenso W, By, By weitere Basis. Sei
¢ € Hom(V, W), und idy und idy, identische Abbildungen auf V' bzw. .

v = idypidy
M(p, By, By) = M(idy(pidw), By, Bs)
= M(id,, By, By) - M(ypidy, By, By)
= M(id,, By, B,) - M(y, By, By) - M(idw, By, By)

SATZ: Sei Bl eine weitere Basis von V und Bg eine weitere Basis von W. Es
gilt:

M(Spvél?BQ) = M(idméla Bl) ' M(@v B1>BQ) : M(idwaB%B?)
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Beispiel: n = 2,m = 3, By := {v1 + vg,v9} und By := {w1 + wa, we, wy + ws};
V1 1= Wy + We, U = wy + wsz. Dann gilt: (v; + va)p = wy + 2ws + ws.

1 10
M((p, B17B2) - < 01 1 )
~ 1 01
M((p, B17B2) - < 00 1 )
) ~ 11
M(’Ldv,Bl,Bl) = < O 1
3 1 -1 0
M(idy,Bs,B) = | 0 1 0
0 -1 1

M(QO, Bl,ég) = M(Zdv, Bl,Bl) . M(@,Bl, Bg) . M(idw,BQ, Bg)

_(1 1)'(110). 5_118
01 011 0 1 1
Lo 1 1 -1 0
=\lo11) (v 10

0 -1 1

(101
~—\oo1

weiteres Beispiel: Wir wissen: V' = K™ und W = K™. Seien wieder B} =
{e1, ..., e, } kanonische Basis von V und Bj = {fi, ..., fm} kanonische Basis
von W. Sei 1 : v; — €; und Ty : w; — f; Laut Forsetzungssatz: 7, Ty
beschreiben Isomorphismen V' — K" bzw. W — K™.

v 5w

Tv | L w
M (p,B1,B2)

K" -— K™

Es gilt: ¢ - 7w = 7 - M(p, By, Bs), also:

v = vTy - M(, By, Ba) Ty
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Sei (aij)nxm = M((p, Bh BQ)
ViTw = (Z aijwj> T™wW
7=1
= Z(Zij’ijW
j=1

n

= Y ayf

=
= (Gz‘h ”'7aim)
(vitv) - M (@, B1,B2) = e;- M(p, By, By)

= (07 ey 1, ...,O)lxn : (aij)nxm

= (ailw”aaim)

Anwendung: Sei (a;j)nxm := M(p, By, B2) gegeben. Was ist das Bild von v
unter ?

—1

S ks = 0 55 (yy e k) T () B 00 = 3 b
i=1 i=1

4.2 Invertierbare Matrizen

4.2.1 Einheitsmatrix

. 1 fallsi=j . : .
Sei §;; = 0 sonst - Sel Inywn € My (K) mit Iy, = (8ij)nxn. Of-

fensichtlich gilt: Al,x, = IxnA = A fiir alle A € M, (K). I heifst die
Einheitsmatrix von My, (K).

4.2.2 inverse Matrix

Die Matrix A € M, »,(K) heifst invertierbar, falls ein X € M,,,(K) existiert
mit AX = XA = I,,. Dann ist auch X invertierbar und eindeutig bestimmt.
Eindeutigkeit: Sei AX' = X'A = [,,4,,. Es gilt: X' = X'[,,x, = X'(AX) =
(X’A)X = I,xnX = X. X heifit die zu A inverse Matriz und wird mit A~}
bezeichnet.

4.2.3 invertierbare Matrix — Isomorphismus

Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(a)
(b)
(c)

@ ist Isomorphismus
@ ist injektiv und B;p ist Basis von W

n =m, und M (p, By, By) ist invertierbar

BEWEIS:

(a) = (b)

(b) = ()

¢ Isomorphismus = ¢ injektiv; mit (3.4.1) (d) = By linear unabhéngig;
mit W = (By¢) folgt: By ist Basis.

@ injektiv = |By| = |Bip| = dimV = |B,| = |Bip| = dim W, d.h.
n =m; mit (3.4.1) ist vp = (B1p) = W = ¢ ist Isomorphismus; d.h. es
existiert ¢! € Hom(W, V) mit pp~t = idy und ¢ 1o = idy; es gilt:

Lxn M(pe™, By, Br)
M (¢, By, BQ)M(gpfl, By, By)

Lixn = M(90_1<P7 BQvB?)
= M(¢~", By, B)M(p, B1, Bs)
= M(p, By, By) ist invertierbar.

Es existiert X € M, (K) mit XM (p, By, Bs) = M(p, By, By)X =
Lsn. Mit (4.1.5) folgt: Es existiert ¢* € Hom(W, V) mit p*o = M (p*, By, Bs) =
X.

M(pp*, B, By = M(p, By, Bo)M(¢", By, By)
= M(p, By, B2)X

- ITLXTL

= M(idy, By, By)

('regQ) %

ppt = idy
Mit der analogen Uberlegung fiir M (p*@, By, By) folgt: ¢*¢ = idy .

@ surjektiv: w € W : (wp*)p = wid,, = w; ¢ injektiv: v,v" € V mit
v =v'p. v = V" =vpp* =vidy = v

4.2.4 Gruppe der invertierbaren Matritzen

GL,(K): Menge der invertierbaren Matrizen aus M, s, (K); GL(V) : Menge
der invertierbaren Elemente aus Hom(V, V)

GL(V) und GL,(K) sind Gruppen beziiglich der Hintereinanderausfithrung
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bzw. der Matrizenmultiplikation.

BEWEIS:
e idy € GL(V), also nicht leer

e Sind ¢, ¢ € GL(V), so ist auch ¢y € GL(V)

e Einselement: idy

e Inverse zu ¢ € GL(V) : o1

o [n € GL,(K), also nicht leer

e Sind A, B € GL,(K), so existieren nach (4.1.5) (mit By = B,,V =
W) ¢, € Hom(V, V) mit po = A = M(p, By, B;) und vp = B =
M(wthBl)'

Mit (4.2.3) folgt: p, ¢ € GL(V) = oy € GL(V); AB = M(¢y, By, By);
damit folgt: AB invertierbar, also AB € GL,(K)

e EFinselement: 1,,«,,

e das Inverse zu A € GL,(K) ist A™*

4.2.5 Rang einer Matrix
Sei A € M um(K).

aii . e a’lj . e A1m
A = ;1 e a’ij . e Qim
anl e anj N Apm,

Dann sind (aq1, ..., i1, ., Gp1) biS (@1m, ooy Qimy -+, Gnm ) Spaltenvektoren. Sei
Y der von den Zeilenvektoren von A erzeugte Unterraum von K™. Dann heift
dimY der Rang von A (geschrieben rg A).

Es existiert ein ¢ € Hom(V, W) mit A = M (¢, By, By). Mit (4.1.5) folgt:

[
v | L mw
K" _‘il_) Km

K"A = (e1A,...,e,A) = Vpny; dann ist der Rang rgA = dim K"A =
dim V.
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4.2.6 Rang einer Abbildung
dim Bild ¢ = rg M(p, By, Bs), dim Bild ¢ heift der Rang von ¢

4.2.7 Invertierbarkeit von n x n-Matrizen

Seim =nund A € M,,«,(K). Genau dann ist A invertierbar, wenn rg A = n.

BEWEIS: Mit (4.2.3): es existiert ¢ € Hom(V, V) mit A = M (p, By, By), mit
(4.2.6) rg A = dim Bild ¢. Nach (3.6.1) dimBildgp = n < Kerngp = {0} < ¢
isomorph. Dann folgt mit (4.2.3): A ist invertierbar.

4.2.8 Aquivalenz von Matrizen

Seien X,Y € M,ym(K). X und Y heifen dquivalent, falls ¢» € Hom(V, W)
und Basen By, B; von V und Bs, By von W existieren mit X = M (3, By, By)
und Y = M (3, By, BQ). D.h. sie heifien dquivalent, wenn sie (unter Beachtung
der Verschiedenheit von Basen) die gleiche Abbildung beschreiben.

4.2.9 Matrizen gleichen Ranges
Seien X,Y € M, (K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X und Y sind dquivalent
(b) rg X =1gY
(c) es existieren Matrizen T' € Gl,,(K), S € Gl,,(K) mit X =TY'S
BEWEIS:
(a) = (b) Folgt aus (4.2.6).

(b) = (¢) Sei r := rgX = rg¥. Mit (4.2.3) existiert v € Hom(V, W) mit
X = My, By, By). Mit (3.6.1) + (4.2.6)* dimV = r + dim Kern .
Nach (2.2.9) gilt: es exisitert eine Basis By vonV, By = {1, ..., 0n}
mit {041, ...,0,} Basis von Kernty. U := (?y,...,7,). Nach (2.2.6)
folgt: U N Kerny = {0}. Das heifst: ¢|p ist injektiv. Mit (3.4.1) folgt:
017, ..., 0,1 linear unabhéngig. Mit (2.2.9) existiert eine Basis By =
{1, ..., Wy, } von W mit w; = ;3 fir i < r.

20Gilt eigentlich (3.3.1) + (4.2.3) = (7.5.4)7

49



1 0 0 0
01 0 0
(aij)nxm = M(% Bl; BQ) = 00 0 0
00 1 0
0 0 0 0
o 52']‘ faHSiST’
%] = 0 sonst

Mit (4.1.7) + (4.2.3) folgt: S = M(idy, B1B1) € GLo(K), T = M (idy,
GL,(K), SXT = (¢,BI,BQ) Genauso fiir Y: Es existiert ¢ €
Hom(V, W) und Basen Bl,Bg von V bzw. W und S € GL,(K),T €
GL,(K) mit M(@D, Bl, Bg) (@ij)nxm = M (9, By, BQ)

27 BQ) S

SYT = M, By, Bs,)
= SYT = SXT
= S1SYTT' = S'SXTT!
= (S7TIOY(TT™Y = X

(c) = (a) Mit (4.2.3) existiert A € Hom(V, V') mit M(\, By, By) = T. Aus (4.2.6)
folgt: A ist invertierbar, d.h. By ist Basis von V. M (idy, B1\, By) = T.
Genauso: Ex existiert 4 € Hom(W, W) und M (p, Ba, Bo) = S™! und
M(Zdw, Bg,u, Bg) = S M(Zdw, Bg,u, BQ)M(ldw, BQ, BQ/,L) = Loxm-
Aus (4.2.4) folgt: M (idw, Bg, Bopt) = S. Sei Y = M (¢, By, Bs). Zu-
dem: X = TYS = M{(idy, BJ\, Ba)M (), By, Bo)M (idyy, B, Bojt) =
M (1), By, Bopi). Damit: X und Y sind dquivalent.

4.2.10 transponierte Matrix

Sei A = (aij)nxm € Mupxm(K). Definiere A" := (@ )nxm und aj; = aj;. Dann
heikt A die zu A transponierte Matrix.

t
b3 147
151 ={3509
79

4.2.11 Rechenregeln fiir transponierte Matrizen

Seien A, B € Myum(K),C € Mp»(K) und k € K.
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4.2.12 Gleichrangigkeit transponierter Matrizen
Sei?! A € M, xm(K). Dann ist rg A = rg A

4.3 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt ist A = (aij)nxm € Mapxm(K);b = (by,....by,) €
K™. Wir interessieren uns fiir Losungen des Linearen Gleichungssystems
(LG) x A =b, d.h. fur Elemente z € K", fiir die A = b gilt.

Ist b =0, so heifst (LG) homogenes Gleichungssystem, andernfalls inhomogen.
(LG)y, ist das zu (LG) gehorende homogene Gleichungssystem (d.h. A ist
gleich, aber b = 0).

erste Interpreation: Sei x = (21, ..., z,) Losung von (LG).

(b1yobn) = (21, 20) (A5 ) nxm

n n n
= (E xiailag 91?1'6612,---72 xiam)
i=1 i=1 i=1
n
bj = E :B,-aij
i=1

n
21 ria;; = b anxr; + .+ G,
n
Zl Lo = b1 121 4+ ... + Ap2Ty
: = + +
" = b
Zl TiQim = 1 AimT1 + ... + ApmIn

Seien Bj und By die natiirlichen Basen von K™ bzw. K™, d.h. By = {ey, ..., e, }.
Es existiert ein ¢ € Hom(K™, K™) mit M (p, By, Bs) = A. Firv € K" : vp =
vA.

21 Die fiinf Minuten wollte ich Ihnen zu Weihnachten schenken, klatschen Sie doch nicht
jetzt schon, sollte doch 'ne Uberraschung werden!*
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Die Losungsmenge (LG) ist die Menge aller v € K", die unter ¢ auf b abge-
bildet werden.

4.3.1 Losungsmenge fiir homogene Gleichungssysteme

Die Menge der Losungen von (LG)j, ist ein Unterraum von K™ der Dimension
n—rgA.

BEWEIS: Sei U die Losungsmenge von (LG). Es ist U = Kernyp, al-
so ist es ein Unterraum von K™. Laut Dimensionssatz (3.6.1) gilt: n =
dim K™ = dim Bild ¢ 4+ dim Kern . Damit folgt: dimU = n — dim Bild ¢ =
n—dim (e; A, ...,e,A) =n —rg A (nach (4.2.5))

4.3.2 Losungsmenge fiir inhomogene Gleichungssysteme

Sei U der Losungsraum von (LG), und z eine Losung von (LG). Dann ist
x + U die Menge der Losungen von (LG).

BEWEIS??: Sei v Losung von (LG). (v —xz)p=vp—a¢p=b—b=0=v-x
ist Losung von (LG)p. Damitist v—2z € U = v+U =2+U,dh.v e x4+ U.

SeiueU. (x+u)p=zp+up=>b+0=>b, dh. x+ u ist eine Losung von
(LG). Damit ist x 4+ U die Losungsmenge von (LG).

4.3.3 Losbarkeit von Gleichungssystemen

Sei A* = (a];)(nt1)xm € Mni1)yxm(K) mit Alpiryi = b, fir 1 = 1,...,m,
sonstige a;; = ;.
aix - Qi
A" =
Qp1 * Qpm
by -+ by,

Genau dann hat (LG) eine Losung, wenn rg A = rg A*.

BEWEIS:

»,=" Sei Y das Erzeugnis der Zeilenvektoren von A;, d.h. rgA = dimY,
Bildy = Y. Sei rgA = rg A*, dann folgt: dimY = rgA = rgA* =
dim(Y,b) = Y = (Y,b) = b € Y = b € Bildyp. Damit existiert ein
x € K™ mit xp = b, also ist x Losung von (LG).

22 Der schwierigste Teil des Beweises ist, die Tafel zu wischen.®
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»<=* Sei z Losung von (LG). D.h. zp = b = b € Bildp =Y. dimY =
dim (Y, b) = rg A =rg A"

4.3.4 Anzahl der Losungen einen LGS

1. Ist rg A = m, so besitzt (LG) eine Losung.
2. Ist rg A = n, so besitzt (LG) hochstens eine Losung.

3. Ist rg A = n = m, so besitzt (LG) genau eine Losung.

BEWEIS:
1. folgt aus (4.3.3)

2. Sei U Loésungsunterraum von (LG),. Mit (4.3.1) folgt: dimU = n —
rg A=0= U = {0}. Rest mit (4.3.2).23

Beispiele:

(LG) : xzA=1D

= (0,0,1)
3 4 =7
A = 0 6 -2
3 10 -9
esA—eA = (0,6,—2) =eA
=r1rgA < 2

Bildy = (e1A,e34)

Das (LG) hat genau dann Lésung, wenn (0,0,1) € ((3,4,—7), (3,10, -9))
gilt. Angenommen, b € (e A, e3A), dann existieren k; und ky mit:

(0,0,1) = k1 (3,4,—7) + ko(3,10, —9)
=0 = 3k + 3k
A0 = 4ky + 10k,
ANl = —Tky — 9k,

23 Ich hab’ mir die Rechnerei bis zum Ende aufgehoben, dann kénnen Sie sich amiisieren,
und wenn ich nciht mehr weiterkomme, héren wir auf!*
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Fallunterscheidung: Erster Fall: Gelte char K = 3:

=0 = 0k + Oks

N0 = ki + kg
AN = —k
=k =-1
Nky =1

Man findet also eine Losung. Zweiter Fall: char K # 3:

=k = —k
N6ky = 0
/\1 - —2]€2

Widerspruch zwischen den letzten beiden Zeilen: Aus der letzten Zeile folgt:
char K # 2 und ky # 0, die zweite Zeile darf jetzt durch 6 geteilt werden,
dann folgt ko = 0, Widerspruchzur dritten Zeile.

Es existiert also eien Losung bei char K = 3, andernfall nicht.

4.3.5 Multiplikation von Gleichungssystem mit Matrix

Sei (LG) gegeben als zA = b mit A € M,ypn(K) und b € K™. Sei T €
Mnxm(K) invertierbar. Genau dann ist = eine Losung von (LG), wenn x
Losung von x AT = bT ist.

BEWEIS: z Losung von (LG) bedeutet: A = b, beide Seiten sind Element
aus K, die Multiplikation mit T liefert z AT = bT. Andere Richtung: Sei z
Losung von w AT = bT, multipliziere mit 77! und erhalte A = 2 ATT ! =
VI'T—! =b.

4.3.6 Dreiecksmatrix, Matrizen P.y" und E7” (k)

Sei im folgenden n = m, (d;j)nxn = D € My, (K) heifit untere Dreiecksma-
trix, falls d;; = 0 fiir alle ¢ < j.

ISIERS
8 O
o O

~
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Sei PV .= (Pij)mxm (fir 1 <r # s < m) definiert durch

57Lj falls j ¢ {T, S}
Dij = 51 falls j =S
0;s falls  j=r

Die Matrix sieht folgendermafen aus:

1 0 o0;0{0 «-- 0]0O]O --- O
0 ol:l: o :l:1: o .
O 0 1(0]0 0/01]0 0
0 0{0j0 --- 01110 0
0 001 0 O 0

0 : 0 0
0 0j0 0 1(0(0 ~---
0 110 - 0 0
0 01010 01011 0
S0 il 0 ] .. :
o --- 0lolo --- ololo --- 1

Sei Eﬁ?)(k:) = (€ij)mxm (fir k € K,1 <r # s <m) definiert durch

e = { oi; falls  (i,5) # (r,s)

k  sonst

D.h. die Einheitsmatrix, bei der an der Stelle (r, s) das Element & steht.
Sei A = (ai;)nxm € Myum(K). Fiir C = APYm) = (¢ij)nxm gilt:

Y opaidi; falls j ¢ {r s} a;; falls j & {r s}
Cij =4 Dpaidy falls  j=s =4¢ a, falls j=s
Yopaindrs falls  j=r a;s falls  j=r

Zudem ist C" = AE (k) = (¢ij)nxm folgendes:

;o o @;j falls j #s
Cij = ;a’ke’” - { ais + kag,. falls j=s

Die Matrix C” geht also aus A hervor, indem das k-fache der r-ten Spalte zur
s-ten Spalte hinzugezéhlt.
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4.3.7 Gauld’sches Eliminationsverfahren

Sei tA =b, A € M,,»n(K) ein lineares Gleichungssystem. Dann existiert eine
Folge T}, ..., T; von Matrizen der Form Pr(sm) und Eﬁ?)(k:), sodaf zaly---T; =

VT, - -

ist.

- Ty ein Lineares Gleichungssystem mit unterer Dreiecksmatrix AT} - - - T;

BeEWEIS: Induktion nach n.

IV
IA

IS

n = 1 nichts zu zeigen.

n > 1 und Behauptung richtig fiir alle (LG) mit Matrix aus M, (K)
fiir m < n.

Wende geeignete P an, so dak AP = (ag))ij mit all) # 0, falls
nicht schon alle a;; = 0 sind fiir alle j.

Durch Anwendung geeigenter E,ET)(K ) erhélt man a;; = 0 fiir 1 < j.

Erhalte A € M m—1)x(m-1)(K) durch Streichen der ersten Zeile und
Spalte von A.

Es existiert nach Induktion eine Folge 77, ..., T} von (m — 1) x (m — 1)-
Matrizen der Form P oder E mit A =717 ---1] mit Dreiecksmatrix.
Ist T} = PV definiere Tj := P((:i)l)(sﬂ).

AT, \ - - - T}, untere Dreiecksmatrix.?*

24 Fiir Informatiker ist 2

7@2_1) ja gleich n?, genauer rechnen Informatiker ja nie.”
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4.3.8 Beispiel

010 010
— _ | oo
o (ap BN an] <t <t <t <f
_ L Y e Y I B
| o — o — o
I T T T
< ~ - —_ =
_ _ _
= = —
— — N
K K €
= X +
g g g

(1,2,1)
(1,2,1)

mltElg(—1> — (1,1,1)

1
mit E23(_Z__l> — (171,

0 O
—4 0
—4 1

1
1
1
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5 Determinanten

5.1 Die Symmetrische Gruppe vom Grad n

Sei Q = {1,...,n}. Die Symmetrische Gruppe (siehe (1.5.1), Menge der bijek-
tiven Abbildungen bzw. Permutationen) auf €2 heift Symmetrische Gruppe
vom Grad n und wird mit 33, bezeichnet. Sei x € ¥,,, x heilt k-Zyklus, falls
k verschiedene aq, ..., a) € () existieren mit der folgenden Eigenschaft:

1. ajr =a;4q fir 1 <i <k
2. apr = aq
3. ar = a fir alle a € Q\ {ay, ..., ax}

Wir schreiben x =: (ag - - - a). k heifst die Ordnung des k-Zyklus. Alle 2-Zyklen
heifen Transpositionen.

Zwei Zyklen (ay - - - ax) und (by - - - b,) heiken elementfremd, wenn {ay, ..., ar } N
{bb ceey b?“} - @

Bemerkungen:
1. Die Identitét ist der einzige 1-Zyklus, d.h. 1 = (1) = (3) = (n)

2. Sei v = (ay---a) € ¥,. Dann ist x = (a;---aga;---a;_1) fiir alle
1 <i<k?®

3. a7t = (apap_1 - ay)

4. 2F =1

5. Sei t Transposition von X,,. Dann gilt > =1 und t 1 = ¢
6. Es existiert in ¥,, kein k-Zyklus fiir £ > n

7. Zu jedem z € X, existiert ein m € N mit 2™ =1

5.1.1 Eigenschaften von Zyklen & Transpositionen
Sei x € X,. Dann gilt:

1. Ist z #£ 1, so ist x Produkt von paarweise elementfremder Zyklen der
Ordnung > 1.

2. x ist Produkt von Transpositionen

25 Wenn man das mit dem Finger macht, geht das sehr viel schneller!”
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3. Seiy = (ay---ay) € ¥,. Dann ist 7 'yz = (a1 - - - aw)
4. Sind z und y elementfremde Zyklen, so gilt yz = zy

5. Sind ¢, ¢ Transpositionen aus aus ¥, so gilt t' = 't und (¢¢')? = 1 oder
tt't = t'tt’ und (tt')> =1

BEWEIS:

1. F(z) ={a€Q| ar=a},z#1,dh F(z) # 3. m(z) :=n—|F(z)| >
0. Beweis durch Induktion nach m(z). Induktionsverankerung: Es ist
m(z) > 2. Esist Q ={i,j} U F(x) und = (ij). Induktionsannahme:
Die Behauptung ist richtig fiir alle g # 1 mit m(g) < m(x).

Induktionsschluf: Sei a € Q\ F(x). Definiere a; := a und a; := a;_1x
fir i > 1 (d.h. a; = ;2! fiir ¢ > 1). Es existiert m € N mit 2™ = 1,
d.h. a; 2™ = q.

Wihle & € N minimal mit ay,1 = a;. Setze y := x(ay---az) ' =

x(ag---ay). Dann ist fir 1 <7 < k: a;y = agq(ag -+ a;) = a4, apy =
aj(ag---ay) = ax, b € F(x),by = b(ay---ay) =b.

Daraus folgt: {ay,....,ax} U F(z) C F(y) = m(y) < m(z) = y =
x1-To - - - x, fir paarweise elementfremde Zyklen x4, ..., z,. Alle Elemente
aus 2 in dem Zyklus z; sind nicht in F(y).

Damit folgt: z; ist teilerfremd zu (a; ... ax). Es gilt y = x(ay - - az) ' =
Ty Tg Ty = T =2T1 Ty xp(ag---a,) = x erfiillt die Eigenschaft.

2. Der Fall z = 1: x ist das ,leere Produkt® von Transpositionen. Der Fall
x # 1: Nach (1) geniigt es, (2) fiir einen k-Zyklus z = (a; - - - ax) (mit
k > 2) zu zeigen.

r = (aaz)(araz)--- (arag)
ai((araz) - - (a1a;) - - - (arag)) = ai(ar1ai41) -+~ (arax)
= ai+1(alai+2) T (&16%)
= Qi1
ap((araz) - -+ (mag)) = @

3. x ist bijektiv. Gleichwertig also: Q = {1z, ...,nz}. Sei ax € Q2. Wende

aix falls a=a;i <k
a;x  sonst

Damit folgt: 2 lyx = ((a12)(asz)(apx))

v lyz an: ax (2" yz) = ayr = { a = agara ¢ {ay, ..., a;}.
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4. y=(ay---a),z = (by---b,) mit {a,...,ax} N {by,....,0.} = 0.

a1z = a;q falls @ <k bilyz) = bz — { bii, falls J <r

ai(yz) = a1z = ay falls 1=k’

c(yz) = c fir alle c € Q\ {ay, ..., a, b1, ..., b, }.
a; falls i < k b; =b; falls j <r

ai(zy) = aiy = { o bi(zy) = { ey y

ap falls i=Fk 'IVF

c(yz) = c.

5. zu Hause oder so

5.1.2 gerade/ungerade Transpositionsdarstellungen

Sei z € %, und seien t, ..., f; und ¢, ..., , #, Transpositionen mit z = ¢, - - -}, =
ty---t). Dann ist k + [ gerade (d.h. zwei verschiedene Transpositionen sind
beide gerade oder ungerade).

BEWEIS: Fiir Transpositionen t gilt: t> = 1, damit folgt: ¢t =t~ 1.

ti-ty = t’l...t;
1 =ttt

Es geniigt zu zeigen: 1 ist nicht Produkt von ungerade vielen Transpositionen.
Widerspruchsbeweis: Angenommen, es exisiteren m (m ungerade) Transpo-
sitionen ty, ..., t, mit 1 = ty---t,, (%) mit t; = (a;b;); a;,b; € {1,...,n} und
a; # b;. Wéhle m minimal mit (x).

Angenommen, es existiert ¢ # j < m mit ¢; =¢; (O.B.d.A. i < j).

I = titg---timn -ty - tia -ty tjmn - G - i - b
= tity--otig -ty tigr - (G- ts) <t - (tity) - (tit) ~tj1 -t - Ligr -t
= t1t2"'ti71'(ti'ti+1‘ti)'(tz"ti+2‘ti)'ti"‘ti‘(ti'tjflti>‘tj+1"'tm

Nach (5.1.1) sind alle Klammern wieder Transpositionen. Z&hlt man die
Transpositionen dann durch (und zéhlt die Klammern jeweils als eine Trans-
position), ist ein neues m’ gefunden, das wie m ebenfalls ungerade ist*®, aber
damit ist m nicht minimal.

Damit sind alle ¢4, ..., t,,, sind verschieden (xx). Sei r < m und a; = q; fiir alle
i <rund a; # a,41. Unter allen ¢y, ..., ¢, mit (*) und m minimal wéhlen wir
die t4, ..., t,, noch so aus, daf r maximal wird.

26Hier wird die Voraussetzung benutzt, dak m ungerade ist - nur dann ist es ein Wider-
spruch, andernfalls ist 1 gleich der leeren Menge von Transpositionen.
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Wegen (%) gilt ai(ty---t.) = by #a; = r <m. Esist a1(¢; - -t,) # aq, aber
ai(ty - tm) = a1, also exisitert j > r mit a; = a; oder a; = b;.
1 = tyootpotppg-tj g tj oty
= tl"'tr'(tj'tj)'trJrl'(tj'tj)"'(tj'tj)'tjfl'tj"‘tm
= tl"'tr'tj'(tj'tr—i—l'tj)'tj"'tj'(tj'tj—l'tj)"'tm

b, falls a; =aqj

mit ¢; = (a;b) mit b = { a; falls a3 =b; °

Durch das Umsortieren kann ein neues ' = r + 1 gewahlt werden, das
widerspricht der Wahl von r als maximal.

5.1.3 Multiplikativitat des Signums

DEFINITION: Sei?” z € ¥,,. Sei

sen(z) = 1 falls 2 Produkt von gerade vielen Transpositionen
& | =1 falls z Produkt von ungerade vielen Transpositionen

Signum ist wohldefiniert wegen (5.1.2). Seien z,y € ¥,,. Dann gilt: sgn(zy) =
sgn(z) - sgn(y) und sgn(z~!) = sgn(z) (folgt direkt aus der Definition von
Signum).

5.1.4 alternierende Untergruppe

DEFINITION: Sei A, :={z € X, | sgn(x) = 1} (trivial: 1 € A,, # 0). Wegen
(1.5.4) ist A,, eine Untergruppe. Dann heifst A,, die Alternierende Gruppe von
Grad n.

Sei t eine Transposition aus ¥,,. Dann ist 3, = A, Ut - A,.

BEWEIS:

»,C“ Seil x € X,. Mit (5.1.3) folgt: sgn(z) =1 (= z € A,,) oder sgn(tzx) =1
(=t e A, =z =1t(tx) € tA,).

L% trivial®®

27 Mathematik ist die Wissenschaft des Leidens - aber das kennen Sie ja inzwischen ganz
gut.”

28 Sie haben jetzt alles gelernt, was Sie schon immer iiber symmetrische Gruppen wissen
wollten, aber sich nie zu fragen trauten!*
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5.2 Determinantenfunktionen (Volumenfunktionen)

In diesem Abschnitt ist K Koérper, V' ein n-dimensionaler endlichdimensio-
naler Vektorraum iiber K mit n > 1. Eine Abbildung f : V" — K heifst
Determinantenfunktion auf V', falls gilt:

1. fist in jeder Komponente linear, d.h. f(vy,...,v; — 1, v; + kw;, ..., v,) =
flor, osvn) + kf (v, o 01, Wi, Vi1, - vy) fiiralle 1 <4 <n, k€ K
und vy, ..., v,,w, € V.

2. f(vy,...,v,) =0, falls vy, ..., v, linear abhéngig sind in V.

3. Es existiert eine Basis vy, ..., v, von V mit f(vy,..,v,) # 0.

5.2.1 Eigenschaften von Determinantenfunktionen

Sei f eine Determinantenfunktion®® auf V' und seien vy, ...,v, € V und k € K.
Dann gilt:

Lo f(vr, . Vic1, 0 + k0, Vi1, o 0n) = f(v1, .00, 0y) fiir alle ¢ # 5.
2. f(Vigy -y Ung) = sgn(x) f(vy, ..., v,) fir alle z € ¥,

3. Seien a;; € K fiir 1 <i,j <nund w; = Y7, ayv; fiir i € {1,...,n}.

Dann:
flwy,...ywy,) = Z sgn(x) a1z - -+ Anna (U1, oy Un)
xEEn
BEWEIS:
1. Es gilt:
o1, o vy, v 4 kv, v, o, )
= f(vl,...,vi,...,vn)—I—k:f(vl,...,vi_l,vj,...,vj_l,vj,...,vn)
= f(v1,.0s Uiy ooy V) + KO
= f(V1, e, Viy ooy Up)

wegen des doppelten Auftauchens von v; sind die Argumente im rechten
Summanden linear abhéngig und damit kf(...) = 0.

29Existenz noch nicht bewiesen...
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2. Fiir n = 1 trivial®’, sei n > 2. Sei t = (ij) Transposition mit 7 < j und
1<4,5 <n.

f(v1, ..., vp)
= f(v1,.s Vic1, Vi F V), o, )
= f(v1, .01, 0 + 0, o, 021,05 — (U FV)), ., Up)
= f(v1, .0 Vi + V), ey =iy ooy Up)
= f(v1,.0s V) ooey =4, oy Up)

= —1-f(v1,.e, V5, s iy ooy Up)
= Sgn(t)-f(vlt,...,vit,...,vjt,...,vm)

Sei z € 3, und = # 1. Nach (5.1.1) ist = ¢; - - - ¢, fiir Transpositionen
ty,...,t, € 3,. Beweis durch Induktion nach r.

Induktionsverankerung: r = 1 schon gezeigt.

Induktionsannahme: » > 1 und die Behauptung ist fiir das Produkt von
r — 1 Transpositionen richtig.

Induktionsschlufs: ' := ¢y -+ - t,_1, es gilt: f(vigr, .o, Vpar) = sgn(a’) f(v1, ..y Un),
dann folgt:

(V1 vy Ung)

f(vl:v’tm ooy Um;'tr)

sgn(t,) - f(vigr, ., Unar)

= sgn(t,) -sgn(z’) - f(vr, ..., vp)

(5.1.3)
=" = sgn(z) - f(v,...,v,)

n .
3. Ww; = Zj:i QiV5, 1 = 1, N,

n n
f(wl,...,wn) = f(z aijlvijl,...,Zaijnvijn)

j1=1 jnzl

— Z A Z (alj Sy f('l}jw ...an))
— Z <a1j1 C Ay, f(Ujl, ...an>)

jl)'“:jn

e Der Fall {ji,....Jn} < {1,..,n}: Dh. I,k : | < k mit j; = jyi;
damit f(vy, ..., 011,00, ooy Vg1, Vg ooy Uy) = 0.

30 Hm, v; — (v; + v;) - das ist ja so einfach, das kann sogar ich! Da kommt —v; raus!
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= Damit ist der Summand null, falls {ji, ..., j,} # {1,...,n}. Be-
trachte s — j,, diese Abbildung ist in diesem Fall nicht bijektiv.

e Der Fall {j1,....,7,} = {1,...,n}: Dann ist s — j, bijektiv. Umge-
kehrt liefert jede bijektive Abbildung x € ¥, ein n-Tupel (1z, ..., nx)
mit {1z, ....,nx} = {1,...,n}.3" Also ist

f(wl, ceey U}n) = Z (anx s Cme«f<'le, ceey Un:p)

xEEn

- Z (allx T annxf(vlv ) U”) ) SgIl(ZL‘)

TEYX,

5.2.2 Kriterium fiir Basen

Sei f eine Determinantenfunktion auf Vi und seien wy,...,w, € V. Genau
dann ist wy, ..., w, eine Basis von V', wenn f(wy, ..., w,) # 0.

BEWEIS: Sei f(wy,...,w,) # 0. Nach Definition sind wy, ..., w,, linear unab-
hangig. Mit n = dim V' folgt: wy, ..., w, ist eine Basis.

Sei nun wq, ...,w, Basis. Nach Definition der Determinantenfunktion exi-
stiert eine Basis vy, ..., v, mit f(vq,...,v,) # 0. Dann existiert a;; € K mit
v =5 ajwjund i =1, .., n.

Mit (5.1.1) folgt: 0 # f(v1,...,v,) = ZzeEn sgn(x)-(a11z * * * Gpna f (V1 oy Uy) =
flwy,...;wy,) #0.

5.2.3 Determinantenfunktion f,

Sei ¢ € Hom(V, V) und f Determinantenfunktion auf V. Definiere f, : V" —
K durch f,(v1,...,v,) == f(vie, ..., Ung).
SATZ: Sei f Determinantenfunktion auf V' und ¢ € Hom(V, V). Ist ¢ bijektiv,

so ist f, eine Determinantenfunktion auf V. Ist ¢ nicht bijektiv, so ist f, die
Nullabbildung.

BEWEIS: f, ist linear in jeder Komponente (trivial). ¢ bildet Familien linear
abhéngiger Vektoren auf Familien linear abhéngiger Vektoren ab, d.h. f,, erfiillt
die ersten beiden Eigenschaften aus der Definition der Determinantenfunktion.

e Sei p bijektiv und vy, ..., v, eine Basis von V. Damit folgt: v1¢, ..., v,
ist Basis. Mit (5.2.2) folgt: f(v1¢, ..., vnp) = f(v1,...,v,) # 0.

e Sei ¢ bijektiv und seien wy,...,w, € V. Dann ist wy¢p, ..., w,p linear
abhingig. Mit der Definition der Determinantenfunktion folgt: 0 =

flwrp, ..., wnp) = fo(wy, ..., wy,). Damit ist f, = 0.

31 Ja aber das ist schén!“
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5.2.4 Zusammenhang zwischen Determinantenfunktionen

Seien f1, fo zwei Determinantenfunktionen auf V. Dann existiert ein ¢ € K*
mit f1 = Cfg.

BEWEIS: Sei wy, ..., w, Basis von V und ¢ = f; (w1, ..., w,) fa(wy, ..., w,) " (be-
achte (5.2.2)!). Sei uy, ..., u, € V. Dann existieren a;; € K mit Z?Zl aijw; =
u; fiir alle i € {1,...,n}.

flug,uy) = Z sgn(z) - (a11z * * * Qpna f1 (W1, .oy wy)

TEX,
= Z sgn(z) - (a11z - - ApnaC - fo(wr, ..., wy)
ZEZH
TEX,

5.2.5 Existenz von Determinantenfunktionen

Sei vy, .., v, eine Basis von V und f : V" — K definiert durch

n
flwy,...,wy,) = Z sgn(z)ay1y + -+ ppg flir w; = Zaijvj, ie{l,..,n}
j=1

TEX,
Dann ist f eine Determinantenfunktion auf V mit f(vy, ...,v,) = 1 (insbeson-
dere existieren damit Determinantenfunktionen auf V).

BEWELS: Offensichtlich ist f (v1,...,v,) = 1, die Lineritat von f ist einfach
nachzurechnen.
Seien wy, ..., w, linear abhéngig. Dann existiert ¢ mit w; = Zi# kjw;.

A

f(wl, ,wn) = Z kjf(wl, vy Wi—1, Wyy ovvy Wi—1, Wy, ...,wn)
J#i

Es geniigt f(wy, ..., wi—1, wj, ..., wj_1, wj, ..., wy,) = 0 zu zeigen.

f(wla ooy Wi—1, Wy ooy Wi—1, Wy, 7wn) = E Sgn('x)a’llx T Qg Qe Opne
TEX,
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Sei t := (ij),y € A,. Es folgt:

Sgn(y) *Q11g t Qgig Gt Apng + Sgn(m/) CA11(ty) * Gity) T Aji(ty) T Onn(ty)
— Sgn(y) . allx e a’ji$ e a]jx e annx _I_ Sgn(ty) . ally e ajjy e a'jiy ... anny
— ]_.a11$...a/jia:...ajj$...a/nn$+(_1) 'ally"'ajjy"'ajiy'"anny

= 0

Wende (5.1.4) an: ¥, = A,, UtA,,. Damit ist die Summe oben 0.

5.2.6 Determinanten

Sei*? ¢ € Hom(V, V), f Determinantenfunktion, nach (5.2.3) ist f, Determi-
nantenfunktion. Nach (5.2.4) exisitert 0 # ¢ € K mit f, = cf.

| ¢ falls ¢ bijektiv fy = cf
d?t ¢ = { 0 sonst

SATZ: Sei ¢ € Hom(V, V), f, f' Determinantenfunktionen, dann gilt: det; ¢ =
detf/ ¢

BEWEIS: mit (5.2.4) gilt: f* = df fiir ein 0 # d € K. Damit gilt: f = df, =
det; ¢ = dety ¢.

DEFINITION: Da die Determinante unabhéngig von der Funktion ist, sei
det ¢ := dety ¢. det ¢ heiklt Determinante.

Sei (ij)nxn = A € Muyxn(K). Dannseidet A =3 o sgn(z)(a11z " * Gnna)-
Beispiele:
e n=2%,=/id, (12)}, dann ist det A = aj1a22 — a12a9;

® 1N = 3, En = {Zd, (12), (13), (23), (123), (132)}, dann ist det A = a110922033+
Q12023031 + 413021032 — Q12021033 — A13022G31 — 11032023 (Merkregeln von
Sarrus fiir n = 3).

o falls a;; = 0 fiir alle ¢ < j gilt: det A = ay1 - - ap,

5.2.7 Determinanten von Lin.Abb./Matrix

Sei ¢ € Hom(V, V'), B Basis von V. Dann ist det ¢ = det M (¢, B, B). BE-
WEIS: siehe (5.2.1).

32ab hier ist die Vertretung am Werk...
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5.3 Eigenschaften von Determinanten

5.3 Sei K Korper, V' endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und ¢ €
Hom(V, V).

5.3.1 Determinanten injektiver Abbildungen

¢ injektiv < det ¢ # 0.

BEWEIS: Sei f Determinantenfunktion, {1, ...,v,} Basis von V. ¢ invertier-
bar < {v19¢, ..., v,0} Basis von V < f(vy,..,v,) # 0 < fe(v1,...,v,) # 0.
5.3.2 Multiplikativitdt der Determinante

Seien ¢, € Hom(V, V). Dann gilt: det(y¢) = (det ¢)(det ¢).

BEWEIS:

e ciner nicht bijektiv: ¢ nicht bijektiv = Kern¢ # 0 = Kern ¢y # 0 =
det ¢pp = 0 = det ¢ = (det ¢)(det )

e Seien ¢, ¥ bijektiv. det ¢y = f(”}gji’x;z’w) — f(”;gfzgw’)f%zfxf’) —
det ) - det ¢ = det ¢ - det ¢

Folgerung: det AB = det A - det B, det A~ =

5.3.3 Determinanten der Transposition

Sei A € M,,x,(K). Dann gilt: det A = det A". BEWEIS: det A = Y wes, S8N(T)A11s - - - Qg
Fir x € X,

detA = Z Sgn(x)au;c < Opng

TEX,

= Z sgn(z7 ) (a1 Apg—1p)

IEEn

= Z Sgn(x_l)(almfllelm o an:pflnmfla:)

mEEn

= Z sgn(a:_l)(awll S Opg—n)

z—lex,

= Z sgn(y)(a1y1 - - Gnyn)

YEX,

= det A
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5.3.4 Rechenregeln fiir Determinanten

Sei (aij)nxn = A € Muxn(K), ¢ € K. Fiir Ef(c) und Pi(jn) siehe (4.3). Dann
gilt:

1. c-det A = det(AE,(f)(c)) (multipliziert man eine Spalte der Matrix mit
¢, wird auch der Wert der Determinanten mit ¢ multipliziert)

2. det A = det AEZ(f )(¢) fiir i # j (addiert man das c-fache einer Spalte zu
einer anderen, so dndert sich der Wert der Matrix nicht)

3. det APi(jn) = —det A fiir ¢ # j (das Vertauschen von Spalten &ndert das
Vorzeichen der Matrix)

4. Sind zwei Zeilen oder Spalten von A gleich, so ist det A =0
BEWEIS:
1-3. folgt aus (5.3.2)

4. B = {v1,...,vn}, f die in (5.2.5) definierte Determinantenfunktion,
f(v1,...,v,) = 1. ¢ € Hom(V, V), A = M(¢,B,B) det A = det¢ =

~

f(U1¢, ceey Un(b) =0

5.3.5 Vandermondesche Determinante

1oby 02 e b
A= oor 0 e =0
1oby b2 e b

Dann ist det A = [[(b; — b;).
i<j
BEWEIS:
e Addiere das —b;-fache der (n — 1)-ten Spalte zur n-ten Spalte
e Addiere das —bo-fache der (n — 2)-ten Spalte zur (n — 1)-ten Spalte
o ..

e Addiere das —b,-fache der ersten Spalte zur zweiten Spalte

... und sonst siehe Script.
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5.3.6
Sel (@ij)nxn = A € Mysn(K). Sei weiter

ars falls i#r,j#s
_ g 0 falls i=mrj7#s
Aij - (brs)nXm bTS - 0 falls 4 7A Taj =3
1 falls i=rj=s

d.h. bei A;; steht in der i-te Zeile und in der j-ten Spalte iiberall eine 0, nur
an der Position (4, j) eine 1.** Definiere zudem Aj; durch Streichen der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte. Beispiel:

A= 7 9

~ =~ =

2 3 1 0 3 1 3

5 6 = AQQ = 010 = A,22 = ( )
8 9 709

SATZ: Sei (ij)nxn = A € Muyyn(K). Dann gilt: det A;; = (—1)"*7 - det Aj;.

BEWEIS: Sei (aj;)n-1)x(n-1) = A" € Mn_1)x(n-1)(K) Sei C' = (¢rs)nxn mit

- a,, falls r<nAs<n
) 6, falls r=nAs=n

Wende (5.3.4) an, es gilt:

det AU =

(
(
(
(

Chnz =

0 falls n# nx
1 falls n=nz
(_

det Aij = 1)i+j : Z SENTCi1g * * * C(n—1)(n—1)z

TEX, | n=nx

= (_I)H_j ’ Z sgn xalllac T 6L,(n—l)(n—l)ac

TEX, | n=nx

= (_]‘)H_j ’ Z Sgi xa,llz e a/(n—l)(n—l)m

TEX L 1
_ /
= det Aj;

330riginal wieder da, Vertretung wieder wech...
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5.3.7 Entwicklungssatz
Sel (@ij)nxn = A € Myxn(K).
Die Entwicklung nach der i-ten Zeile fiir ein festes i:
detA = Z Qg5 det Aij
j=1

= Z(—l)i—i_jaij det Aij

j=1
Die Entwicklung nach der j-ten Spalte fiir ein festes j:

detA = ZaijdetA,-j
=1

n

= Z(—l)”jaij det A;j

1=1

BEISPIEL: Entwicklung nach der 2. Zeile3*:

1 2 3
A = 4 5 6
789

detA = a921 det A21 + a99 det A22 + Q93 det Agg

= —a91 det A/21 + a9 det A/22 — 923 det A,23

- e(va)e(es) o (%)
= —4-(=6)+5-(—12) —6-(—6)
= 0

BEWEIS: Sei V. = K" B = {ey,...,e,} die kanonische Basis und sei f
beziiglich V und B wie in (5.2.4), d.h. z; = Y77 zije5;

f(zl, ey Zn) = Z sgn(T) - 2112 " * * Znna

Dann ist det A = f(al, .y Gy ), WObei a; der i-te Zeilenvektor von A ist
(@i Y25, aije;).

34 5 x (—12) ist schon schwer, so knapp 60...
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det A = flay,...,an)

n
= flay,...,a;_1, Z Ajj€j,y vy Q)
j=1

n
= Z aijf(al, vy -1, €55 ..ny an)
j=1

n

= Z Q45 det A:}
j=1

= Z na;; det A;]
j=1

. mit Aj; als alte Version von A;j, die Determinanten sind gleich, siehe

Ubungsaufgabe®. Die zweite Gleichung (Entwicklung nach Spalten) folgt
wegen det A = det A? sofort.

5.3.8 Berechnung der inversen Matrix

Sel (@ij)nxn = A € Myyn(K) und (@ij)nxn == A durch a;; = det Aj;. Dann
gilt:

1. AA = (det A)1,y, = AA

2. Ist det A # 0, so ist A~! = (det A)~'A

35 Was man nicht kann, stellt man als Ubungsaufgabe - Sie sind schlieflich jiinger und
intelligenter!”
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BEISPIEL:

101
A= 1020
2 0 3
det A = 6—4=2
det Ay, = (=1)*-6
det A, = (=1)*-0
det A3 = (=1)*-(-4)
det Ayy = (=1)*-0
det Ay = (=1)*-1
det Ay3 = (=1)°-0
det Ay = (=1)*-(-2)
det A, = (=1)°-0
det A3 = (=1)%.2
i 6 0 —2
A = 0 1 0
—4 0 2
A7Y = 2714
3 0 -1
= 0 0,5 0
-2 0 1

BEWEIS:

1. Wir benutzen wie im Beweis von (5.3.7) die Determinantenfunktion f
auf K™. Sei (blj) = AA.

n

= g @i Ak
k=1
n

= Z ik det Ajk
k=1
n

= Zaikf<a1; ey @1, €y A1 ey )

k=1
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wobei aq, ..., a,, die Zeilenvektoren von A sind.

bij = al,.. a;— I,Zazkek,aﬁl,..., )
= fal,.. aj_ 1,az,a]+1,...,an)
. falls @ #j
N detA falls i =j
detA O 0
0 0 detA

Zweite Gleichung zeigt man mittels Ubergang zur Transposition (/IA)t =
AtA? = det A - I,,5,, Nun rechne wie oben.

2. folgt direkt, denn A(det A)~! = I,»,, = (det A)~1A.

5.3.9 Cramersche Regel

VORAUSSETZUNG: Sei tA = b ein lineare Gleichungssystem mit b =
(b1, ..., b,) € K™ und A € M50, (K) mit det A # 0.

BEHAUPTUNG: Y = (y1,...,y,) € K™ mit y; = (det A)~* Y 7_, by, - det Ay,
fir i € {1,...,n} die eindeutig bestimmte Losung dieses linearen Gleichungs-

systems.

BEWEIS: det A # 0 < A invertierbar < rg A = n = eindeutig losbar , es
bleibt zu zeigen: (yi, ..., yn) ist Losung.

Angenommen, yA L b. Dann ist > Vit = bj, wobel A = (a;j)nxn. Fiir jedes
7 gilt:

Z Yiti; = Z ((det A Z bk det Azkaw>

i

= (det A)” Z (bk Z a;ﬂam>
= (det A)_l . Z (bk Z det Aikaij>

k
= (detA)™'-b;det A
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Zur 3. Zeile: An der Stelle (k, j) der Matrix AA steht > det Ajpay;.
BEISPIEL:

TA = b
1 20
A = 2 1 2
0 21
b (1,1,1)
detA = 1—-4—-4=-7
detA11 = -3 —detAlg = =2 detAlg = 4
—detA21 = =2 detAgz = 1 —detA23 = =2
detA31 = 4 —detA32 = =2 detA33 = -3
1 1
= ——(-3-2+4)==
(71 7( +4) -
1 3
= ——(—2+1-2)=2
Yo 7( + ) -
1 1
= ——(4-2-3)==
Y3 7( ) 7
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6 Polynomringe

6.1 Definitionen fiir Ringe
Sei R eine nichtleere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen +,-. R heifst
Ring, falls gilt:
1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe
2. - ist assoziativ und beziiglich + distributiv d.h. (ab)e = a(bc) und
(a +b)c = ac + be sowie a(b+ ¢) = ab + ac fir alle a, b, c € R.

Ist - zusédtzlich kommutativ, so heilt R ein kommutativer Ring. Existiert
1 € Rmit 1z = 21 = z fiir x € R, so heilst R Ring mit Fins und 1 das
Einselement.

BEISPIEL:

e 7 ist ein kommutativer Ring mit 1.

e nZ ist ein kommutativer Ring.

Eine nichtleere Teilmenge von R heifst Teilring, falls sie beziiglich der Addition
und Multiplikation von R ein Ring ist.

Seien R und R Ringe und ¢ : R — R eine Abbildung. Dann heifit ¢ Ringho-

momorphismus, falls
(a+b)p=ap+bp A (ab)p =apbpV a,b€ R

Sei im folgenden K ein Korper. Sei F' die Menge aller Folgen (fy, ..., f1) mit
fi € K und (*) nur endlich viele der f; sind ungleich null (d.h. die Menge der
endlichen Folgen in K).

Setze 0 := (0,0,...) und 1 := (1,0,0,...).

Fir 0 # f = (fo,..., fi,...) € F sei grad f := max{i| f; # 0}, foraas heifst
Leitkoeffizient von f.

Wir definieren fiir f = (fo, ..., fi,...) und g = (go, .-, i, ---):
o f+g:="(fo+ 3o, fit i)

o f-g:=(coy..,Cp,...) mit ¢, = Ziﬂ.:n fig;
Seien f,g € F'\ {0}. Dann gilt (Gradgleichung):

e grad f + g < max{grad g, grad f}

e grad fg = grad f + grad g
Bezeichnung: Fiir n =0,...,1 und k € K setze 2" := (0, ...,0, 1, Stelle 0, ---)
(also zg = 1). Bezeichne zudem k := (k,0,0,...) (Damit: ,K C F*).
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6.2 Polynomring
Sei f € F, f = (koy....kn,...,). Dann ist f = > k;z', wobei m > n =
grad f.

(F,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1, der Polynomring iiber K, bezeichnet
mit K[x].

Anteil vom BEWEIS: 0 ist neutrales Element, (1, 0, 0, ...) ist Einselement,
zu f(fo,...) € F ist (—fo,...) das inverse Element, ...

6.3 Nullteilerfreiheit
SATZ: Seien f,g € K[x]. Dann gilt: fg=0< (f =0)V (g =0).

BEWEIS: mit der Gradgleichung

6.4 Euklidischer Algorithmus
SATZ: Seien f,g € K[X] und g # 0. Dann existieren p,q € K[z] mit
f =pg+ q, wobei ¢ = 0 oder grad g < grad g.

BEWEIS:
e Spezialfall f = 0, dann existieren p = ¢ = 0 mit f = pg + ¢
e Spezialfall f # 0 und grad f < grad g: Wéahle p =0 und ¢ = f.

e Sei im folgenden f # 0 und grad f > grad g. Beweis*® durch Induktion
nach grad f. Setze n := grad f, m := grad g. Sei a,, der Leitkoeflizient
von f und b,, der Leitkoeffizient von g.

Induktionsverankerung: Fiir n = 0 ist gradg = 0 und g € K*. Setze
p= fg~' und ¢ =0, dann ist pg +q = f.

Induktionsannahme: n > 0 und Behauptung richtig fiir alle Polynome
vom Grad n.

Induktionsschluf: Sei b := a,bt. Definiere f=7f- bz"™g. Dann
ist grad f < grad f. Mit der Induktionsannahme folgt:N f = pg+q,
wobei ¢ = 0 oder grad § < grad g. Daraus folgt: f = f + ba" g =
(}3 + ba:"_m)g + q. Wahle p :=p+ bx" ™ und ¢ := q.

36 Zu Hause, wenn es keiner sieht, kénnen Sie ja sogar arrogant sein!®
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6.5 (Haupt)Ideale

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Eine nichtleere Teilmenge I heifst Ideal
von R, falls gilt:

1. (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +)
2. RI={ri|reR,icl}=1

Ein Ideal von R heifst Hauptideal, falls ein » € I C R existiert mit rR = I.
Ist jedes Ideal von R Hauptideal, so heifst R Hauptidealring. BEISPIEL:

1. {0}, R sind Ideale
2. Sind I, J Ideale, so sind auch I NJ und I + J Ideale.
3. In Z sind 2Z Ideale (z € Z)

4. Allgemein: a € R, aR ist Ideal.

6.6 Hauptidealeigenschaften von K|z]
SATZ: K|x] ist Hauptidealring.

BEWEIS: Sei [ ein Ideal von K|z|. Zu zeigen: Es exisitiert ein g € K|[x] mit
I = Klx]g.

Ist I = {0}, soist [ = K[x]0.Seinun I # {0}. Sein := min{gradi | i € I\ {0}}.
Sei g € I mit grad g = n. Zu zeigen: I = Klz|g.

Sei f € I. Mit (6.4): es existieren p,q € K[z] mit f = pg+ q und (¢ =
0) V (grad ¢ < n). Es geniigt zu zeigen: ¢ € I, dann folgt: ¢ =0 = f = pg.

q=f—pgmit f € [ und pg € I, da I Gruppe: q € I.

6.7 Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, I Ideal von Rund R/I = {r + 1 | r € R}.
Dann werden durch

e (r+0)+("+1):=r+r)+1

o (r+0)(r'+1):=r'+1
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innere Verkniipfungen auf R/I definiert und R/I ist beziiglich dieser Ver-
kniipfungen ein Ring mit Einselement (1 + 7).

Die Abbildung ¢ : R — R/I mit r + r + [ ist ein surjektiver Ringhomomor-
phismus und heit natirliche (kanonische) Homomorphismus.

BEWEIS: Benutze das Argument aus (3.6.3): R/I ist die Menge der Aquiva-
lenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation

{(a,;b) e RxR| a—bel}

Seien r,r',h,h’ € Rund r +1 = h+ 1 und ' + I = h' + I. Damit folgt:
r —h,r" —h' € I. Dann folgt:

(r+ry+1 = (h+h)+1
rr' —hh' = rr' +rh" —r'h — hh'
= (r—h)yr'+h(r' = 1)
=rr —hh € I
=’ +1 = hh'+1

6.8 irreduzibel, neue Korper

BEZEICHNUNG?": Seien f,g,h € K[x] und grad f > 1. f heilt irreduzibel,
falls aus f = gh folgt, dals grad g = 0 oder grad h = 0.

SATZ: Sei f irreduzibel und I = K|z]f. Dann ist K|x]/I ein Korper.

BEISPIEL:

K = {0,1} =7,
{pe Kz]| gradp=1} = {z,x+1}
{peK[z]| gradp=2} = {a* 2 +z,2° +2+1,2°+1}
davon nicht irreduzibel: {22 2® + z,2° + 1}
g = 2*+x+1 (irreduzibel)
Klz]/K[zlg = {h+ Klz]g| (h=0)V (gradh < 2)}

BEWEIS: Sei g € K|[x] mit g+ [ # 0+ I. Es ist zu zeigen: g + I besitzt ein
Inverses. Gesucht ist h € Kx] mit (g+1)(h+1) = 1+1. Setze J = K[z|g+1.
J ist Ideal von Kz| mit f € I C J = J # {0}. Mit (6.6) folgt: es existiert
feK[z]mit J = K[z]f = 3w e K[z]mit f =wf. Da f irreduzibel:

37

man erinnere sich hier an den Vorschlag an die Politik zur Translation des Semesters
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e Angenommen: gradw =0 = w € K,w # 0= f =w'f € I =
Kzl]fCl=JCIl=g9geJCI=g+1=0+1

o Also gilt: gradf = 0= f e K,f #0 = J = K[z] und K[z]/I =
J/II=1+1cJ/l= FJve Kzlmit 1+ =vg+1=(v+1)(g+1) =
(94 I)(v+1I), wihle h :=v

6.9 Eindeutige Primfaktorzerlegung

VORAUSSETZUNG: Sei f € K[z, grad f > 1.

SATZ: Es existieren irreduzible Polynome fi, ..., f, € K[z| mit f = f1-fo - f;,
und diese Polynome sind bis auf die Reihenfolge und Muliplikation mit
Korperelementen eindeutig bestimmt. BEWEIS:

1. Existenz: Induktion nach dem Grad von f.
Induktionsverankerung fiir n = 1: folgt aus der Gradgleichung

Induktionsannahme: n > 1 und die Behauptung ist richtig fiir alle h
mit 1 < grad h < n.

Induktionsschluf: f irreduzibel = Behauptung. Angenommen, f sei
nicht irreduzibel. = 3 g,h € K[z] mit gradg > 1,gradh > 1 und
f = gh. Aus der Gradgleichung folgt: grad f = n = grad g+grad h. Dann
folgt: 1 < gradg < n und 1 < grad h < n, mit der Induktionsannahme
folgt: es existieren irreduzible g, ..., gs, b1, ...,y € KJz], so dak g =
g1---gsund h = hy---hy. Damit: f =gh=g¢1---gsh1--- hy.

2. Eindeutigkeit®®: Sei f = f1--- f, = f{ -+ f. wobei die f;, f! irreduzibel.
Sei Iy := Kz|f fir k= 1,...,7; sei Fy, := Klz|/Ig. Sei gy : K[z] — F}
kanonischer Homomorphismus.

for = figr-- fron

= fiok-- fuon
fror = fx+1

= 041, da frel

= fier- fopr = 0

38 ...soll ja keine Drohung sein, sondern soll Sie neugierig machen...
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F}, ist Korper nach (6.8), Fj, ist nullteilerfrei, d.h. 35 € {1, ..., s} mit
fipr = 0.

= fior = [;+L=0+1I
= f; € I
= 3g € Klz]mit fj = gfi

Da f] irreduzibel: Enweder grad fi, = 0 oder gradg = 0, da f aber
irreduzibel ist, ist grad g = 0. Damit: g € K

Wir haben gezeigt: Zu jedem k € {1,...,r} existiert j € {1, ..., s} mit

1 = apfr,ax € K. Wir kénnen also annehmen:

wobei fi, ..., f; die Eigenschaft haben:

fi & Klalfi fir i # j

Es bleibt zu zeigen: e; = € fiir i = 1, .., ¢.
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Angenommen, es existiert k£ € {1, ...,

0

ik
mit ¢y : K[z

t} mit ey # ¢}, 0.B.d.A e, > ¢},

(117 - (117
() - (1)
- (1) - (1)

1

itk

€ K[l’]fk = [k

€ K[z fx

Klz]/Ix

<H f:;) Pk
itk

t

H (fi@k)e;

itk

Aufgrund der Nullteilerfreiheit existiert ein j mit j # k und f;ox = 0.

Daraus folgt: f; € Ix =

K[z fx, das ist ein Widerspruchzu j # k.

6.10 Einsetzhomomorphismus, Nullstellen

Sei a € K. Sei zudem der folgende Einsetzhomomorphismus definiert:

g @ K[z] — K mit f —ka — f(a

Zk’a
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Seien Y " kit Y hiat € Klx.
(Z kix' + Z hzx2> Dq
i=0 =0
— (Z(k, + hﬂx’) ©Oq

=0
n

= ) (ki +hy)d’

1=0

=0 =0
- (z k) vt (z h) ;
1=0 1=0

Fiir Multiplikation genauso. Sei f € K[z] und a € K. a heifst Nullstelle von
f, falls f(a) =0

6.11 Zerlegung in Linearfaktoren, Vielfachheit

DEFINITION: Sei a Nullstelle von f, dann heifst x — a Linearfaktor von f.

SATZ: Sei 0 # f € K|z], und seien ay, ..., a,, paarweise verschiedene Nullstel-

len von f. Dann gilt n < grad f, und es existiert h € K[x] mit f = h [[(x—a;)
i=1

BEWEIS: Sei g := = — a,. Euklidischer Algorithmus: es existiert p € K|z
und ¢ € Klz| mit ¢ = 0 oder gradq < gradg = 1 mit f = pg + ¢, d.h. in
diesem Fall ¢ = 0 oder grad ¢ = 0.

Angenommen, g # 0. f(a,) = p(an)g(an) + q(an). Da g(an) = f(an) = 0 ist,
folgt: g(a,) = 0 = ¢ = 0Damit ist ¢ = 0, also: f = pg.

Sei a; # a,, dann folgt: g(a;) = a; — a, # 0. Es ist also a; keine Nulstelle
von g fiir j # n. Da aber f(a;) = 0 ist, muf p(a;) = 0 sein fiir alle j < n, d.h.
ai, ..., a,_1 sind Nullstellen von p.

n—1

Durch Induktion nach dem Grad von f folgt: p = h [[(z — a;), also f =
i=1

n

h]](x— a;).

i=1
Sei r, := max {m € N | (x — a)™ ist Faktor von f}. Dann heift r, die Viel-
fachheit der Nullstelle a.

82



6.12 Korper der rationalen Funktionen

Zur Erinnerung ans Verfahren: (a,b) € Z x (Z \ {0}) mit (a,b) ~ (a’, V) :&
ab/ = ba’; dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, die Aquivalenzklassen 7= (a,b)
mit (a,b) + (¢,d) := (ad + ¢b, bd) und (a,b) - (¢,d) := (ac, bd) definieren die

rationalen Zahlen.

DEFINITION: (f,0) € K[s] x (K[s]\ {0}) mit (f,9) ~ (f'.¢) 6> [ =
gf’; dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, die Aquivalenzklasse von (f,g) ist
(f,g), die Menge der Aquivalenzklassen ist K (z); definiere Verkniipfungen

(fs9) + (b, 1) == (fl + hg, gl) und (f,g) - (b, 1) == (fh, gl).
BEHAUPTUNG: die Verkniipfungen sind wohldefiniert.

BEWEIS: Seien (f,g9) = (f',¢') und (h,1) = (W,l'), d.h. f¢’ = gf" und
hl' =11

(f,9)+ (h,l) = (fl+hg,gl)
(f/M = (JU+Wg, gl
zu zeigen: (fl+ hg, gl) (f'U+ng, gl
(fl+hg)gl! = flg'l! +hgg'l
= (fgH W)+ (W) (99")
= (gf)') + (Ih)(g9")
(S +1'g)gl

Damit ist (K (z), +) eine abelsche Gruppe mit Nullelement (0, 1) und inversem
Element (—f,g), da

(f,9)-(=f,9)=(fg— fg,99) = (0,1)

Weitere Eigenschaften analog, somit ist (K (z), +,
Funktionen tiber K. Zudem soll gelten: Kz| C
€ Klz]

der Korper der rationalen

)
K (x) mittels f:= (f,1) fiir
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7 Das Minimalpolynom einer linearen Abbil-
dung

Sei K ein Korper, V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K und
¢ € Hom(V, V). Hom(V, V) ist ein Vektorraum iiber K, Hom(V, V) ist zudem
ein Ring mit 1%,

e Addition: v(a+ ) :=va 4+ vf (mit v € V und «, § € Hom(V, V)
e Skalarmultiplikation: v(ka) := k(va) (mit k € K,v € Hom(V,V))
e Multiplikation: v(af3) := (va)3

K|[z] ist Polynomring iiber K, also kommutativ mit 1, nullteilerfrei und
Hauptideal. Y7 ; ki’ € Hom(V, V) (mit k; € K; beachte: ¢° := id).

y Kl — Hom(V, V)

o Z kix® — Z ki
=0 i=0

Die Abbildung s, ist sowohl Vektorraum-Homomorphismus wie auch Ringho-
momorphismus.

Bezeichnung: K{[y] := Bild p,,; Insbesondere ist K[p] ein kommutativer Ring.

7.1 Elementare Eigenschaft von Ringhomomorphismen
Seien R, R Ringe und 1 : R — R ein Ringhomomorphismus.

e Ist / ein Ideal von R, so ist das Bild /¢ ein Ideal von Re.

e Ist I ein Ideal von R, so ist das Urbild Iz~! ein Ideal von R.

Wiederholung Idealeigenschaften: I ist Ideal von R, wenn I + 1 C [ und
RI C I (und IR C I, falls R nicht kommutativ).

BEWEIS:

e Seien a,b € I. Zu zeigen: ap + bu € Ip. Es gilt: ap + by = (a + b)u Da
(a+b)el,ist (a+b)u € Iu.
Seien nun a € I,r € R. Zu zeigen: (ru)(ap) € Iu. Es gilt: (ru)(ap) =
(ra)u. Da ra € 1, ist (ra)u € I (andere Richtung analog).

39Gtrukturen, die gleichzeitig Vektorraum und Ring sind, heifen Algebra.
07,-1 .= {a €ER|ape f}
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e Seien a,b e Ip!, d.h. EIELEJiunEilN)G [ mit app = a und buzg. Es
gilt: (a +b)u = ap+bu=a+b € I, damit ist (a +0b) € [u™t.

Seien nun a € Iy, r € R. Es gilt: (ra)p = (rp)(ap), weiterhin ru € R
und ap € I, damit (rp)(ap) € I (andere Richtung analog).

7.2 Annulatoren

Sei) £U CV.Seily :={a € Klp] | Ua = {0}}. Iy ist Ideal von K[p]. Also
ist Iyp~! Ideal von Klx], das Urbild heift Annulatorideal von U (beziiglich
), geschrieben Ann,(U).

Gilt U CU' CV, soist Ann,(U’) € Ann,(U).

K{z] ist Hauptidealring: Es existiert m,(U) € Ann,(U) mit Ann,(U) =
K[z|m,(U). Eindeutig ist m,(U) bestimmt, wenn wir verlangen, dak es
entweder 0 ist oder Leitkoeffizient 1 hat. Dann nennen wir m,(U) den ¢-
Annulator von U.

Fir U =V heift m, := m, (V') das Minimalpolynom von .
Einfache Beispiele:

1. V ={0}; damit ist Hom(V, V) = {0}; Ann, (V) = K[z]; m, = 1-2° = 1;

grad my, = 0.
2. Ann, (V) = K{z|; also m, = 1; damit m,(p) = id, also V = {0}
Es gilt also: gradm, = 0 < V = {0}.
3. Sei V # {0} und ¢ = 0; Ann, (V) = Kz]z; my, = x; my(p) = .
4. Sei V # {0} und ¢ =1id; d.h. ¢ —id =0, also (z — 1) € Ann, (V') und

mwzx—l

5. Sei V # {0} und vp = kv fiir ein 0 # v € V und ein k € K; die 1 ist
nicht in Ann,(v). Es gilt: vo — kv = 0 = vp — v(k¢®) = v(p — k),
also ist z — k € Ann,(v). Damit ist auch schon m,(v) =z — k.

7.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume

7.3.1 Existenz/Erzeugung von Annulatoren

Sei ) # U C V. Dann ist Ann,(U) # {0}. Insbesondere ist Ann, (V') # {0}.

BEWEIS: Es gilt: Ann, (V') C Ann,(U); es gentigt also zu zeigen: Ann, (V') #
{0} zu zeigen.
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e Ist V = {0}, dann ist Ann, (V') = Klz] # {0}.

e Sei V # {0} und 0 # v € V, und sei n := dim V(> 1). Die Elemente
v’ ..., vp™ (n+1 Stiick) sind linear abhéngig. Es existieren ko, ..., k,, €
K, nicht alle null, mit > kv’ = 0.

D.h. v (Y1, ki¢') = 0. Damit: > k;z' € Ann,(v).
VORAUSSETZUNG: Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Eben gesehen: Ann,,(v;) #
{0}. Seien my(v;) =: m; die entsprechenden Annullatoren. Sei m := ﬁ m; # 0
(Nullteilerfreiheit). .
BEHAUPTUNG: m € Ann, (V)

BEWEIS: Es gentigt zu zeigen: v;m(p) =0V i=1,...,n. Es gilt:

vim(p) = v [[mi(e)

j=

= vmi(e) [[ms(e)

JFi

= 0][mi(p) =0
i
Damit ist m € Ann, (V) und somit Ann, (V) # {0}.

7.3.2 Definition von Eigenwert, -vektor und -rdumen

Sei k € K. Dann sind dquivalent:

1. k ist Nullstelle von m,,

2. Es existiert 0 # v € V mit vy = kv.
BEWEIS:

»=" k ist also Nullstelle von m,,. Damit ist*! m, = (z —k)h fiir ein h € K|x]
mit grad h < grad m,,. Wegen grad h < grad m,, gilt: h ¢ Ann,(V), d.h.
30 # w e V mit wh(p) # 0. Setze v := wh(yp).

0 = wmy(yp)
= wh(p)(p —k-id)
= v(p—Fk-id)
= vp —v(k-id)
=vp = kv

4offiziell 6.7/bei mir 6.11
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»<=" Es existiert 0 # v € V mit vp = kv. my, (x — k) € Ann,(v) und
r—k = my,, (siche Beispiel). Damit existiert & € K|[z] mit m, = (z—k)h
(Hauptidealeigenschaften). Damit ist & eine Nullstelle von m,.

DEFINITION:

o k € K heilkt Figenwert von ¢, falls eine der gerade als dquivalenten

bewiesenen Aussagen fiir k gilt.

e Ist k£ Eigenwert von ¢, so heifst ein v € V mit v # 0 und vy = kv
Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert k.

o V(k)={veV | vp=kv} heifst Figenraum von ¢ zum Eigenwert k.
Beachte: V (k) ist Unterraum von V, und es gilt: V(k)p C V(k) (da fur
w € V(k) gilt: (w)p = (kw)p = k(wep)).

BEISPIELE fiir V # {0}:
e ¢ = id: Eigenwert ist 1, denn vy = v = 1v; dies ist auch der einzige
Eigenwert von ¢. Der Eigenraum: V(1) = V.

e o = 0: der einzige Eigenwert ist 0, V(0) = V.42

e © =k -id: der einzige Eigenwert ist k, V (k) = V.

e det ¢ = 0: Eigenwert 0, Eigenraum: V' (0) = Kern ¢ # {0}.

e Sei 0 Eigenwert von ¢. Dann folgt: Kern ¢ # {0} = det ¢ = 0.

e K = C, Basis v1,v5 von V und vipp = vy sowie vyp = —v;. Seien
k‘, ]{?1, ko € K mit (k'11)1 + k‘Q’Ug)gO = ]{?(k’l’Ul -+ k‘zvg).

(k1vr + kava)p = (k1) + (kovo)e
= kyvy — kotn
= kkyvy + kkovo)
=k = kko
AN—ky = kky
= —ky = K’k
Daraus folgt entweder ks = 0 und damit auch k; = 0, also kjvy + kove = 0,
oder k = 41, dann ist k; = Fik,.
o V(i) ={h(v;—1vy) | he K}

o V(—i)={h(v;+im) | heK}

42 Ein Physiker wiirde sagen: super, klappt immer, es gibt immer nur einen Eigenwert
und der Eigenraum ist immer gleich V*
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7.3.3 Unabhéangigkeit von Eigenvektoren, Anzahl der Eigenwerte

Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ und vy, ..., v, entspre-
chende Eigenvektoren. Dann sind vy, ..., v, linear unabhéngig. Insbesondere
existieren hochstens dim V' verschiedene Eigenwerte von ¢.

BEWEIS: Angenommen, v; bis v, sind linear abhéngig, d.h. es existieren
ki, ...,k, € K, nicht alle gleich null, mit > | k;v; = 0.

Seien ky, ..., k, € K (r <n) nicht alle Null mit »_’_, k;v; = 0 und r minimal
mit dieser Eigenschaft. Damit ist k. # 0 und r > 2.

0 = a, i kiv; — (i kﬂ)@') %
i=1 i=1

= i CLT]{?Z'Ui - (i k:iaivi>
i=1 i=1

T

= Z(ar — a;)kwv;

i=1

r—1
= (ar - ar)krUT + Z(CLT - ai)kivi
=1

r—1

= (ar - ai)kﬂ)i
1

i

Mit der Minimalitit von r: (a, — a;)k; = 0 fiir ein ¢ = 1,...,r — 1; zudem
a, —a; #0 (da a, # a;), alsoist k; =0 fir i = 1,...,r — 1. Also ist k, = 0 im
Widerspruch zur Wahl der k;.
7.4 Direkte Summen und Diagonalisierbarkeit
7.4.1 Direkte Summe
Seien Vi, ..., V,, Unterrdume von V. Gilt

L V=>%",V,und

2. Vi Z#ivj = {0}
Dann heifst V' die direkte Summe der Unterrdume Vi, ..., V,,. In Zeichen:

V:%@...@Vn:@vi
i=1
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7.4.2 Kriterien fiir direkte Summen

Seien V4, ..., V,, Unterrdume von V und V' = >"" | V;. Dann sind &quivalent:
(a) V=V
i=1

(b) Zu jedem v € V und i € {1,...,n} existiert genau ein v; € V; mit
U=

(c) Seien 0 # v; € V; fiir i = 1, ...,n. Dann sind die Elemente vy, ..., v, linear

unabhéngig.
(d) dimV =>""  dimV;
BEWEIS:

(a) = (b) Sei v € V, selen v;,v; € V; und v = >0 v; = Y., vj. Zu zeigen:
v; = v, Vi. Es gilt:

Viavi—v;:Zv;—vjeZVj
i#j 7]
Damit ist nach Definition der direkten Summe: v; —v; € VN, Vi =
{0}, also v; = v..

(b) = (c) Seien 0 # v; € Vi, i = 1,...,n. Seien ky, ...k, € K mit >  kv; = 0.
Zu zeigen: ky = ... = k, = 0. Es gilt: k;v; € V;. Nach Voraussetzung
ist 0 € V nur auf eine Weise als Kombination der Elemente aller V;
darstellbar, also Oy = Oy, + ... + 0y, damit k;v; = 0 fiir alle 4.

(¢) = (d) Wéhle B; als Basis von V; fiir alle i = 1,...,n. Setze B := (J B;. Dann
i=1
ist

BN JBi=0=|B|=)_|B] :Zn:dimvi
=1

i i=1
Es geniigt zu zeigen: B ist Basis von V. (B) > (B;) fir allei = 1, ..., n.
Damit gilt: V =>"._ nV; <(B) <V.

Sei ky € K, b€ Bund ), _p kb = 0. Dann ist

0= hkb+..+ > kb

beB; beB,,
———
2%} cVn

Nach Voraussetzung ist Zbe B k, = 0V 1. B; ist Basis von V;, also linear
unabhéngig. Also ist k, =0V be B; V1
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(d) = (a) Es ist zu zeigen: V;N 3", V; = {0} Esist V.= V; + .. V;. Mit
Dimensionsformel folgt:

dimV = dimV;+ dim (ng) — dim (w N ZVJ)
J#i J#

< dimV;+ ) V; —dim (VmZVJ)

JF J#i

= dimv—dim<mmZVj>
i
=0 = dim(%ﬂZV])

J#i

7.4.3 Direkte Summe der Eigenrdume

Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Eigenwerte von . Dann gilt:
Z V(a;)) =V(a) ® ... & V(ay,)
i=1

BEWEIS: Wende (7.3.3) und (7.4.2) (c) = (a) an.

7.4.4 Teiler, teilerfremd

g,h € K[x]. Wir sagen g teilt h, falls ein u € K|x] existiert mit h = gu (in
Zeichen glh). Seien g, h € Kz] \ K. Dann heifsen g und h teilerfremd, falls
kein v € K[z] \ K existiert mit u|g und ulh.

7.4.5 Kern von zwei Teilern von Polynomen auf Abbildungen
Seien g1, g2 € K|x] \ K teilerfremd und f := g;¢2. Dann gilt:
Kern f(¢) = Kern g;(¢) @ Kern ga(¢)

BEWEIS: Setze W := Kern f(¢) und W; := Kern g;(¢). Sei w € Wy N Ws.
Sei h = m,(W).

e Beachte: Wip < W;, denn ¢g;(¢) = gi(¢)p. Insbesondere W;g;(p) <
Wi.

90



e g1,92 € K[x]- h;es gilt: 0 = wh(yp), h|lg: und h|gy. Mit der Teilerfremd-
heit von g1, g, folgt: h € K. Damit: 0 = wh(yp) = hw. Da h # 0 folgt:
w = 0. Damit ist Wy N W, = {0}.

e Es bleibt zu zeigen: W = W; 4+ W,. Doppelte Inklusion:

»C* Sei v € W. Setze vy := vga(p) und vy := vg; (). Dann gilt:

v19i(p) = vg2(gi(p) = vf(e) =0

Damit ist v; € W, genauso vy € Wa. g;(p) : W; — W ist fiir
i # j eine injektive lineare Abbildung, denn Kern g;(¢) N W, =
W; N W; = {0}. Da W; endlich dimensional ist, ist g;(¢) auch
surjektiv (damit bijektiv).

Also existiert ein v; € W; mit v}gi(p) = v;. Sei u == v — v — vy.

Dann ist
ugi(e) = vgi(p) —v1g1(p) —vyg1(p) =0
—— T ——
=V = =V
uga(p) = vg2(p) —vV1g2(p) —v392(p) =0
—— —— H?]—/
=v1 =v1 =

Damit folgt: u € Kern g;(¢) NKern g2() = {0}, also u = 0. Damit
ist v="0] +v) =0ve W, + W, also W C W, + Wj.

2 Wif (0) = Wigi(¢)ga() = {0}, damit W; € W
7.4.6 Kern von mehreren Teilern von Polynomen auf Abbildun-
gen

Seien gy, ..., g, paarweise teilerfremde Polynome aus K[x] und f = g; - ... - gy.
Dann gilt:

Kern f(p) = @ Kern g;(¢)
i—1

BEWEIS: Induktion nach n:
e Verankerung: trivial fiir n = 1, fiir n = 2 gerade gezeigt.
e Annahme: Sei n > 3 und die Behauptung richtig fiir n — 1.

e Schluf: Setze h; = [] g;. Nach [6.6] sind h; und g; teilerfremd. Dann ist
JFi
Kern f(p) = Kern g;(¢) @ Kern hy(¢). Mit der Induktionsannahme ist

Kern h;(¢) = @ Kern g;(p). Damit ist Kern f(¢) = @, Kern g;(¢).
J#
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7.4.7 Diagonalisierbarkeit

¢ heifl diagonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert, so dafs M (p, B, B)
eine Diagonalmatrix ist (d.h. nur in der Diagonalen stehen Koeffizienten
ungleich 0).% Damit gilt fiir b; € B: bjp = a;b;. Damit ist ¢ genau dann
diagonalisierbar, wenn V' eine Basis von Eigenvektoren von ¢ besitzt.

7.4.8 Diagonalisierbarkeitskriterium

@ ist genau dann diagonalisierbar, wenn es paarweise verschiedene Eigenwerte
ai, ...,a, von @ gibt mit
my = H r(z — a;)
i=i

BEWEIS:

,=" Sei ¢ diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis von Eigenvektoren.
Sei a; der Eigenwert zu v; fiir i = 1,...,n. Sei die Numerierung** und
r so gewdhlt, dak ay,...,a, paarweise verschieden und {ay,..,a,} =
{ai,...,a,}. Es gilt V(a;) = Kern(p — a; - id) wegen

w € Kern(p —a;-id) © w(p—a;-id) =0 wp =a;-w < w € V(a;)
Sei g := [[(z — a;). Dann gilt (mit j so gewdhlt, daf v; Eigenvektor zu
i=1
a;):
ug(p) = ule —a;-id) [ [(¢ — ai-id) = 0
i#]

Damit ist Kern g(p) = V. Wir haben gezeigt: g € K[z]m,, d.h. m,|g.
Nach (6.7) und Definition von Eigenwert gilt auch g|m,,. Insbesondere:
grad g = grad my,, beide haben Leitkoeffizient 1, also g = m,,.

Noch mal ausfiihrlicher: g = hm,, und m, = K¢ fiir je ein h, h' € K|[z],
mit Gradgleichung: h,h’ € K, da beide Leitkoeffizient 1 haben: h =
n=1.
»<=“ Sei my, = [[(x — a;) und a4, ...,a, paarweise verschieden. Beachte:
i=1
(x —ay), ..., (x — a,) sind paarweise teilerfremd. Nach (7.4.6) ist

V = Kernmy(p)
= Kern(p —a; -id) @ ... ® Kern(p — a, - id)
= Vi) ®..eV(a,)

43 Zweites Semester sind sie jetzt... ich ja auch.”
4 Wie wird heutzutage Num(m)erierung geschrieben? Mit zwei m? Ach, das ist mir
egall®
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Sei B; Basis von V(a;) fir i = 1,...,r, damit ist |J B; =: B Menge von
Eigenvektoren und (B) = V. Mit (7.4.2) ist B linear unabhéngig.

7.5 Das charakteristische Polynom

Sei n := dimV > 1. Es ist K C Klz] C K(x) (Korper der rationalen
Funktionen)*. Sei B Basis von V und A := M (p, B, B). Dann ist

r—amy - —Q1n
=xIpwn — A E Myun(K(x))

—Qnp1 o T Qpp

DEFINITION:
foi=det(zl,xn, — A) € K(x)

Sei B’ eine weitere Basis, dann gilt:

U = M(id, B, B)

Ut = M(@d,B,B)
U™ = I
M(p,B''B)Y = U-M(p,B,B) -U"
det(xl,un — UAU™Y) = detU(alyun — AU

= detU -det(xl,, — A)-detU*
= detU-detU ' -det(xl,y, — A)
det Iy - det(xlupn — A)
1-det(zlysn — A)

det(xlyun — A)

= f,

Damit ist f, unabhéngig von der Basis, f, heift das charakteristische Poly-
nom.

45 Wenn sie das erstmal haben, haben sie mehr zum Spielen - wie im Sandkasten!”
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Sei 21y xn — A =1 B = (bjj)nxn. Dann ist

det B = Z sgno) (Hb”or)

€Sy
= Hbz-ﬁ— Z (sgno) (Hsz(f)
i=1 1#0€Sy,
= H(x—aii)—i— Z sgno) (H%O’)
i=1 1#0€Sn
WV N TV
gradn grad<n
Beachte: b;; = —a;; fiir i # j und b; = = — a;;. Damit ist det B € K|z,
grad f, = n, Leitkoeffizient 1!
Beispiel:
1.
0 0 1 1
0 1 0 0
A:=M(p,B,B) = 0 -1 0 —1
0O 1 1 2
z 0 -1 -1
0O z—1 O 0
o =4 =g L
O -1 -1 xz—2
r —1 -1
detxlyup —A = (z—1)-det| 0 =z 1
0 -1 z-2

(x_l).x.det(_xl xi2)

r—1)-z-(2* =22 +1)
= z-(z—1)°
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4 —6 -15
A = 0 1 0
1 -2 —4
r—4 6 15
ol,wn — A = 0 r—1 0

-1 2 r+4

z—4 15
detxl,x, — A = (x—l)-det( 1 x+4)

SRRCERMCCE)
= (=D +1)

7.5.1 Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Sei a € K. a ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn a Nullstelle des Charak-
teristischen Polynoms f,.

BEWEIS: Sei k € K. Dann ist
fcp(k) = det(k'[nxn_M<90aBaB))
= det(M(k-id, B, B) — M(y, B, B))
= det(k-id — ¢)
fola) = 0=det(a-id — )
Damit ist (a-id — ¢) nicht invertierbar, damit ist Kern(a -id — ¢) # {0}, also

existiert von 0 # v € V mit v(a -id — ¢) = 0. Damit existiert ein 0 # v € V
mit va = v, also ist a Kigenwert. Alle Schritte des Beweises sind dquivalent.

7.5.2 Char. Polynom im invarianten Unter- und Faktorraum

Sei U <V Unterraum. U heilt p-invariant, falls Up C U.

Sei U ein ¢-invarianter Unterraum. Sei ¢|y die Einschréankung von ¢ auf U.

Dann ist o[y, die auf V/U induzierte lineare Abbildung:
QO‘V/UIU—FUHU(,O—FU

Es gilt:
st = f@lU ) f<P|V/U und M|y - Mylyy € K[x]mw
BEWEIS: Fiir U = {0} offensichtlich. Sei dimU =:r > 1.

Sei B := {by,...,bs,b,41,...,b,} eine Basis von V (mit n := dim V'), wobei
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By := {bi,...,b.} eine Basis von U ist. Sei B, = (B\ By) +U = {b,_1 +
U,...b, + U}.

M(p,B,B) = <é B)EMW”(K)

A = M(90|U7BI>BI) EMTXT(K)
D = M(@’V/UaBbBl) S Mnfrxnfr(K)

A0
IIHXH_M(SO7B7B) = <C/ D/)
folp = det(xl,y, — A)
A/
f‘P‘V/U - det(gln—rxn—'r_D/)
D/

Entwicklungssatz f@ — det A/ . det D/

= f@\U ’ f@|V/U
(M), - msoIV/U)(SD) = m‘P|V/U(<'D) - Mgl ()
Um‘P‘V/U(SO) mwlU((p) =0
eU

7.5.3 Matrix mit Minimalpolynom = char. Pol

Sei dimV > 1, r := gradm,, und m,, = ZZZO a;x'. Es existiert ein v € V mit
V = (v¢']i € N). Dann ist dimV = r und B = {vy’, ...,vp" "} eine Basis
von V und es gilt:

M(p,B,B) =

0 0 0 0 0 1
—Gp —a1 —az —as - —0ap-1

BEWEIS: Beachte r > 1. Es gilt: m, ,(v) = ¢"m., ,(¢), d.h.

0 = vmy(p) 9" = (V" )mp(¥)
0
Damit ist my,, € K[z]m,, also my|m,,. Andererseits: m, € K[z|m,, d.h.

My |My,. Damit gilt: my, = my,,
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Als nichstes zeigen wir: v’ ..., 00" sind linear unabhingig. Seien w =

"Lk (vp?) eine Linearkombination mit k; € K. Sei g := S} k;2%. Dann
> imo Ki(ve 9 i=0
ist w = vg(p).

Genau dann ist w = 0, wenn g € Ann,(v) = K[z|mg, = K[z]m,. Damit ist
g = 0 oder r = gradm, < gradg = r — 1, der zweite Fall kann nicht sein.
Damit ist g = 0, also kg = ... = k,_; = 0, also v¢?, ..., " ! linear unabhingig.

Angenommen, V > W := (v, ..., vp" 1), Es existiert ein vk € V \ W, sei
zusitzlich k& minimal mit dieser Eigenschaft. Es ist & > r. Das Element vp" !
liegt wegen der Minimalitdt von k£ in W. Damit existiert eine Linearkombina-
tion:

r—1
vt = Zhiv@i
i=0
r—1
(0" Ny = (Z hiwz) P
i=0
= thel?ﬂpi
i=1
= .. +h,_1vp
ew
= h._jvp" ¢ W
#0
v ¢ W
Da k minimal ist, ist k = r.
0 = wvmy(p)
r—1
= Zaivtp + a, vy
=0 -1
r—1
v = — Zawg&’ eWw
i=0

Damit ist vp" € W, Widerspruch, also ist es eine Basis.

Wir haben gezeigt: B = {vy?, ...,vp" 1} ist eine Basis von V. Die Matrix ist
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direkt zu berechnen. Das charakteristische Polynom:

fo

= det(zl,«; — M(p, B, B))

z -1 0 0 0
0 = -1 0 0
gt 00w -1 0
: : 0
0 0 0 0 =« -1
ag a1 Qo a3 T+ a1
-1 0 0 0
z -1 0 0
= (=) Mag-det| 0 =z -1 0 | +(=1)""%as -det(...) ...
0 a:;l
0 0 0 =z -1

ag

= at+axr+..+a_x7 2"

7.5.4 Satz von Cayley-Hamilton

Das charakteristische Polynom liegt im von Minimalpolynom erzeugten Haupt-
ideal des Polynomrings

fo € K[z]my,d.h.f(¢) =0

BeEwEIS: Induktion nach dim V:

e Induktionsanfang: dimV = 1, dann V = (v), zudem vy = kv fiir ein
ke K, d.h. k ist Eigenwert von ¢; f, =z — k =m,,

e Induktionsannahme: Sei dim V' > 2 und die Behauptung richtig fiir alle
Vektorraume der Dimension kleiner dim V.

e Induktionsschluf: Es existiert v € V mit V = (v¢'|i € N), so folgt
my, = f, aus (7.5.3). Also konnen wir annehmen: Fiir 0 # v € Vist U :=
(vp'li € N) ein echter Unterraum von V', der ¢-invariant ist. Da U ein
echter Unterraum ist, gilt nach Induktionsannahme: F,, € K{z]m,y,.
Dimensionssatz: dim V/U < dim V. Wieder mit Induktionsannahme:

f<pV/U = K[I]ms&wu-
f“p - fW|U ' f‘pV/U € K[l‘} "Moyly - Mey,y - K[ZB] "My
——

eK[z|m,
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7.6 Bemerkung iiber unendlichdimensionale Vektorrau-
me
Z.B. V := K[z] ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum tiber K.

BEWEIS: Annahme, V sei endlich. Sei fi, ..., f,, endliche Basis, dann hat ein
Polynom g = > | k; fi den Grad < max{grad f;}, damit kann ¢ - = nicht
existieren.

Sei g ¢ K fest gewdhlt aus K'[z]|. Dann gilt: (fi+f2)g = fig+ fogund (kf1)g =
k(fig). Beachte daher die lineare Abbildung ¢, : f — fg (Rechtsmultiplikati-
on). Was ist m,,? Suche Annulatorideal Ann,, (V) = {f € K[z]| f(¢,) =0}

Sei f =31 k', h € K[z], dann ist
hf(pg) = h (Z wg)
=0
= D _kihy,
1=0
= Y kihg'
=0

Daraus folgt: f = 0, also Ann, (V) = {0}, also m, = 0.

Daraus ergibt sich folgende allgemeingiiltige Definition (also fiir endlich- und
unendlichdimensionale Vektorrdume) fiir Eigenwerte: k heifst Eigenwert von
@ falls v # 0 € V existiert mit vy = kv.
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8 Normalform linearer Abbildungen

Sei K Korper, V' endlichdimenstionaler Vektorraum und ¢ € Hom(V, V).

8.1 invariant, zyklisch, unzerlegbar

Sei U ein p-invarianter Unterraum von V. U heilst ¢-zyklisch, falls v € U
mit U = (vy'li € N). Zudem heikt U p-unzerlegbar®, falls U nicht direkte
Summe von echten (d.h. # U) ¢-invarianten Unterrdumen ist.

Sei U ein p-zyklischer Unterraum, W ein @-invarianter Unterraum von U.
Dann folgt: U/W = (v¢' + Wi € N) ist ¢y w-zyklisch.

Sei 1 € Hom(V, V) mit ¢ vertauschbar, d.h. p1p = ¢ (z.B. wenn 1 = g(p)
fiir ein k& € K|[z]). Dann ist

Uy = <vgpi1/1|i'€N>
= (()¢'li € N)

Damit ist U wieder ¢-zyklisch. Beispiele:

e Der Vektorraum (Z/27)? (kanonische Basis {e1, ep}) ist fiir e;p = ¢;
und esp = e1 + es p-unzerlegbar und ¢-zyklisch.

e Der Vektorraum (Z/37)? (kanonische Basis {e1, ep}) ist fiir e;p = ¢;
und esp = —ey nicht p-unzerlegbar, aber p-zyklisch.

8.2 Zerlegung in ¢-zyklische Unterraume
8.2.1 direkte Summe p-unzerlegbarer Unterrdume

V' ist direkte Summe @-unzerlegbarer Unterrdume.

BEWEIS: Induktion nach dim V. Ist V' ¢-unzerlegbar, so gilt die Behauptung.
Sei V' nicht p-unzerlegbar. D.h. V' = A; @& A, fiir zwei p-invariante echte
Unterrdume A;, As. Also: dim A; < dim V. Nach Induktion ist A; = B, &
. ®Bsund Ay = C1 @ ... Cy, wobei C; und B; ¢p-unzerlegbar sind. Damit ist

V =(B1®...0Bs)®(C1@...®C;), Klammern kénnen nach (7.4.2) weggelassen

werden, denn dim V/ (742) dim A; + dim A, (742) Yoo, dim B; + 2221 dim C}

46 Hm, ich seh’ schon, das ist gar kein Gegenbeispiel - OK, dann ist es halt ein Beispiel.*
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8.2.2 Minimalpolynom unzerlegbarer Vektorraume

Sei V' # {0} ein p-unzerlegbarer Vektorraum. Dann ist m, = f¢ fiir ein
irreduzibles Polynom von f € K[z] und ein e € N.

BEWEIS: folgt aus (6.6) und (7.4.6): m, = [[\_, f{*, zudem f, ..., f, sind

i=1Ji
paarweise telerfremde irreduzible Polynome. Angenommen, r > 1 und h =
IT—, f{. Dannist g = f{*, d.h. m, = gh und g, h sind teilerfremd. Mit (7.4.6)

ist V' = Kern g(p) ®Kern h(yp), das ist ein Widerspruch zur p-Unzerlegbarkeit.

8.2.3 Bild/Kern von Faktoren des Minimalpolynoms

Sei V' p-zyklisch und m, = gh mit g,h € K[z]. Dann ist Bild g(y) =
Kern h(p) und fi,.,,. ., = ch fiir ein ¢ € K. Auferdem hat jeder Eigenraum
von ¢ Dimension 1.

BEWEIS: Es existiert v € V mit V = (vp'li € N). Sei U := Bild g(¢).
Die Rdume V/U und U sind wieder ¢-zyklisch. Mit (7.5.3) angewandt auf
V,U,V/U gilt:

Lomg = fo, Mgy = folu, Moy ,y = fSDV/U

2. Mlt (752) gh — mgp - fgp - f<p|U.fgov/U = mW|Um<PV/U
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VIiUg(pviy) = &@—FU veV
= {0}
Uh(p) = {vg(p)h(p) | veV}
= {vmy(p) | veV}

= {0}
=g € K[x]mAOV/U
Aho€  Klxlmyy,
= gradg > gradmy,
Agradh > gradmy,
gradgh = gradg—+ gradh
= gradm,,
= gradmy,,, + gradme,
= gradg = gradmy, ,

Agradh = gradmyg,

Insbesondere ist h = cmy, fiir ein ¢ € K. Es ist

grad h = grad my,,, (723 dim U
Genauso ist (mit g und h vertauscht)

grad g = dim Bild h(p)

dimV =" gradm,
= gradg+gradh
= dim Bild h(¢) 4+ dim Kern h(¢p)
=gradh = dimKernh(y)
= dimU

Aus (3) folgt: U < Kern h(y), also U = Kern h(yp).

Zu zeigen bleibt: Jeder Eigenraum von ¢ hat die Dimension 1. Sei a
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Eigenwert von ¢ (damit ist V' # {0}). Dann ist m, = (z — a)l’ fiir ein
h' € K|xz]. Setze ¢’ = (x — a). Dann ist wie eben gesehen:

Kernh'(¢) = Bildg'(p)
und dim Kern /'() dim Bild ¢'()

= grad fo|, .., — 8rad n
= gradm, —1

T2 dim V-1
dimV = dimKerng'(p) + dim Bild ¢'(¢)
T v
= dimKerng'(p) = 1
Kerng'(p) = Kern(p —a-id)
= {veV]uv(lp—a-id) =0}
= V(a)
=dimV(a) = 1

8.2.4 invarianter Unterraum & zyklischer Unterraum

Sei my, = f¢, f € K|z] irreduzibel und e € N, und sei U ein ¢-zyklischer
Unterraum maximaler Dimension von V. Dann existiert ein ¢-invarianter
Unterraum W <V mit V=UaqW.

BEWEIS: Induktion nach dim V:
e Induktionsanfang: dim V' < 1 offensichtlich, da V' selbst (-zyklisch ist.

e Induktionsannahme: dim V' > 2 und die Behauptung ist richtig fiir alle
Vektorrdume der Dimension kleiner dim V.

e Sei U ein g-invarianter Unterraum. Dann ist m, € K [z]my), und
m, € K[m]mwvm. Mit (6.6) folgt:

1"

/
M|, = f© und My, o = fe

Das heifst U und V/ U erfiillen die Voraussetzungen beziiglich |5 bzw.
©yp- Sei nun U auch p-zyklisch. Mit (7.4.5) folgt:

dimU = grad my), = ¢ grad f

dim U maximal < ¢ maximal
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Sei nun zusétzlich e’ maximal gewdhlt und U := U. Fiir alle p-zyklischen
Unterrdume U gilt:

U =Uf ={0} = f* € K[z]m, = K[z]f* = e = ¢ = m, = my,
Betrachte zwei Falle:

1. V/U ist nicht p-unzerlegbar. Es existieren g-invariante!” A;, Ay <
V mit U Q Al ﬂAg, Al % \% 7é A2 und V/U == Al/U@Ag/U
Insbesondere gilt: dim A; < dimV' und my, 4, = m,, fir i = 1,2,
denn my, 4, € K[z]my,, = K[zlm, und m, € K[z]mg, .

Mit Induktion gilt: A; = U & A}, wobei A} p-invariant ist fiir
t=1,2. Setze W := A7 + Aj. Es ist

U+W=U+AT+A+U=A4,+A4,=V
Es bleibt zu zeigen: U N W = {0}. Dann ist*®

AJU = (4 + U U ~ A7 /(A:NU) ~ A

dim W

dim A7 + dim A5

= dimA,/U + dim Ay /U
dim V/U

dimV —dim U
=UuW = {0}

dimV —dimU +dimU NW

IN

2. V/U ist p-unzerlegbar. Induktion nach dim V' sagt uns: Ist U; ein
oy u-zuyklischer Unterraum maximaler Dimension, so existiert ein
@y u-invarianter Unterraum Wy mit V/U = U, & W;.

Mit der Unzerlegbarkeit folgt: W, = {0} und V/U ist @-zyklisch.
D.h. es existiert v € V mit V/U = (vy' + Uli € N). Damit ist
m = mg, ein Teiler von m,,. Also ist m = f* fiir ein k < e. Sei

47 Ich habe Thnen ja schon immer gesagt - Sie sollen mein Script lesen und nicht mir

zuhoren!*
48 Deutschland - das Land der Dichter und Denker! Stellen Sie doch mal die Sinnfrage!“
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vf* (@) f(g) = M

vf*(p) = vm(p) € Kern f7 ()
(v+U)m(pvy) = 0+U

UNnKern f(¢) = Kern f"(¢|v)
= Bild f*(¢|v
= Uf¥(y)

Also existiert u,, € U mit u, f*(¢) = vf*(p). Setze v = v — u, unt
W := (v'¢'|i € N). Dann ist

V@) = (v —u,) () =0
Mit (7.5.3) folgt:
dim W < grad f* = gradm = dim V/U
Dann ist v € W + U = V. Mit Dimensionssitzen folgt:

dimV +dimW —dimUUW = dimV
= dimV/U + dim U
dim W + dim U
=UnNnWwW {0}
=V = UasW

v

8.2.5 unzerlegbar = zyklisch

Ist V' p-unzerlegbar, so ist V' ¢-zyklisch.

BEWEIS: Mit (8.2.2): m, = f¢, f irreduzibel; also nach (8.2.4): V ist -
zyklisch.

8.2.6 Bedingung fiir zyklisch = unzerlegbar

Sei my, = f¢, f € K|[z] irreduzibel. Genau dann ist V ¢-zyklisch, wenn V
p-unzerlegbar ist.

BEWEIS: Wege (8.2.5) bleibt nur eine Richtung zu zeigen. Angenommen,
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V =V1 @& V5 und V3, V; verschiedene ¢-invariable Unterrdume ungleich {0}.
Sei M|y, = f¢ mit e; < e. Sei 0.B.d.A e; <ey<e.

Ve(e) = Vif?(p)+ Vaf?(p)
= {0}

=€y = €

Mit (7.5.3) und (7.5.4) gilt:

gradmy,),, < grad fy,, =dimV, < dimV = gradm,,

gradmyg),, < grad fy,,
= dimV, <dimV
= gradm,,
= gradmyy,
=dimV = diml;
=V = {0}

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von V;.

8.2.7 direkte Summe zyklischer und unzerlegbarer Unterrdume
V' ist direkte Summe @-zyklischer p-unzerlegbarer Unterrdume.
BEWEIS: Induktion nach dim V:

e Verankerung: fiir dimV <1

e Annahme: Sei dim V' > 2, und die Behauptung richtig fiir alle Vektor-
rdume kleinerer Dimension.

e Schluf: Laut (6.6) gilt: m, = f*-...- f¢, wobei f; paarweise teilerfremde
irreduzible Polynome aus K{z| sind.
Mit (7.4.6). V=W, @ ... ® W,, wobei W; := Kern f{(y).
— Angenommen, r > 1. Mit (7.4.2) gilt: dimV = dimW; + ... +

dim W,., also dim W; < dim V. W; ist @-invariant, mit der Indukti-
onsannahme gilt: W; = W;; @ ... @ W;,,,

Dann sind W;; jeweils ¢|w,-zyklisch und ¢|w,-unzerlegbar, also
auch ¢-zyklisch und ¢-unzerlegbar. Dann ist

V = Wll @ EB W1n1 @ @ er @ EB W’r‘nr
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— Sei nun r = 1 Sei U ein @p-zyklischer Unterraum maximaler Di-
mension, insbesondere U # {0}. Mit (8.2.4) existiert W < V
p-invariant mit V = U @ W, es ist dimW < dim V', mit Induk-
tionsannahme: W = Wy & ... @ W,., damit ist W; p-zyklisch und

p-unzerlegbar.
V=UpW,d..aW,

ist die gesuchte Zerlegung wegen (8.2.6) angewandt auf U (beachte
m@\U |m<,0)
8.2.8 Zerlegungssatz

SeiV=Vid..eV,und V=W, &...E W, zwei Zerlegungen in ¢-zyklische,
p-unzerlegbarer Unterrdume. Dann ist » = s und es existiert 7 € S, so
dafs V; ~ Wi, und eine invertierbare lineare Abbildung (Isomorphismus)
0 € Hom(V, V) existiert mit

Vio = Wiz und op = ¢o

BEWEIS: siehe Script

8.3 Die allgemeine Normalform

VORAUSSETZUNG: Sei ¢ lineare Abbildung auf endlichdimensionalem Vek-
torraum V.

8.3.1 Satz iiber die allgemeine Normalform

Es existieren linear unabhéngige Teilmengen By, ..., B, von V, so dafs fiir
B;=J;_, B; gilt:

1. (B;) ist p-zyklisch und p-unzerlegbar
2.V =(B)®..0(B)
3. B ist Basis von V und

A 0 0

0 0 A,

0 1 0
—Qp — Qp,;—1
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ni—l

M|y = Z a;z’

=0

BEWEIS: Nach (8.2.7) existiert eine Zerlegung V =V, & ... &V, mit V]
@-zyklisch und p-unzerlegbar. Nach (7.5.3) existiert eine Basis B; von V; mit
M(¢|(Byy, Bi, B = A; wie in (3). Nach (7.4.2) ist B eine Basis von V' mit der
gewiinschten Eigenschaft.

8.3.2 Beispiele
1. Sei dimV = 4, B Basis,

1 101
0 200
AZM(spoaB): -1 1 2 1
-1 10 3

Gesucht: ,die“ allgemeine Normalform von ¢. Das charakteristische
Polynom berechnet sich als f, = det(z] — A) = (z — 2)*. Das Mi-
nimalpolynom folgt daraus (nach ein bifchen Matrizenrechnung) als
my = (x — 2)* = 2? — 4x + 4. Denkbar sind dann die Matrizen

0 1 0 0 0 -1 0
—4 4 00 q —4 4 0
00 0 1 b 00 (2) 0
00 —4 4 0 0 0 (2

Da das Minimalpolynom Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, muf

es einen Eigenraum geben, der das gleiche Minimalpolynom hat (und
damit dim > 2).

o O

dim Bild(¢ — 2id) = rgC' = 1 = dim Kern(p — 2id) = 3 = dim V' (2)
2. kommt noch

8.4 Die Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt sei dim V' > 1 und sei K ein algebraisch abgeschlossener
Kérper, d.h. jedes irreduzible Polynom aus K|z| hat Grad 1, d4quivalent dazu:
jedes Polynom vom Grad > 1 in K[z| hat eine Nullstelle in K. Insbesondere
ist C algebraisch abgeschlossen (Hauptsatz der Algebra).
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8.4.1 Satz uiber die Jordansche Normalform

Sei K algebraisch abgeschlossen®®. Dann existieren linear unabhiingige Teil-

mengen B; mit i = 1,...,7, so dak fiir B = |J B; gilt:
i=1

1. (B;) ist p-zyklisch und unzerlegbar fir i =1,...,7

2. V=(B)®..®(B,)

3.
A 0 0 0
M(p, B, B) 0 A 00
SO? 9 - O O
0O 0 0 A,
wobel
0 C; 1 0
Ai = M (¢, Bi, Bi) = | 0 o0
0 0 C; 1
0 0 0 ¢

und {cy, ..., ¢, } die Menge der Eigenwerte von ¢ ist.

BEWEIS: Wie in (8.3.1) zerlegt man V in ,eine” direkte Summe von ¢-
unzerlegbaren, ¢-zyklischen Unterrdumen. Also V =V; @ ... © V,.. Es bleibt
zu zeigen: in V; existiert eine Basis B;, so dafs A; = M(yl|y;, B;, B;) die
gewiinschte Gestalt hat.

Sei m; 1= my),., K algebraisch abgeschlossen, V; p-unzerlegbar. Mit (8.2.2)

folgt: m; = (x—c;)™. Mit (7.5.3) gilt: Es existiere v € V;, so daR v ..., vp™i~?

Basis von Vj ist und dim V; = n;.

Setze ¥ := ¢ —¢; -id und v; := vy* fiir 0 < i < n; — 1. Dann ist V; v-invariant,

damit: (vg,...,v,,-1) € V;, daraus folgt: V; < (vg,...,vn,—1) < V;, also ist
—_———

(p—invariant
{vo, ..., Vs, 1} eine Basis von V;.

Betrachte A; := M (p|v;, B;, B;). Fiir 0 < j < n; — 2 gilt: v;0 = viplp =

49Nicht unbedingt notwendig, notwendig ist nur: Das Minimalpolynom zerfiillt in Linear-
faktoren.
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v (Y + ¢; - id) = vy + cuep?. Damit steht in der Matrix A; an Position
(7,7) gerade ¢; und 1 an (4,7 + 1). Noch zu betrachten:

Up_i_1p = vn; — 1(1/1 + ¢ -id) = vp™ 4+ c,-m/J"i_l
~——

=Un;—1

und vy = (p — ¢; - id)™ = vm;(p) = 0.

8.4.2 Beispiele
1. Sei dimV = 4, B Basis,

01 0 0
00 1 0
-1 4 —6 4

Damit ist my, = f, = 1 — 4z + 622 — 423 + z* = (z — 1)*, damit ist die
Jordansche Normalform:

1100
;o 0110
0 001

2. (wird noch korrigiert)
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9 Alpha-Bilinearform

Sei im Folgenden K ein Korper.

9.1 Korperautomorphismen

Eine Abbildung « heifst Kérperautomorphismus (von K), falls sie bijektiv
von K nach K ist und gilt:

(k1 + ko)a = ki + ko und (kr ko) = kjaksa Y ky ke € K
BEISPIEL:

1. Sei K =C={a+1ib]| a,b e R} (Korper der komplexen Zahlen). Sei
a:C—Cmita+ib—a—1ib

Dann ist « ein Kérperautomorphismus von C, zudem o? = id # a. «
heiftt die Komplexkonjugation.

2. Sei K Korper mit char K = 2. Dann ist
a: K — K mit k — £
ein Korperautomorphismus: Fiir alle ky, ks € K gilt
(ky + ko) = (ki + ko)® = kT + wﬂcg = ki + ksav
=0

(l’ﬁkﬁg)a = (k1k2)2 = k%k% = k’l()zk?QO[

9.2 Eigenschaften der Bilinearform

Sei in diesem Abschnitt o Automorphismus von K und V ein Vektorraum
iiber K.

DEFINITION: Eine Abbildung f : V x V — K heilst a-Bilinearform, falls
gilt:

L. f(v1,v2 4+ v3) = f(v1,v2) + f(v1,03)

- f(

f(vr +v2,v3) = f(v1,03) + f(v2, v3)
- f(

f(

2 kUl,Ug) = k’f(l)l,l)g)

vy, kvy) = (ko) - f(vy,v2)
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Ist a = id, so heifst f Bilinearform.

BEISPIEL:

1. a=id, V =R". Sei

f(at,cyan), (b1, ..., b)) == Zaibi

Dann ist f Bilinearform und heifst das Skalarprodukt auf R".

2. a Komplexkonjugation, V' = C". Sei

n

F(ar, ooy an), (b, oy bo)) = ai(biev)

i=1
Dann ist f a-Bilinearform und heitt das Skalarprodukt auf C".
3. a=1id, V =R* Sei 0 # c € R fest gewihlt. Sei
f((al, ey 0,4), (bh ey b4>) = Clel + a2b2 + CLgbg — c2a4b4

Dann ist f Bilinearform und (V, f) ist der Minkowski-Raum (wichtig
z.B. in der Relativitédtstheorie)

e Eigenschaften beider Sklarmultiplikationen, jedoch nicht im Minkowski-
Raum:
f(v,v) > 0und f(v,v) =0 v=0

9.2.1 Gram’sche Matrix

Im Folgenden sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f eine a-
Bilinearform auf V. Sei zudem n := dimV und B = {vy,...,v,} eine Basis
von V. Definiere die Gram’sche Matriz:

f<v1avl) f(vlavn)
Gp(f) = (f(vi,05) ) nxn = : :
f(Un; Ul) T f(vm Un)

Seiv=> " kv, w=> " hw, dann

flo,w) =Y flvi,05)(Ki(hye)

i=1 j=1
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9.2.2

regulire Bilinearform

DEFINITION: f (und V beziiglich f) heifst requldr (oder nicht ausgeartet),
falls gilt:

flo,w)=0VweV=0v=0

SATZ: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a)
(b)
(©)

f ist regular
det Gy(f) # 0
flw,o)=0VweV =v=0

BEWEIS:

(a) = (b)

Betrachte das LGS (x) der Gestalt G g(f) = 0. Wir wissen: (0, ..., 0)
ist einzige Losung von (%) in K™ genau dann, wenn det Gg(f) # 0 <
det Gp(f)" #0. Sei (kq, ..., k,) € K™ Losung von (x). Damit folgt:

Zk‘if(vi,vj) =0 VJ = 1, ..,n
i=1

Fir v = Z?:l kiv; gilt somit: f(v,v;) =0V j = 1,...,n. Sei w :=
> iy hwvy € V. Dann ist

flv,w) = hia f(v,v) =0
; T
Da f regulér ist, ist v = 0, damit folgt: k£; = 0 fiir alle ¢ = 1, ..., n; damit

ist det Gp(f) # 0.

Aus det Gp(f) # 0 folgt: (0,...,0) ist einzige Losung von (x). Sei v :=
>y kiv;. Dann ist

f('U,’Uj) =0= Zkif(vi,vj) =0Vjyj=1,...,n

i=1
Damit folgt: (ki,...,k,) ist Losung von (x), damit ist (kq,...,k,) =
(0,...,0), also v = 0, damit ist f regular.

Betrachte das LGS (xx) der Gestalt Gg(f)" = 0. Wir wissen: (0, ..., 0)
ist einzige Losung von (x*) in K™ genau dann, wenn det Gg(f) # 0 <
det Gp(f)t # 0. Sei (ky, ..., k,) € K™ Lésung von (x*). Aquivalent:

Zkif<vj7vi) =0 \V/j = 1, ., n
=1
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Fiir v:=>"" kia~'v; gilt somit: (ki, ..., k) ist Losung von (#x) genau
dannn, wenn f(w,v) = 0 fiir alle w € V (beachte Y kif(v;,v;) =
f(vj,v)). Nun folgt Aquivalenz wie in ,,(a) < (b)* wenn man beriick-
sichtigt: ko™l = ... =k,a 'l =0=>k =.. =k, = 0.

9.2.3 Gram’sche Matrizen verschiedener Basen

Seien B, B’ Basen von V und sei (a;;) := A := M(id, B’, B). Dann gilt:

Gp(f) = AGg(f)(Aa)" mit Aa = (a;;q)
Insbesondere gilt fiir die Determinanten:

det Gp/(f) = det Gp(f) - det A - det A

BEWEIS: Sei n :=dimV, B = {vy,...,v,} und B" = {wy,...,w,}, sei A =
(aij)nxn

n
w; = Z A5V Vi
j=1
n n
Flunuy) = f(zz>
k=1 t=1
n n
= Z Z aikajt@f@k, Ut)

k=1 t=1

- Z Z airf(Vk, vi)aj

k=1 t=1
= ij-Element der Matrix A - Gp(t) - (Aa)

9.2.4 Vektorraum der a-Biliearformen

Sei « fest vorgegeben und B, (V') die Menge der a-Biliearformen auf V. Durch

(f +9)(v,w) :== f(v,w) + g(v,w) und (kf) (v, w) := kf (v, w)
fir f,g € Bo(V) und k € K sowie v,w € V wird B, (V') zu einem Vektorraum.

Auch M,,»,,(K) ist ein Vektorraum iiber K. Sei B eine Basis von V. Dann

ist die folgende Abbildung ein Vektorraumisomorphismus®:

(12 Ba(V) = Mysn (K s f = Gg(f)

%0 Das sagt ihnen genauer: Es gibt Bilinearformen wie Sand am Meer, und V ist das
Meer..."
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Sei A = (aij) € Myxn(K). Dann existiert f € B,(V) mit fu = A, d.h.
aij = f(vi,v;) wobei B = {vq,...,v,} ist®".

9.3 Der duale Vektorraum

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Dann ist Hom(V, K) ein Vektor-
raum, der zu V' duale Vektorraum. Im folgenden setzen wir V* := Hom(V, K).
Die Elemente von V* heiflen Linearfunktionen (oder lineare Funktionale).

9.3.1 Isomorphiesatz

Sei V' endlichdimensional und B die Basis von V. Fir b € B sie b* € V*
definiert mittels: »

ns ) 0 falls O'#b

vb '_{ 1 falls b=b 0P
Dann ist B* := {b* | b € B} eine Basis von V* und es gilt: V ~ V*.

BEWEIS: Offensichtlich ist die Abbildung B — B* mit b +— b* bijektiv: die
Surjektivitdt ergibt sich aus der Definition von B*, die Injektivitat: b* = b'x
(mit b,0' € B). Damit: bb™ = bb* = 1 = b = b'. Es geniigt zu zeigen: B* ist
Basis.

Sei 3 € V*, definiere k, := b3 € K. Setze 8/ = ), kyb*. Dann ist fiir e € B:
el = ) ky(eb?)

beB

ke(ee™) = k.
ef = ke
Damit ist # = ' und § € (B*), d.h. B* ist Erzeugendensystem von V*.
Sei ky- € K und ). p. ky=b* = 0. Sei e € B. Dann gilt:

0 = ¢e-0
= e- Z ky<b*
b*eB*
= ) kpeed”
b*e B
= ko
=k+ = 0VeeB
=k~ = 0Ve €B*

5L Wir hiitten aufhdren kénnen mit der Linearen Algebra, viele hiitten sich gefreut...“
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Die Basis B* heifst die zu B duale Basis.
BEISPIEL:
1. Sei V = K[z] und B = {z'| i € N} ist eine Basis von V. Sei B* wie in
(9.3.1) definiert.

Es gilt (B*) # V*. Sei 6 € V* mit 20 = 1 fiir alle ¢ € N. Angenommen,
d € (B*). Es existiert eine endliche Teilmenge Bf C B* und k- € K
fiir b* € By mit § = >y e e ke b”

Es existiert z' mit z* ¢ Bj. Dann ist

1 = 2%
= k?b* {Elb*
2 : <~
b eB; =0
=0

Widerspruch!

9.3.2 Dimensionssatz

Bezeichnung: Sei U <V, H < V*. Definiere
Ut = {BeV | uB=0YuecU}
H' = {veV|v3=0VpcH}

Offensichtlich ist U+ ein UR von V* und H'" UR von V. Betrachte U+ T+

SATZ: Sei V' endlichdimensional und U ein Unterraum von V. Dann gilt:
dimV = dim U + dim U™+

BEWEIS: Sei By Basis von U, B Basis von V mit By C B. Sei B* =

{v* ] b€ B} wie in (9.3.1).

0 falls V=0 )
1 falls o € B\{b*} ”

Sei By ={b* | b€ By}; By = B*\ Bf. Dann ist

Zur Erinnerung: b* € V*, V'b* = {

dimV = dimV* = |B"|
|Bg| + | By
| Bo| + | BY|
= dimU + | Bj|
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Es geniigt zu zeigen: |Bj| = dim UL, Sei W := |Bj| C V*, esist dim W = | Bj|.
Sei by € By und b} € Bj. Dann ist

b 1 falls bo£b
17 % 0 sonst

Angenommen, by = by, dann ist b = b] € BiN B}, Widerspruch, da B;N B} =
0.

Wir haben gezeigt: bf € (By)™ = U, damit W < U~

Sei 3 € U*. Seien ky« € K mit 3 = Y prepe kpb". Fiir by € By C U ist

0 = bof

= b Z Koy b*

b*eB*

= Z Ky bob*

b*eB*

= Z Ky bob*

b*eB*

=
= = Zkb*b*eW

b*€B;
Ut < W
=W = U+t
= |Bj| = dimU™*

9.3.3 der (Raum*)”

Sei V endlichdimensional. Dann ist
0:V — (V)" mit B(vp) :=vsVveV,BelV”

ein Isomorphismus, insbesondere gilt H' ~ H* fiir alle H < V*.
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BEWEIS: Seienv,w € V, ke K, € V*.

Blv+w)p

B(kv)p

(v+w)p

v+ wp
Blve) + Bwe)
Bve + we)
(kv)p

k(vp)
k(B(ve))
Bk(ve))

Sei v € V und vy = 0. Dann ist G(vp) = vB = 0 fir alle 5 € V*. Aus
(9.3.1) folgt v = 0, sonst existiert v* € V* mit vv* = 1 = v*(vp) = 0.
Damit ist ¢ injektive lineare Abbildung von V in (V*)*. Mit (9.3.1) ist
dimV = dim V* = dim(V*)*, also ist ¢ bijektiv.

Sei H < V*. Dann gilt:

HT

= H'

9.3.4 Dualitatssatz

Sei V' endlichdimensional. Dann gilt:

{(veV|vB=0Vp3eH}

[ve V| Blup) =0V 3 e H)
HLSD—I
~ H*

1. (UHT =U und (H")* = H fiir alle Unterrdume U <V und H < V*

2. (UyNUy)*t = Uit +Ust und (Uy + Uy)*+ = Ui N U fiir alle Unterriume

U,,U, <V

3. (HiNHy)" = H} +H, und (H,+ H,)" = H NH, fiir alle Unterriume

Hy, H, <V~

BEWEIS:
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1. Offensichtlich gilt U < (U+)T. Es geniigt, dim U = dim(U+)" zu zeigen.

dimV %Y dimU + dim U+
O2D Gim v
O3 Qim U + dim (UL)*
~——
%
= dimU = dim(U)*
O3 Qim(UH)T

2. Offensichtlich gilt: (Uy + Uy)* = Ut AUy und UL + U < (Uy N Us)™.
Zu zeigen bleibt: dim(Ui- + Uy") = dim(U; N Uy)*

.211]

dim (Ui~ + Uy") dim U + dim U3t — dim(U- N U3

W_/

=(U1+U2)+
2-dimV — dim U; — dim Uy — dim(U; 4 Uy)™*
"2 dim V — dim(Uy N Uy)

(9%2) d1m(U1 N UQ)J_

9:3.2)

(9.3.2)

3. analog

9.3.5 Abbildungen ¢, und 0
Sei V' endlichdimensional, f a-Bilinearform auf V. Fiir w € V definiere:
0wV — K mit g, : v — f(v,w)
w0V — K mit ,0:v— f(w,v)a™"
Dann gilt: Fir alle w € V sind p,, und ,,0 Elemente aus V*.
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BEWEIS: Einfaches Nachrechnen der Linearitétseigenschaften:

(v+uow = [f(v+u,w)
= flo,w)+ f(u,w)
= V0yw + UOy
(kv)Qw = f(kvv w)
= kf(v,w)
= kf(vgw)
(kv)wo = f(w,kv)a™

= ((ka) - f(w,v))a™

9.3.6 Abbildung V — V*

Seien @, ¢ : V' — V* mit wp = g, bzw. wy' = ,osowie K :={w €V | wp =0}
und K’ :={w €V | wy' = 0}. Dann gilt:

1. K und K’ sind Unterraume von V'

2. Ist U ein Unterraum von V mit U N K = {0}, so erhilt ¢|y die lineare
Unabhangigkeit von Elementen von U.

3. Aussage b gilt entsprechend fiir ¢’ und K.

4. Ist f regulér, so sind ¢ und ¢’ bijektiv. Ist zusétzlich o = id, so sind ¢
und ¢’ Isomorphismen.

BEWEIS:
1. Einfaches Nachrechnen

2. Seien vy, ..., v, linear unabhéngig in U. Sezte (3; := v;p. Seien ky, ..., k, €
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Es gilt fir alle v € V:

0 = U'Ov*

= U z": ki;
i=1
= Z ki(vﬁz‘)
i=1
- Z k'if(v7 Ui)
i=1

= f (U,Zk‘ioflvi>
i=1
= flv,w) = 0VoveV

Damit ist o, = 0 € V*, zudem wy = g, = w € UN K = {0}, damit

folgt:
w=0= Z k.o,
i=1
Daraus folgt kia™! = ... = k,a™' = 0, nach Multiplikation mit o:
081, ..., B sind linear unabhéngig.
. analog

. Seien vy, ...,v, Basis von V und f3; := v;p0. Wie eben gezeigt folgt:
B1, .., Bn sind linear unabhéngig in V*. Mit (9.3.1) gilt: dim V' = dim V*.
Damit ist [y, ..., 3, eine Basis von V*.

Sei # € V*. Dann existieren Ay, ..., h, € K mit 3 =>_" | h;(;. Es ist
v = Zhﬂfﬁi
= Z hif (v, v;)
= f (v, Z hioflvi>
=0 = Z hio Y,

und ¢ ist surjektiv. Seien w,w’ € V mit wp = w'p. Dann folgt:
fv,w) =v(wp) =v(wye) = f(v,w') Vo eV, damit folgt: f(v,w) —
fv,w')=0= f(v,w—w")VoveV.Da f regulir ist, ist w —w' = 0.
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9.4 Orthosymmetrische Alpha-Bilinearform
9.4.1 Definitionen

In diesem Abschnitt ist V' ein Vektorraum iiber K und f eine a-Bilinearform
auf V.

o f heilst orthosymmetrisch, falls fiir alle v,w € V gilt: f(v,w) =0 &
f(w,v) = 0.

e Sei f orthosymmetrisch, v,w € V. Dann heifst v orthogonal zu w (oder:
v steht senkrecht auf w), falls f(v,w) = 0; wir schreiben v_Lw, falls

f(v,w) = 0.

e Fiir A, B C V ist A orthogonal zu B, falls alb fiir alle a € A, b€ B
(und damit ALB).

e Definiere weiter A* :={v eV | vlaVae€ A}

e Das Radikal von V ist definiert als: rad V := V+

e V ist regulédr genau dann, wenn rad V' = {0}.

e Fiir einen Unterraum U <V gilt: U heifit regulir, falls U N U+ = {0}.
e U ist regulidr genau dann, wenn f|y.p reguldr ist.

e Seien Vi, ..., V, Unterrdume von V und V =V @ ... V,. Gilt V; <
VjL Y i # j, so schreiben wir V' = V; L... 1 V,, und nennen es orthogonale
Summe (oder orthogonale Zerlequng)®?

e Sei B eine Basis von V. B heifst Orthogonalbasis von V' (beziiglich f),
falls f(b,0/) =0V b,b' € B mit b #1.

e Die Basis heifst Orthonormalbasis, falls zusétzlich f(b,b) = 1 fiir alle
be B.

e Beispiel:

‘lqu\q:wl

c a

52d.h. spezielle direkte Summe, wobei alle Summanden aufeinander senkrecht stehen
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Im R?, f das Skalarprodukt®; v = (a,b) und w = (¢, d); Linge
von v: |v| = va? + b =/ f(v,v). Zudem:

a c . b : d
cosgov:m cosgow:m sinp, = —  sing, = —
flv,w) = ac+bd

= |v|cosp, - |w] - cosgy, + |v]|sing, - |w] - sing,
= |v||w| (cos p, cos v, + sin @, sin @,,)
[0l [w] cos(pw = ¢u)
Wann ist f(v,w) =0 fiir v # 0 und w # 07 Wenn cos(p, — @,) =
0 @u— @y = (2k+1)F gilt.

Im folgenden sei f eine orthosymmatrische a-Bilinearform auf V.

9.4.2 Senkrechtriume sind Unterrdume (,,Jippie!!!)

Ist A CV, soist A+ ein Unterraum.

BEWEIS: Seien v,w € A+, k € K. Es gilt: f(u,v) =0V u € A, damit folgt:
fu, kv) = kaf(u,v) =0V u €V = kv e At

und f(u,v +w) = f(u,v) + flu,w) =0+0=0YVucV =ut+we A"

9.4.3 Dimensionssatz

Sei V' endlichdimensional und U Unterraum von V' mit U NradV = {0}.
Dann gilt:
dimV =dimU + dimU™*

Nach (9.3.2) gentigt zu zeigen:

dim U@ = dim U+
Sei U, das in (9.3) definiert U*. Sei U, = {B € V* | Uz = 0}. Mit (9.3.5):
Zuwv €V existiert f, € V* mit wf, := f(w,v).

Es ist radV = {v e V| f, =0}. Wahle Basis B von U, definiere H :=
(fo|b € B) < V*. Es gilt nach Voraussetzung: U Nrad V = {0}

Mit (9.3.6) folgt: Die Abbildung u — f, erhilt lineare Unabhéngigkeit, damit

53 Es gibt Vektoren der Linge null, die nicht null sind. Das ist halt Ihr Problem.“
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sind fp,b € B linear unabhéngig und damit ist f;,b € B Basis von H.
Damit ist dim U = dim H. Es gilt®*:

(93.2)

dim V dim U + dim U,
_ 9.31) .. .
dimV "=~ dimV
= dim H + dim Hed
O3 gim H + dim HT
= dimU+dimH"

Noch zu zeigen: dim H' = dim U~ es gilt sogar: H' = U+, denn:
H' = {veV|vs=0Vbec H}
= {veV|vf,=0Vbe B}
= {veV| f(v,b)=0Vbe B}
= {veV| f(v,b)=0Vbe B}
= {veV| flo,u)=0YVueU}
= Ut

9.4.4 der (Raum™)*
Sei V' endlichdimensional und U ein Unterraum von V. Dann gilt:

1. Ist V regulir, so ist U+t = U

2. Ist U regulir, soist V = UL U+
BEWEIS:

1. offensichtlich: U < UL, zu zeigen bleibt: dimU = dim U++. Nach
(9.4.3) ist
dimV = dimU +dimU*
= dimU" +dimU*
= dimU = dimU-*
2. U regulir heift: U U U+ = {0}. Damit ist U + U+ = U @ U+. Nach
(7.4.2) ist dim(U + U*+) = dim U + dim U+.

Da U regulér ist, ist U Nrad V = {0}. Mit (9.4.3) ist dim V = dim U +
dim U+, also ist

V=U+Ut=UasUt=U1U"

54 Wir wiren fertig, wenn wir zeugen kénnten..."

124



9.4.5 Klassen von Bilinearformen

1. Sei a = id, f heilst symmetrisch, falls f(v,w) = f(w,v) V v,w € V.

f heilt schiefsymmetrisch, falls f(v,w) = —f(w,v) ¥ v,w € V. Das
Skalarprodukt auf R” ist eine symmetrsiche Bilinearform.

Offensichtlich gilt fiir Gg(f): Gg(f) = Gp(f), falls f symmetrisch®,
und Gp(f) = —Gp(f), falls f schiefsymmetrisch®.

. Sei a = id. f heift symplektisch, falls f(v,v) = 0 fiir alle v € V. Beispiel:

V =R*, B kanonische Basis,

0 1 0 0
-1 0 1 0
=19 -1 0 1
0 0 -10

Es gilt:

f(k‘lel + k’geg + k’3€3 -+ k’4€4, ]{3161 + kgeg + k’363 + k4€4)
= kiki f(er,e1) +hiky f(er, ea) +hiks f(e1, e3) +kiky f(e1, eq) +...
—— —— —— ——

0 1 0 0
= kiky f(er,e2) +kiky f(eo, e1) +hska f(es, eq) +hsky f(eq, e3)
1 —1 1 —1

Otéﬂt&iff
Sei f symplektisch. Fiir v,w € V gilt:

0=flv+w,v+w)= f(v,v)+f(v,w)+ f(w,v) + f(w,w)
0 0

Damit folgt:
f(v,w) - —f(w,v)
Ist char K # 2 und f schiefsymmetrisch, so ist f symplektisch.

. Ist a =id, char K # 2 und f symmetrisch, so heif’t f orthogonal.

CIst @ = id # « und f(v,w) = f(w,v)a, so heikt f unitir (oder

hermitesch) (Beispiel: Das Skalarprodukt auf C")

55

,-- Ob Sie lineare Abbildungen lieben oder ob Sie Matrizen lieben... Mathematiker

lieben Abbildungen, Nicht-Mathematiker lieben Matrizen...”
56 Analogien auch zu (schief)symmetrischen Matrizen etc.
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9.4.6 Automorphismus und inverses Element

Sei « ein Automorphismus von K und o? = id # «, und sei 0 # a € K.
Genau dann ist a(aa) = 1, wenn ein b € k existiert mit a = b(b~ ).

BEWEIS:
»,<* Sei a =b(b~'a). Dann gilt:

ac = b(bla)a
ba(b'a)a

= bab 'a?

= bab!
alaa) = b 'a)
(b~ )
= (ba) " (ba)
1

ba)b

SN o~
Q
~—

b la = (ba)™!
»,= Fiir ¢ € K setze b(c) := ¢+ a(ca). Dann ist

blc)a = (c+alca))a

ca + aa(ca?)

ca+a e
= a Ya(ca) +¢)

Angenommen, b(c) # 0. Dann:

a = blc)(blc)a)™
= HO)((b(0) o)

Es gentigt also, ¢ € K zu finden mit b(c) # 0.

— Ist a# —1, dann ist b(1) =1+ a # 0.

— Ist a = —1, dann ist b(c) = ¢ — ca # 0 fiir alle ¢ # co, weden
a # id existiert so ein c.
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9.4.7 Aquivalenz zwischen Bilinearformen

Seien f1, fo zwei a-Bilinearformen auf V. Wir sagen: f; ist dquivalent zu f,
falls a € K\ {0} existiert mit f; = afs, d.h.

filv,w) = afs(v,w) Vo,weV

9.4.8 Klassifikationssatz fiir orthosym. Alpha-Bilinearf.

Sei V' endlichdimensional und regulér beziiglich f und dim V' > 2. Dann gilt
einer der folgenden Fille:

1. @ =1id und f ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch
2. o? =id # a und f ist dquivalent zu einer unitiren Form

BEWEIS: Sei n := dim V' und seien ¢ und ¢’ wie in (9.3.6) (also v — g, oder
v0). Wihle 0 #£ vy € V. Setze 3 := vop, 3 = voy’, d.h.

wfB = f(w,vy) und wB = f(vo,w)a ' VweV

f orthosymmetrisch, Kern § = Kern 3’ =: W. Mit Dimensionssatz folgt:
dimV = dim W + dim Bild 3, da V regular ist, gilt: Bild § = K, damit ist
dimW =n— 1.

Sei vy € V\ W. Dann ist V = W & (v1). Setze a(vg) := v16(v14')"* und
w=a(vg)f. Fiir alle k € K und w € W ist dann

(kv +w)p = a(vo)(kvy + w)f’
= a(vo)

= k- (up)
= (kv1)p
(kv +w)B = (kv)B+0
= (kn)p
=0 = u

Wir zeigen: a(vg) = a(v)y) V vy € V' \ {0}. Sei vy € V'\ {0}.

e Sei zunéchst vg, v linear unabhéngig. Insbesondere vy + v, # 0. Fiir
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alle w € V gilt:

flw,vg +vy) = alvg+vp)f(vo + vy, w)a

= f(a(vo + vj)a(vo + vp), w)a™"
fw,vo+vy) = flw,v) + f(w, vé)

= a(v) f(vo, w)a~ +G(Uo)f(vm Ja~

= fla(vo)avy, w)a™" + f(a(vy)avy, w)a™

= (f(a(vo)avo, w) + f(a(vo) avy, w))a™"

Damit gilt fiir alle w € V:

fla(vo + vo)a(vo + vp),w) = f(alvo)avy, w) + f(a(vo) avy, w)

= f(a(vg)avy + a(vg) avy, w)
Und es folgt:

f(a(ve + vg) (v + vgy) — a(ve)ave — alvy)avy, w) =0V w

~
€radV (und rad V={0} wg. Regularitit)

Damit gilt:

= a(vy + vj)a(vy + vo) — a(vg)avg — a(v))aw]
= a(vo + vp)a(vo +vp) = [a(vo)a] vy + [a(vy)a] vy

= la(vy + v})a] vy + [a(ve + v))a] v}
= a(vo +vp) = a(vy) = a(vp)

e Sei nun vy, v) linear abhéngig. Da dimV > 2, damit existiert v; €
V'\ (v9) und vy, vy sind linear unabhéngig, wie auch v, v;. Wie oben
gesehen: a(vy) = a(vg) und a(vy) = a(vy).

Damit gilt allgemein:
a(vg) = a(v)) Y v € V '\ {0}
Setze a := a(vp). Dann gilt fiir alle v,w € V:

f(vvw) = af(w,v)oz_l
= alaf(v,w)a Ha?

= alaa™ ) f(v,w)a?

Da V regulér ist, existieren v,w € V mit k := f(v,w) # 0. Dann ist
f(k7 v, w) = k71 f(v,w) = 1, es existiert also u € V mit f(u,w) = 1
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(Normierung).
Da « ein Automorphismus ist und daher 1o = 1 ist, gilt:
1 = flu,w)
= (a- (aofl)) fu,w)a™
= (a-(aa™))1la™?

= a-(aa™)
Es ist also a - (aa™!) = 1, also gilt fiir alle v, w € V:

f(v,w) = f(%w)aiz

= K = Yww)| nwev)
= a”? = id
= o? = id

Unterscheidung in zwei Fille:

1. Der Fall a = id: Damit folgt aus a(aa™') = 1, dak a® = 1 ist. Damit ist
a Nullstelle von 2% — 1 € K[z], damit ist a = 1 oder a = —1.
e a =1, dann: f(v,w) = f(w,v)
e a =—1,dann: f(v,w) = —f(w,v)
2. Der Fall o = id # «. Es gilt: a = a~!. Mit (9.4.6) gilt: es existiert

be K\ {0} mit b(b=*a) = a = b~ a = b~'a. Definiere g := b~ f. Seien
v,w €V, dann gilt:

g(v,w) = b7 f(v,w)
= b laf(w,v)a
= b laf(w,v)a
= (07 f(w,v))a

= g(w,v)a

Damit: ¢ ist unitdr, damit ist f dquivalent zu einer unitéren Form.
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10 Isometrien

VORAUSSETZUNG: In diesem Kapitel ist V' ein endlichdimensionaler Vek-
torraum iiber K und f eine a-Bilinearform auf V.

10.1 Orthogonale Zerlegungen

In diesem Abschnitt betrachten wir unitére, symplektische und orthosymme-
trische a-Bilinearform.

10.1.1 unitir/orthogonal folgt (V = rad V gdw. symplektisch)

Sei f unitdr und orthogonal und V' # rad V. Dann existiert ein v € V mit
f(v.0) 0.

BEWEIS: Sei v/ € V \rad V. Es existiert w € V mit k := f(v',w) # 0. Sei
vi= k"t L

Annahme: (V] f) ist ein Gegenbeispiel, d.h. f(xz,z) =0V z € V. Fiir alle
ki, ke € K gilt:

0 = f(kl"U + k’gw, ]{3111 + k‘zw)
= kl(k1a> f(U, U) +k1(k2a)f(vv w) + kQ(k1a>f<wv U) + ]{22(1{?2&) f(w7 w)
=0 =0

f(U, w) = f(l{?il’l]/,w> = k71f<v/7w)
Kk =1

Damit ist auch® f(w,v) =1 (da f unitir oder orthogonal ist). Damit ist
0= k’lkngZ + ]{?2]{71(1/ i k’l, k’g e K

Damit folgt: () k1 = ko = 1 = 0 = 1la + 1la = 2, Widerspruch falls
char K # 2!Sei k1 = 1, dann folgt aus (x): kaav + ko = 0, also —ky = kaav = ko
fiir alle ky € K. Damit ist o = id, also ist f ist orthogonal®® und char K # 2,
Widerspruch!®?

BEISPIEL: Sei a = id und char K = 2, dimV' = 2, Basis B := {v;, v2} von

577u einer falschen Antwort: ,Da werd’ ich ja zum Terroristen!
58 Das ist fiir Leute, die aus Hessen kommen, nicht so leicht, die kénnen kein r und kein
ch aussprechen. Eigentlich kénnen sie fast gar nichts aussprechen

59 Lassen Sie sich diese Limmer auf der Zunge zergehen!” ;-)
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V mit Gp(f) = ( ? (1) > Dann gilt fiir &y, ky € K:
0 = f(kﬂ) + kQ'lU, IﬁU + kg’w)
= k% f(U, U) +k1k2 f(va U}> +k2k1 f(w7 U) +k§ f(w7 w)
S—— ~—— S~—— ~——

0 =1 =1 =0

2k ko
= 0

10.1.2 unitir/orthogonal = Orthogonalbasis und Diagonalmatrix

Sei f unitdr oder orthogonal. Dann existiert eine Orthogonalbasis von V/,
damit ist die Gramsche Matrix eine Diagonalmatrix.

BEWEIS: Induktion nach n :=dim V.

e Induktionsverankerung: Mangels Elementen in der Basis offensichtlich
"urn < 1.

e Induktionsannahme: n > 2 und Behauptung richtig fiir Raume der
Dimension < n.

e Induktionsschritt: Ist V = rad V, so ist jede Basis Orthogonalbasis. Sei
V # rad V, nach (10.1.1) existiert v € V mit f(v,v) # 0. Mit (9.4.4)b
gilt: (v) L (v)". Es ist dim (v)" < dim V. Mit Induktionsvoraussetzung
existiert eine Orthogonalbasis von (v)" (beziiglich Foytscqoyt)-

Siehe (7.4.2), Basis von V ist By U {v}, und zwar eine Orthogonalbasis.

10.1.3 (an)isotrop, hyperbolisch

Sei v € V. v heift isotrop, falls f(v,v) = 0. Ein Unterraum U < V heifst
isotrop, falls f|yxy die Nullform ist. U heift anisotrop, falls 0 das einzige
isotrope Element von U ist. Ein Paar (v,w) € V x V heilt hyperbolisches
Paar, falls v, w isotrop sind und f(v,w) =1 gilt.

Sei v, w hyperbolisches Paar, H := (v, w), dann ist dim H = 2,

G o) (faxm) = ( f(£,v) (1) )

Ein zweidimensionaler Unterraum von V heifst hyperbolische Ebene, wenn er
von einem hyperbolischen Paar erzeugt wird.
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10.1.4 Isotropie

Sei f orthogonal oder unitédr (also nicht symplektisch). Genau dann ist U
isotrop, wenn jedes Elemente aus U isotrop ist.

BEWEIS: U isotrop heift: U =radU = U NU* .

»,= Aus U isotrop folgt: jedes Element aus U ist isotrop.

,<=" Jedes Element aus U sei also isotrop. Angenommen, U # rad U, dann
folgt mit (10.1.1): es existiert u € U mit f(u,u) # 0, also ist u nicht
isotrop, Widerspruch!

10.1.5 Korperlemma

Sei o = id # o und a € K mit ac = a. Dann existiert b € K mit b+ ba = a.

BEWEIS: Fallunterscheidung;:

e Der Fall k + ka =0V k € K, dann folgt: 1 + 1laa =1+ 1 = 0, also
char K = 2, daraus folgt: ka = —k = kV k € K, also ist a = id,
Widerspruch zu Wahl von !

e Der Fall: es existiert ky € K mit kg + koaw # 0. Sei ky := ko + koav, setze
b:= koki 'a. Bs gilt:
kioo = (kﬁo+k300&) :]{300[+k00z2:k?0a+k’0:k’1 :>]€1_10{:k1_1
Damit gilt:
b+ba = kokita+ (koki'a)a
= kokyta+ koo (k7 ') (aq)
S——
kTt a
= aky" (ko + ko)
k
1

= a

10.1.6 Existenz eine hyperbolischen Paares

VORAUSSETZUNG: Sei f symplektisch, orthogonal oder unitéar. Es existiere
ein isotropes Element v € V' \ rad V.
SATZ: Es existiert ein w € V, so daf (v, w) ein hyperbolischs Paar ist.

BEWEIS: Es existiert w’ € V mit f(v,w’) # 0. Sei &' = (f(v,w) ')a~!. Dann
gilt:
flo,Kw') = Kaf(v,w) = flo,w) 7 flv,w) =1
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Wir kénnen damit w’ so wahlen, daf f(v,w’) = 1. Zu zeigen bleibt: w’ ist
isotrop oder ein anderer von w’ abgeleiteter Vektor w, fir den gilt: f(v,w) =0

e Falls f symplektisch, ist jeder Vektor isotrop.

e Falls f nicht symplektisch, fiir k € K gilt:

fv,kv+w') = f(v,kv) + f(v,w') = ka f(v,v) +f(v,w') =1
=0

— Falls f orthogonal: Setze kq := —27! f(w/,w’) und w := kv + w'.
Dann gilt:

fw,w) = f(kov+w', kov+ w')
= f(kov, kov) +f(kov, w') + f(w', kov) + f(w', ')
-0
= 2ko f(v,w) +f(w',w')
—_——

=1

= oI+ fwl ) =0

Damit ist w isotrop.

— Falls f unitér: Esist f(w',w'") = f(w',w')a, also auch — f (v, w') =
(—f(w',w"))a. Wende (10.1.5) an, damit existiert ein kg € K mit
ko + koo = — f(w',w'). Setze w = kov + w'.

flw,w) = f(kov+w', kov+ w')
= f(kov, kov) +f(kov,w") + f(w', kov) + f(w', w")
=0
= ko f(v,w') +koa f(v,w )+ f(w',w')
=1 =1
ko + koo + f(w', w")
_f(w/’w,) + f(w/7w,) =0

Damit ist w isotrop.

Damit ist (v, w) ein hyperbolisches Paar.
BEISPIEL: Sei char K = 2 und o = id, sei dim V' = 2. Sei B := {v;, vo} Basis

von V. Sei Gg(f) = ( 01

11 > Dann ist f symmetrisch und regulér, d.h.
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rad V' = {0}. Offensichtlich ist vy isotrop. Sei w = kjvq + kovs.

flw,w) = f(kyvy + kava, k1vy + kavg)
= ki f(ur,v1) +hikaf(v1,v2) + kikaf (v, v1) + K3 f (01, v2)
=0
= 2-kiky+ks = kj
=0

Damit gilt:
flw,w)=0k =0k =0 w=kv

Damit ist w linear abhéngig von v; somit existiert kein hyperbolisches Paar
(v,w)inV x V.

10.1.7 Unterraum durch hyperbolische Paare ,aufblasen*

VORAUSSETZUNG: Sei f symplektisch, orthogonal oder unitar und V regulér
beziiglich f. Sei U ein Unterraum von V mit U = radU LUy, sei m :=
dimrad U.

SATZ: Fir jede Basis {uy, ..., u,,} von rad U gilt:
1. Es existieren vy, ..., v, € V mit
U+ (U1, ey U) = UpL (ug, v1) Looo L (U, vy
wobei die (u;,v;) hyperbolische Paare sind.
2. Ist U isotrop, so ist dim U < % -dim V'
BEWEIS:
1. durch Induktion nach m:

e Induktionsanfang: m = 0 ist trivialerweise erfiillt.
e Induktionsannahme: m > 1 und Behauptung richtig fiir m — 1.

e Induktionsschritt: Sei
U* = UL (uq, ..., Upm_1) wobei (uy,...,;up_1) <radU*

Zudem ist rad U* < rad U, damit folgt: rad U* = (uy, ..., Up_1).
Mit (9.4.4) ist U*++ = U*, also

radUt =0 Nt = NU* = rad U*
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Damit folgt: rad U* = rad U™ = (uy, ..., Up,_1). Damit ist u,, €
U**+ und nicht in rad U*+. Mit (10.1.6) (angewand auf U**+ und
Uy,) gilt: es existiert v, € U™, so dak (u,, v,,) ein hyperbolisches
Paar ist.

Sei H := (uy,, vy,) hyperbolische Ebene, H ist reguldr. Mit (9.4.4)
folgt:

V=HLH " undU* < H"
Da H*, H und V alle regulir sind, erfiillen H+ und U* die Vor-
aussetzungen fiir m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
V1, ooy U1 € HY, s0 daf (ug,v;) fiir 4 = 1, ..., m — 1 hyperbolische
Paare sind und

U* + <U1, ceey Um_1> == UoJ_ <U17 U1> 1.1 <Um_1,’Um_1>
U + <’U1, P Um> = UoJ_ <U1,U1> 1.1 <Um,1,?]m,1> 1H

2. Sei U isotrop, d.h. U = rad U, also Uy = {0}. Dann folgt aus eben
gezeigtem 1.:
U < (up,v1) Lol (tpm,v) <V

RN J/
-~

hyperbolische Ebenen

Damit ist dimU < 2dimU < dim V.

10.1.8 Zerlegung eines Raumes in hyperbolische Ebenen

VORAUSSETZUNG: Sei f und V wie in (10.1.7), und sei U ein beziiglich Inklu-
sion maximaler isotroper Unterraum von V. Sei dim U = m und {uy, ..., Uy}
Basis von U.

BEHAUPTUNG: Es existieren vy, ...,v,,, € V, so dak:
V= (u1,v1) L (t, vy) LVj
wobei (u;, v;) hyperbolische Paare und V{ anisotrop.
BEWEIS: Wende (10.1.7) an, dann existieren vy, ..., vp,, so daf
U<U:= (u,v) L..L (ug,v)

wobei (u;, v;) hyperbolische Paare sind. Sei B := {uy, v, ..., U, Uy }, dann ist

0100 -+ 00
1 000 0 0
0001 0 0
GB(f):0010 0 0
Do 0 0
0000 O 01
0000 O 10
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Damit ist U regulir, also nach (9.4.4) ist ULU*. Setze Vy := U~.

10.1.9 Vektorrdume gerader Dimension

Sei V' reguldr und f symplektisch. Dann gilt:

1.
2.

V = H,1l..1 H, mit H; hyperbolische Ebenen fiir: =1,....;n

dim V' ist gerade.

10.2 Isometrien

10.2.1 Definition

Sei K Korper und « fest gewéhlter Automorphismus von K. V und W
sind K-Vektorraume mit a-Bilinearform f bzw. g. Ein Homomorphismus
@V — W heiltt Isometrie, falls gilt:

fo,w) = glvp,wp) Y v,w eV
Ist zusétzlich ¢ bijektiv, so heiken (V, f) und (W, g) isometrisch.

Sei ¢ € Hom(V, W), sei B Basis von V. Genau dann ist ¢ Isometrie,
wenn f(b,b') = g(bp, V) ist fir alle Basiselemente b,b". Sind B und
B’ Basen von V bzw. W und ist ¢ : B — B’ eine Bijektion mit der
Eigenschaft f(b,b") = g(bp,b'p) fir alle b0’ € B, so sind (V, f) und
(W, g) isometrisch.

Sei V' Vektorraum mit a-Bilinearform f. Dann heifst ¢ € Hom(V,V)
f-Isometrie, falls f(v,w) = f(vp,wp) Vo,we V.

Sei I;(V') die Menge aller f-Isometrien auf V.

10.2.2 Gruppe der Isomorphismen

VORAUSSETZUNG: Sei f orthosymmetrisch. Sei V' regulér.

BEHAUPTUNG: Alle Elemente aus (V') sind Isomorphismen, und I;(V') ist
eine Untergruppe von GL(V).

BEWEIS: Sei ¢ € I¢(V).

Wir zeigen: Kern ¢ = {0}, dann ist ¢ bijektiv. Sei v € Kern ¢. Fiir alle
w eV gilt:

fo,w) = f(vp,we) = f(0,wp) =0
Damit ist v € rad V' = {0} wegen der Regularitit. Also Kern¢ = {0},
und damit ist ¢ Isomorphismus.
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e Zu zeigen bleibt: Untergruppenkriterium z,y € I;(V) = zy~t € I;(V).
Sei ¢ € I;(V), dann gilt:

fo,w) = flop™ o, we™ @) = f((ve™ e, (we ) = flop™ ' we™)

Damit ist o' € I;(V). Seien ¢, 9 € I;(V). Dann gilt:

Fley™),w(ev™) = f((e)y™", (we)p™) = f(vp,we) = f(v, w)

Damit ist oyt € I;(V).

10.2.3 Kriterium fur Isometrie

VORAUSSETZUNG: Sei B Basis von V und ¢ € Hom(V, V) bijektiv, und
seien f und g a-Bilinearformen auf V.

BEHAUPTUNG: Genau dann ist ¢ eine Isometrie von (V, f) auf (W, g), falls
(*) Gp(f)=M(p,B,B)-Gglg)- (M(p, B, B)a)’
BEWEIS:

»=" Sei ¢ Isometrie. Dann ist Gp(f) = Gp,(g). Mit (9.2.3) gilt:

(xx) Gp(f)=Gpylg) = M(id, By, B)Gp(9)(M(id, B, By)a)'
= M(QO, B, B) ’ GB(g) ’ (M((pa BvB)a)t

»<=" Gelte (x). Dann gilt auch (xx) (siehe (9.2.3)), also ist Gp,(G) = Gp(f).

10.2.4 Beispiele

e Sei i eine Isomor.%° von V auf W und f o-Bilinearform auf V. Fiir

u,w € W sei g(u,w) := f(up™ " wp™t). Dann ist g eine a-Bilinearform
auf W, und (V, g) und (W, g) sind isometrisch.

Fo,v') = glop,v'p) = flopp™ o' ppt) = f(v,0)

Seien (V, f) und (W, h) gegeben, und es existiere ein Isomorphismus
p: V. — W. Genau dann sind (V, f) und (W, h) isometrische, wenn
(W, h) und (W, g) (wobei g wie oben definiert) isometrisch sind.

60 klingt ménnlicher...”

137



e Sei f orthogonal, w € V mit f(w,w) # 0. Sei

S 1V — Vmitvs, :=v—2f(v,w) - f(w,w)”

lwYoveV

Dann ist s, eine Isometrie auf (V, f) und heift Spiegelung zu w an

(w) ™

— Sy ist lineare Abbildung: einfafches Nachrechnen.

— Seien u,v € V. Dann ist

f(uSw, vSy)

— Veranschaulichung: V' = R?, f Skalarprodukt; f(v, w) =

(2 fae)
fu,v) — }C((Z)’Zif(w v) — QJJ:((Z’,w;f(“’w)
)

- L Sl
fu,v)

|v| |w| cos a;

wo = (o] |w| ™" cos@)w; & = v —wp; v — 2wy = v — 2% cos aqw =

o fow)
U= 25w

e Sei f symplektisch, 0 £ w € V. Fiir alle ¢ € K* ist vt,,
eine Isometrie auf V', dabei heift £,

f(vty, v'ty)

W = VSy,

=v+cf(v,w)w
Transvektion zu w (beziiglich c).

= f(?) + Cf(U, w)w7 v+ Cf(U/, w)w)

= f(?],'U,)
= f(vav,)

tw ist linear (einfaches Nachrechnen), Beachte: f(w,w)

(w)™.

t, ist bijektiv: Sei u € (w)",
tw = id, oder V # (w)"

und By Basis von (w)

M(ty,, B,B) =

Tef(w.w) - (0, w) + f(w, ) + 2 (0,0) f (0, w) f (w0, w)

, d.h. dim (w)*
* Dann ist B = {wo} U By. Dann ist

i

=0 =0
=0,dh we

= u. Entweder ist V = <w>L =
—dimV —1. Sei wy € V' \ (w)™

dann: ut,,

*

| %

o O O
_— O O %
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Damit ist det M =1

10.2.5 Klassifikationssatz fiir symplektische Raume

SATZ: Zwei endlich-dimensionale reguldre symplektische Raume iiber K sind
genau dann isometrisch, wenn sie gleiche Dimension haben.

BEWEIS:

»,= Seien (V. f) und (W, ) endlichdimensionale regulére symplektische
Raume. Ist (V, f) isometrisch zu (W, g), so sind insbesondere V und W
isomorph, also dimV = dim W.

»<=" Sel dimV = dimW. Nach (10.1.9) existieren hyperbolische Paare
(v, w1), ..., (Uy, wy,) von V und (v}, w)), ..., (v}, w),) von W mit

V= (vy,w) L ... L {vp,w,) und W = (vy,w}) L ... L, w)

Insbesondere ist {vy, wy, ..., v,, w, } Basis von V und {v}, wy, ..., v, w,}

Basis von W. Definiere
p:Vo— W mit v = o) und wip = w;
Es gilt: f(v;,v;) =0 = g(v;p, vjp) und

1 falls i=j

0 sonst = g(vilua w]:u)

/ (Uiv Wi ) = {
Damit ist u eine bijektive Isometrie.

10.2.6 Korperlemma

VORAUSSETZUNG: Sei K ein endlicher Kérper und K? := {k? | k € K}.

BEHAUPTUNG:

1. e beicharK =2: K = K?
e bei char K # 2: |[K*| =2 ((K?) —1)
2. Fiir alle a,b € K* gilt: K = aK? + bK?
BEWEIS:
1. Sei k € K. Dann hat 2> — k? € KJz] in K die Nullstellen +k. Sei
B: K — K?mit k— k2. Sei k? € K? N K*.
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e Falls char K = 2, so hat k2 genau ein Urbild. Damit ist 3 injektiv,
K endlich, also 8 auch bijektiv, also K = K?2.

e Falls char K # 2 ist, so hat k* genau zwei Urbilder. |[K*| =
2|K?NK*| =2(|K? —1)

2. Ist char K = 2, so ist wie gesehen K = K?, damit folgt:
k=a-(ka)+b-0Vke K"
Sei also char K # 2 und K, := K? N K*. Wie oben gesehen ist
2|K?| =2(|Ky| +1) =2|Ks| + 2= |K* [+ 2 = |K| + 1
Damit enthélt K2 mehr als die Hilfte der Elemente von K. Die Mengen
—K?und —b 'k + (ab K> ={-b""+ (ab"")h* | he K}

mit k € K haben jeweils | K?| Elemente und sind damit nicht disjunkt.
Es existieren also ¢, h € K mit

—t* = —b 'k + (ab" )R = k = bt + ah?

10.2.7 Klassifikation von anisotropen Vektorraumen

Sei K endlich, f orthogonal und ¢ € K \ K2 und sei V' anisotrop beziiglich f.
Dann gilt einer der folgenden Félle:

(a)

(b) dimV =1 und es existiert v € V mit f(v,v) =1

(c) dimV =1 und es existiert v € V mit f(v,v) = ¢
)

(d) dimV = 2 und es existiert eine Basis vy, vs von V mit
flo,vi)) =1 A f(v,v2)) =0 A f(va,v2) = —c

Keine zwei der in (a) bis (d) angegebenen Raume sind isometrisch.

BEWEIS:

e Wir konnen annehmen: n :=dimV > 1.
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o Wir zeigen: n < 2. Mit (10.1.2) gilt: Es existiert eine Orthogonalbasis

V1, ..., U, von V. Setze a; := f(v;,v;). Da V anisotrop ist, ist a; # 0.
Angenommen, n > 3. Dann folgt mit (10.2.6): K = a; K? + a,K?. Es
existieren ky, ky € K mit a1k? + ask? = —as.

f(/{:ﬂ}l + k2v2 + vs, k1v1 + k21)2 + U3) = kfal + /{ZSCLQ +as = 0

Da V anisotrop ist, ist k1v; 4+ kove+v3 = 0. Damit sind die Basiselemente
nicht mehr linear unabhéngig, Widerspruch!

e Seinun dimV = 1. Sei K, := K?N K*, dann ist K, eine Untergruppe
von K*. Fiir a,b € K* sei a ~ b & ab™! € K,, dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf K™* mit den Aquivalenzklassen a K, fiir a € K*

— Angenommen: a; € K,. Dann existiert ¢ € K* mit ¢®> = a;. Setze

v := ¢ 'v;. Dann:

fw,0) = flg v, q o)

Dies ist Fall (b).

— Angenommen, a; ¢ K. Nach (10.2.6) ist |K>| = 5 |K*|, aukerdem
(mit der Bijektion = — cz) |K3| = |cK3], also ist wegen der oben
genannten Aquivalenzklassen K* = Ky W cKy. Damit ist a; € cKo,
dann folgt a; € cK,, damit existieren k? € K, mit a; = ck?. Sei
v := kv, dann ist

fv,v) = f(k™ v, k7 ) = k2a; = ¢
Dies ist Fall (c).

e Wir zeigen: Die Rdume aus (b) und (c) sind nicht isometrisch. Sei (V, f)
wie in (b) und (V, f’) wie in (c). Angenommen, es existiert eine bijektive
Isometrie ¢ von (V, f) auf (V, f'). Wende (10.2.3) an, dann:

(10.2.3)

Gron(f) = G (f) =" {1 ¢} {vi} {vi}) Gy (f)-M(e, {o1}, {vi})'

Betrachte Determinanten:

1= (det M(p, {v1}, {v1}))

Damit liegt ¢! € Ky und damit ¢ € Ky, Widerspruch! Damit existiert
keine Isometrie.
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e Sei nun dim V' = 2. Nach (10.2.6) ist a; K* + as K? = K. Also existieren
ki, ks € K* mit a1k? + apk? = 1. Setze wy := kyv; + kovy, dann ist5!

f(wlawl) = kiay + koas =1

Zudem ist (wy)" L (wy) =V, damit existiert w) mit (w;)" = (w}). Sei
b:= f(w),w)). Dann gilt fir alle £ € K*:

f(kwy + wh, kwy +wh) = k> f(wy,wy) + b=k +b

Da V anisotrop ist, gilt: k% + b # 0 fiir alle k € K*, damit ist —b ¢ K.
Damit ist —b € cK,, dann existiert A € K* mit —b = ch?. Setze
wy = h™'w). Dann gilt:

fwa,wy) = f(h ™ wh, ™t wh) = h™2b = —c
Zudem ist wy ein skalares Vielfaches von w}, und wj, L w, damit ist

f<w17w2) =0

Damit ergibt sich die Gram’sche Matrix als

(0 %)

10.2.8 Kilassifikation von Vektorrdumen (f orthogonal)

Sei K endlich, ¢ € K* \ K% und f orthogonal, und sei V regulir beziiglich
f und dimV > 1. Dann ist n € Ny und es existieren hyperbolische Ebenen
Hy,...,H, in V und es gilt einer der folgenden Fille:

(a) dimV =2n+1und V = HyL...1 H, 1 (vo) mit f(vg,vg) = 1.

)
(b) dimV =2n+1und V = HyL...L H, L (vy) mit f(vg,v9) = c.
(c) dmV =2nund V = H,L...LH,.

(c) dmV =2nund V = HyL..L H, 1 1Vy mit V; wie in (10.2.7)(d)

Keine zwei der in (a) bis (d) angegebenen Raume sind isometrisch.

BEWEIS: Wende (10.1.8) an: V 14t sich zerlegen in hyperbolische Ebenen

und anisotropes Vj:
V=H1.1H,1V

617u einem Kommentar zu einem Schreibfehler an der Tafel: ,Erschrecken Sie mich doch
nicht so! Sie miissen auf mein Alter Riicksicht nehmen!*
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Mit (10.2.7) ist V{ bekannt, nédmlich einer der vier Félle. Sei (v;,w;) hy-
perbolisches Paar H;. Dann ist B = {vy,wy, ..., Uy, Wy, v} Basis von V in
den Fillen (a) und (b); sei B = {vy,wy, ..., vy, w, } Basis im Fall (¢) und
B = {v,wy,...,vp_1,w,_1,v,w} Basis im Fall (d).

Im Fall (a):
0 1 0 0 0
1 0 0 00
Gp(f) = 000 = detGp(f)=(-1)"
0O 0 0 010
0 0 0 10O
0 0 0 001
Im Fall (b):
0 1 000
0 000
Gg(f) = 00 0 [=detGp(f)= (1)
0 0 0 010
0O 0 0 1 0O
0 0 0 00 ¢
Im Fall (c):
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 01
0 0 0 10
Im Fall (d):
0 1 00 0 O
1 0 00 0 O
000 0 §
Gs()=10 0o 0 010 0o |=detGp(f)=(-1)"c
0O 0 0 100 O
0o 0 0 001 O
0 0 0 000 —c
Damit sind (a) und (b) sowie (c¢) und (d) nicht isotrop.
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10.2.9 Klassifikation von Vektorrdumen (f unitér)

Sei K endlich, f unitdr und V regulér beziiglich f mit dimV > 1. Dann gilt
einer der folgenden Fille:

(a) dimV =2n und V = H,1...L H,, mit H; hyperbolische Ebenen.

(b) dimV = 2n+ 1 und V = H;L..1H,1 (vy) mit H; hyperbolische
Ebenen und f(vg,v9) = 1.

In beiden Fallen existiert eine Orthonormalbasis von V.

10.2.10 Tragheitssatz von Sylvester

DEFINITION: Der Index einer Bilinearform ist definiert als

Ind f := max{dimU | U<V AIB bezﬁglichﬂUxU}

Orth.Basis
VORAUSSETZUNG: Sei entweder
(i) K =R und f orthogonal
(i) K = C und f unitdr, wobei o die Komplexkonjugation ist.
BEHAUPTUNG: Dann existiert eine Orthogonalbasis B von V' mit
f(b,b) €{0,1,-1}Vbe B (*)

Fiir jede Basis, die () erfiillt, ist Ind f die Anzahl der b € B mit f(b,b) = 1.

BEWEIS: Nach (10.1.2) existiert eine Orthogonalbasis B’ von V. Sei b € B’
und ky, := f(b,b). Dann ist

b ky € R falls K =R
"1 kB eR falls K=C

Falls k;, > 0: Es existiert ¢, € R mit g7 = k; analog: falls k, < 0: Es existiert
¢ € R dumdidummit qg = —ky. Durch Ersetzen der b € B’ mit k;, # 0 durch
q b erhalten wir eine Basis B. Dann gilt:

G2 f(b,b) = q; %k, falls K =R

_1b —lb — -
AR {le%lf(b;b):qkab falls, K =C

Dabei ist

P kilky=1 falls k>0
dp Fo = —ky 'y =—1 falls k, <0
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Damit ist f(b,b) € {0,1,—1} Vb € B.

Sei U < V mit Orthonormalbasis F und dimU = Ind f. Sei By = {b € B | f(b,b) =1}
und B* = B\ By. Zu zeigen: dim U = |By]|.

Angenommen, |B;| # dim U, also |B;| < dimU (der Fall |By| > dim U geht
nicht, da dim U maximal gewéhlt wurde). Dann ist
dimU + dim (B*) = dimU + |B*| > |By| + |B*| = |B| = dim V'
Nach Dimensionssatz ist aber
dimV = dimU + dim (B*) — dim(U N (B*))

Damit ist U N (B*) # {0}. Sei also w € U N (B*) mit w # 0 Dann existieren

he,leKmit
w:Zhee: Zlbb

ecE beB*

Dann ist

flw,w) = f (Z hee,Zhee>
eck ecl
B Z{ hif(e,e) = h? falls K =R
— hehef(e,e)  falls K =C

flw,w) = f (Z b, Y lbb>

beB* beB*

S 2f(b,b) falls K =R
Llyf(e,e) falls K =C

beB*
Damit ist
(i) bei K =R:
> ohi=> 1 f(bb)
eckE beEB*  _gy=_1
>0 20
(i) bei K =C:
he_e - lb_b f(ba b)
ecE beB* —OvV=—_1
——
>0 <0
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10.2.11 Klassifikationssatz fiir orthogonale und unitiare Raume

SATZ: Zwei endlichdimensionale regulére Vektorrdume, die beide (i) oder
beide (ii) aus (10.2.10) erfiillen, sind genau dann isometrisch, wenn sie glei-
che Dimension und gleichen Index haben. BEWEIS: Sei (V, f) und (V', f')
endlichdimensional, regulér mit (i) bzw. (ii) aus (10.2.10).

(19
NS

Angenommen, dim V' = dim V'’ und Ind f = Ind f’. Wende (10.2.10) an:
Es existieren Basen B = {by,...,b,} von V und B’ = {b},...,b,,} von V',
Sein =dimV.

f(bi, b)) = fl(U,b)=1Vi=1,..Indf

Sei ¢ : V' — V' die lineare Fortsetzung der Abbildung b; — b, V i =
1,...,n. Dann gilt: f(b;,b;) = f'(bip, V) und ¢ ist bijektive Isometrie.

Seien (V, f) und (V’, f') isometrisch, sei ¢ bijektive Isometrie. Damit
sind die Raume isomorph, also n := dim V' = dim V. Zu zeigen: Ind f =
Ind f’. Seien B, B’ wie oben Basen, also f(b;,b;) = 1 fiir i < Ind f. Dann
ist B = {bip,...,vnp} Basis von V' und f(by,b;) = f'(bip,bip) €
{0,1, -1} fur alle 4.

Die Anzahl der b;p € By mit f(b;p,bip) = 1 ist Ind f. Nach (10.2.10)
ist diese Anzahl auch Ind f’, also Ind f = Ind f’.

10.2.12 Satz von Witt

SATZ: Sei f orthogonal, symplektisch oder unitar und V' regulér beziiglich f.
Seien U; und U, Unterrdume von V. Es existiere eine biejktive Isometrie ¢
von (Un, flu, xuv,) auf (Us, flu,xu,). Dann existiert ¢* € Ip(V) mit ¢*|y, = .

BEWwWEIS: Induktion nach dim V.

Induktionsverankerung: Bei dim V' = 0 ist nichts zu zeigen.

Induktionsannahme: Sei n := dim V' > 0 und die Behauptung richtig
fiir Vektorrdume kleinerer Dimension.

Induktionsschritt: Fallunterscheidung:

(A) Uy ist nicht isotrop, und es existiert ein reguldrer Unterraum

(B) Uy ist nicht isotrop.
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(By) f ist symplektisch.

(Bs) Es existiert v; € Uy mit f(vy,v1) # 0 und H = (vy, v19) ist
regulér.

(Bs) Es existiert v; € Uy mit f(vy,v1) # 0 und H = (vy,v19) ist
nicht regulér.

(C) Uy ist isotrop.
(A) Sei V, := H*. Nach (9.4.4)(b) angewandt auf V', U und U, gilt:
V=H1Vy, Uy=H1(VynUy) U =Hn(VonU)

Da ¢|g = id ist, ist (VoNU;)e = VoNUs, damit ist ¢|y,qp, eine bijektive
Isometrie. Aufserdem gilt wegen H # {0}: dim V < dim V. Da V regulér
ist, ist auch Vj regulér (aus V.= H L V). Nach Induktion existiert

= If|VO><VO (Vb) mit M’Ulﬂvo = @’Ulﬂvo'

Sei k := dim H und {vy,...,v;} Basis von H sowie {vj41, ..., v, } Basis
von Vp. Dann ist B = {vy, ..., v, } Basis von V.

Sei ¢* die lineare Fortsetzung der Abbildung

f v; falls ¢ <k
LR vip falls i>k

Dann ist ¢* bijektiv, und f(v;,v;) = f(vip*, vje*) fiir alle ¢, 5. Also
ist o* € I;(V). Sei wy € U;. Dann ist u; = h + vy mit h € U und
vo € U; N V. Dann ist

u1p* = ho™ 4+ v9p" = hid = vid = (h + vg)p = w1y

(B) Nach (10.1.2) ist f symplektisch, oder es existiert v; € Uy mit f(vy,vy) #
0.

(B1) Nach (10.1.6) existiert eine hyperbolische Ebene H; in U;. Definiere
Hj := Hyp, seien Vj := Hit und Vj := H| +. Mit (9.4.4)(b) ist

V=H 1Vy=H LV

und Vj und Vj sind regulére symplektische Raume beziiglich f|y; v,
bzw. f|Vo’XVo’ der Dimension dim V' — 2. Nach (10.1.9) existieren
hyperbolische Ebenen Hs, ..., H, in Vi und Hj, ..., H] in V{, so dak

V=H L. 1H=H91.1H

147



Seien v;, w; hyperbolische Paare von H; bzw. v}, w, von H], wobei
v] = v1p und w] = wyp. Sei ¥ die lineare Fortsetzung der Abbil-
dung v; — v, bzw. w; — w,. Dann ist ¥ eine bijektive Isometrie,
d.h. ¢ e Ix(V).

Definiere ¢’ := 11|y, y, dann ist ¢’ ein bijektiver Isomorphismus
von Uy auf Us,.

Betrachte ¢'| g, dies ist gleich der Identitit, da v}y’ = vyt =
v (analog fiir wy).

Nach Fall (A) existiert ein v € I;(V') mit

Vo = ¢ =0 0lug = vy, = ¢

Setze ¢* = Y.

Sei k :=dim H,d.h. k= 1oder k = 2. Mit (9.4.4)ist V. =H 1 H*.
Nach (10.1.2) existieren in H Orthogonalbasen {v, vy} und {v}, v} }
mit v} = vyp. Sei Vi1, ..., v, Orthogonalbasis von H+. Dann sind

B = {v1, 0k, Vg1, ooy U} und B = {0}, Up, ki1, vy Un }

Orthogonalbasen von V.

x Sei k = 1. Dann ist die lineare Fortsetzung v der Abbildung
vy — vy und v; = v fir @ > 1 aus Ip(V), denn f(vy,v1) =
florp, vip) = f(og,v7).

Es gilt: H = (v1) = (v1pp) < Uy N Us, zudem ist H regulér.
Setze ¢ := ¢y, dann ist ¢'|y = id. Nach Fall (A) existiert
v e I¢(V) mit

Vo = ¢ =¥ 0low = Yrlo, = ¢
Setze " = Y.

* Sei k = 2. Dann ist

det Gp(f) = f(U17U1)f(U2;U2>Hf(vi7vi)

>3

det Gpr(f) = f(vp,v1)f(whvh) [T f(vi i)

>3

= f(vip, o) F(Wh,v5) [ ] f(vi,00)
—_—

f(vi,01) 123
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Nach (9.2.3) ist fiir ein h € K*
det Gp(f) =det Gp(f) - h- ha = f(vg,v2) = hhaf (v, vh)
Ersetze in der Basis B’ das Element v} durch hv}. Dann ist
f(hy, hvy) = hhouf (v, v) = f(v2, v2)

Wir koénnen auch annehmen: f(ve,vy) = f(v), v5). Sei ¢ die
lineare Fortsetzung der Abbildung v; — v} fiir i = 1,2 und
v; — v; fiir ¢ > 3. Dann ist ¢ € I;(V) und fiir ¢’ = ¢~ gilt.
Dann ist ¢ty : Ujtp — Uy Isometrie und

(vip) = (v}) = (1)) € Ui N Vs
und (vy¢) ist regulér, und ¢'| () = id. Nach Fall (A) existiert
wieder v wie oben, setze ¢* = Yv.

(B3) Da H nicht regulér ist, ist dim H = 2 (da 0 < dimrad V' < dim H).
Zudem existiert 0 # vy € rad H und

H = (vo) L (v1) = (o) L (v19)

Mit (10.1.6) existiert wy € (v1)" so, dak (vg, we) ein hyperbolisches
Paar ist. Sei

Hy := (v1,v0,wp) = (v1) L (vg, wp)

Wir zeigen: Hy ist regulér. Die Gramsche Matrix beziiglich {vy, v, wo }

1st
f(’Ul, Ul) O O
det G, wo,wo} (f) = det 0 0 1 | ==xf(v,v1)#0
0 +1 0

Satz (10.1.6) angewandt auf Hy besagt: Es existiert w), € (v10)" N
Hy, so daf (v, w() ein hyperbolisches Paar ist. Dann ist Hy =
(vi) L (vo, wp). Dann sind By und B Basen von Ho:

By := {v1, v, wo} und Bl = {v1¢, v, wh}

Esist V = Hy L Hy, ergiinze daher die Basen By und B}, zu Basen
B und B’ durch Hinzufiigen einer Basis B; von Hy .

Sei v die lineare Forsetzung der Abbildung

V] V1P Vo > Vg wo > Wy b—bVbe B
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Die Abbildung 1 ist bijektiv und Isometrie.

Es ist v190 = v € Upp N Uy und (vy¢p) ist regulér. Sei ¢’ :=
Y 0|, y. Dann ist (vi@)¢’ = v1¢, also ist ¢'|(, ) = id. Dann ist
¢ bijektive Isometrie mit ¢’ : Uyt — U,. Nach Fall (A) existiert
wieder v wie oben.

(C) U ist isotrop. Dann ist auch Uy = Uy isotrop. Sei k := dim U;. Sei
{u1,...,ur} Basis von U; (dann ist {u},...,u}} Basis von U,, wobei
w, = u;p). Mit (10.1.7) existiert eine Basis vy, ..., vy, v, ..., v in V, so
dak (u;,v;) und (uf,v}) hyperbolische Paare sind. Sei

Wy = (ug,v1) L ... L (ug, o) und Wy := (uf,v]) L ... L {uf,vp)

Wi und Wj sind reguldre Unterrdaume der Dimension 2k, also nicht
isotrop. Definiere

@' Wy — Wo mit ¢ 1 u; — ui(= wp) und ¢ : vy — 0

¢ ist bijektive Isometrie von Wy auf Wy, Wi ist nicht isotrop. Nach Fall
B existiert ¢* € I;(V) mit ¢*|w, = ¢'. Es gilt also ¢*|¢, = ¢|v, = ¢.
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11 Skalarprodukte

In diesem Kapitel ist V ein Vektorraum Uber K und K = R oder K = C.

11.1 Grundlagen
11.1.1 Definition
Eine a-Bilinearform auf V' heifst Skalarprodukt auf V', falls fiir alle v € V' gilt:

1. f(v,v) € Rsq (positiv definit)

2. flo,v) =0 v=0

3. e falls K =R: @ =id und f orthogonal

o falls K = C: « ist die Komplexkonjugation, und f ist unitér
BEISPIEL: V der Vektorraum der komplexwertigen stetigen Funktionen auf
[0, 1]. Definiere 1
f(h,g) = /h(a;)mdx Vg hev
0

Eigenschaften:

L. | h(x)h(zx)dr = b} |f(x)]> dz >0

o,

1

2. [|f(@))?dz=0h=0
0

3. f ist unitér

11.1.2 Orthogonaliesierungsverfahren nach E. Schmidt

Sei V' Vektorraum mit Skalarprodukt f, sei n := dim V und {by,...,b,} Basis
von V. Sei b} = b;. Rekursives Verfahren: Sei » € N mit 1 < r < n. Seien
by, ..., bt so definiert, daf sie orthogonal sind und W, := (b, ..., b,) = (b7, ..., b%).
Beachte: b,41 ¢ W,, d.h. b],...,b%, b1 + v sind linear unabhéngig fiir alle
ve W, Seivi=)"_ kb

P b v 0) = (BB + F(BE0)
= f(bi,br41) + Zk_jf(bfa b)
=1
= [0 bor) + ki f (0], 07)
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Setze

—ki = f(OF, b)) f (O, 07) T Vi=1,..,rund b, == by + v

177 s

Dann ist {bf,...,07,,} Orthogonalbasis. Rekursiv angewendet ergibt sich
{b%,...,b%} als Orthogonalbasis von V. Fiir b* := f(b7,b7)~2b7 ist b*, ..., b
eine Orthonormalbasis von V%2

11.1.3 Schwarzsche Ungleichung

Seien v, w € V. Dann gilt:

|f(v,w)]* < flv,0) f(w,w)

Auferdem gilt die Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.
BEWEIS: Fiir v = 0 = w gilt die (Un)Gleichung. Sei nun O.B.d.A. w # 0, sei
a:=—f(v,w)f(w,w)"!. Dann gilt

0< f(v+aw,v+aw) = f(v,v)+af(v,w)+af(w,v)+ aaf(w,w)

M:i%u‘;a:;’“o < flw,w)f(v,v)
—f(v,w) f (w,w) ™" fv,w) f(w, w
—f(v,w) f(w,w) ™ f(v,w) f(w,w
+f(v,w) f(v,w) f(w,w) ™" f(w, w) ™" f(w,w) f(w, w)
= flv,v)f(w,w) = flv,w)f(v,w)
= f(v,0)f(w,w) = | f(v,w)[*

Sei w = kv. Dann folgt:
(ko) = K" [f(0,0) und [k f(0,0)? = f(v,0)f(kv, kv)

11.1.4 (induzierte) Normen

DEFINITION: Sei ||| eine Abbildung von V' in R, so daf fiir alle v,w € V,
k € K gilt:

L =0 v=0

62 Wir haben noch fiinf Minuten, vielleicht gebe ich Ihnen dann die fiinf Minuten, um
sich warmzulaufen, sie werden’s brauchen!*
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2. |lkv|| = |k| ||v]| Yk € K
3. |[v +w|| <|v|| + Jw| (Dreiecksungleichung)

Dann heifst ||-|| Norm auf V.

Durch
[ : V= Rmit [Jof| :=+/f(v,v)

wird die von f auf V' induzierte Norm definiert. BEWEIS:

3. Betrachte nur Quadrate®:

flo,w)+ flv,w) = 2R(f(v,w))
< |f(v,w)]
(11.1.3)
< 2| |Jw]
lo+w|®> = flvt+wv+w)

= f(v,v)+f(w,w)—i—f(v,w)—i—f(v,w)
[oll* + llwl* + 2 o]l flw]
(ol + llwl)®

IN

11.2 Normierte Vektorraume
Ein Vektorraum V' heifst normiert, falls auf V' eine Norm existiert.

BEISPIELE:

1. Sein:=dimV, {by,...,b,} Basis von V. Dann ist folgendes die 1-Norm:

=1 =1

2. Sei V der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen auf [0, 1],
f € V. Dann sind folgende Abbildungen Normen:

11} :=max {|f(z)] | = €[0,1]} und [|f]] Z/If(x)l dx

63 ... mit der Wurzel aus der Schwarzschen Ungleichung folgt ...

2
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11.2.1 Stetigkeit linearer Abbildungen mit Norm

Sei V' endlichdimensional, n := dim V', {by, ..., b, } Basis. Sei ||-|| die 1-Norm
auf V. Sei W ein weiterer normierter Vektorraum und ¢ € Hom(V, W'). Dann
ist die folgende Abbildung stetig:

YV —Rmity: v |vg

BEWEIS: Sei M :=max{|big| | i=1,...,n}. Seiv=">" kb € V. Dann

1st .
> kibio
=1

Sei & > 0. Wéhle 0 = 377. Seien nun v,v" € V mit [|v —¢'[| < 4. Dann folgt:

logell =

< kil lbpll < MY kil = M v
i=1 i=1

M

— V|| = — < Mlv=2 <
log = v'ell = ll(v = v)gll < Ml =/'ll < 375

e<e

11.2.2 Aquivalente Normen

Sei V endlichdimensionaler R-Raum® und seien ||-||; und ||-||, Normen auf
V. Dann existiere ¢y, co € Ry mit

c[lolly < llolly < ezflofl, Vo eV
BEWEIS: Sei n:=dimV und {b, ...,b,} Basis von V. Sei V' = R" und ||||,
die 1-Norm beziiglich der kanonischen Basis von V. Sei

o : V' = Vmit p: (k.. k) — Zkibi
i=1
Dann ist ¢ € Hom(V', V). Sei ||| eine Norm auf V. Die Abbildung ¢ :
(k1 .oy kn) — ||(k1, ..., ko) ]| ist stetig nach (11.2.1). Sei
B = {(ki,....kn) €R| |[(F1,...., k)|lp = 1}
B ist kompakt. ¢ hat auf B ein Minimum. Sei
gy = min L[k, Bl | (ks o) € B}

Fiir 0 # w € V' ist ||wl|, ' w € B. Damit ist

lwlly " well = ||lwlly wel| > myy

64siche genauer Stellmachers Script
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Dann folgt mit M. = max {||b;| | i =1,...,n}:
my g [[woll < lwel] < My fJwlly

Dann ist

1
My,

1
[-l2

|wepl|, dak:

Fiir verschiedene Normen folgt mit |lwel| < JJwlly <

m

11.2.3 Stetigkeit linearer Abbildungen

Seien V und W endlichdimensionale normierte Vektorrdume. Sei ¢ € Hom(V, W).

Dann ist ¢ stetig.

BEWEIS: Sein := dim V, Basis {b1, ...,b,} von V und M := max {||b;p| | i = 1,...

Sei ||-]|; die 1-Norm. Mit (11.2.2) existiert ¢ € Ry mit ||-||; < ¢||-]|. Sei ¢ > 0.
Wahle § := —C(M‘EH). Seien v,v" € V mit ||jv — || < §. Seien k;, k} € K mit
v=> 1" kb und v' =" | kib;. Dann ist

]

n

Z(kz — kj)by

=1

< O [k — Kbl < MY ki — K|
=1 =1

v —v'p|| =

M
= Mlv -1, < Mcl|v—1']] < Mcd = A

e<e
1

11.3 Adjungierte Abbildungen

In diesem Abschnitt sind V' und W endlichdimensionale Vektorraume iiber
K (=R oder = C) mit Skalarprodukt f bzw. g. V* ist der Dualraum von V.

11.3.1

Sei h € V*. Dann existiert genau ein w € V mit vh = f(v,w) fiir alle v € V.

BEWEIS: Sei w € V. Nach (9.3.5): vhy, := f(v,w) definert ein Element aus
V*. Sei B Basis von V. Sei B'={h, | b € B} C V*, wir zeigen: B’ ist Basis
von V*.
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Nach (9.3.1) gilt dimV' = dim V*, es geniigt zu zeigen: Alle h;, sind linear
unabhéngig. Seien k, € K mit ), . 5 kyhy = 0. Dann ist fiir alle v € V:

0 = Uzkbhb
B
= Zkbvhb
B
- Zkbf(vab)
B

o)

Da f regulér ist, ist ) p kb = 0, da B Basis ist, also sind alle k, = 0 = k.
Damit sind alle h; linear unabhéngig. Schreibe h als Linearkombination von
B’, dann existieren [, € K mit h =) 5 l,h. Setze dann

Dann ist fir v € V:

vh = Z lyvhy

Die Eindeutigkeit von w folgt aus der Regularitidt von V.

11.3.2 Existenz der adjungierten Abbildung

Sei p € Hom(V, W). Dann existiert genau ein ¢*! € Hom(W, V) mit
g(vp,w) = f(v,wp*) Vv e Viwe W

Nenne die Abbildung ¢ die zu ¢ adjungierte Abbildung. BEWEIS: Aus der
Regularitat von V folgt die Eindeutigkeit, es bleibt die Existenz zu zeigen.
Sei w € W, folgendes ist dann eine lineare Abbildung aus V*:

hi, : V — K mit vhl, := g(ve, w)
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Mit (11.3.1): Es existiert v,, € V mit vh!, = f(v,v,) Vv € V. Definiere nun
oW —=Vmit p:w— v,
Es gilt fir k € K:
f(o, (kw)e) = f(v, vpw) = vhi, = g(vp, kw)

= Eg(vp, w) = koh!y = kf(v,0,) = f(0, kv,)
= [(v, k(we))

Damit fiir alle v € V: f(v, (kw)o — k(wo)) = 0, mit der Regularitit: (kw)o =
k(wp). Ahnlich zeigt man, dak p linear beziiglich der Addition ist, damit ist
o0 eine lineare Abbildung.

Definiere nun ¢* := o, dann ist g(vp, w) = f(v, we?).

BEISPIEL: Zur Erinnerung: Sei B := {ey, ..., e,} Orthonormalbasis von V;
w =Y, kie; Linearkombination. Dann ist

flw,e) = f (Z kj€j7€i> = Zk?jf(ej,@i) = k;
i=1 j=1
Fiir alle v € V gilt also:

U= f(’U, 61)61 + .o+ f(’U, en)en

Sei V = C? und .
¢ mit M(p, B, B) = (; (1))

Was ist M (™, B, B)?

(eap™, 1)  fleap™, €2) 0 1
da
f(elSOad, e1) = f(er,e19™) = f(erp,e1) = = —i
f(ﬁ@ad, ez) = f(e1, ea0?) = fleap,e1) = 2=2
fleap™,e1) =0
fleap™ eg) =1
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11.3.3 Eigenschaften der adjungierten Abbildung

Seien ¢, 1 € Hom(V, W) und p € Hom(W,T'), wobei T ein weiterer endlich-
dimensionaler Vektorraum und Skalarprodukt A ist. Dann gilt:

L (p+ ) = + 9
2. (ko) = kpd

3. (pp)t = prdp

4. (pd)ad

5. Kern ¢ = (Bild p*})*, ¢ injektiv genau dann, wenn ¢*! surjektiv
6. Bild 92! = (Kern )+, ¢ surjektiv genau dann, wenn ¢! injektiv
7. Ist ¢ bijektiv, so ist (p~1)2d = (pad)~!

BEWEIS:

1.-4. einfaches Nachrechnen

5. Sei v € Kerngp, dann ist 0 = g(vp,w) = f(v,wp*), damit ist v
senkrecht auf Bild . Mit v € (Bild p*!)t, w € W ist f(v,wp?d) =
0 = g(vp,w), damit ist vy € rad W also v € Kern .

Zusatz folgt wegen V = U L U+ fiir alle U < V angewandt auf
U = Bild p*.

6. (Kerng)t = (Bild pad)++ "= O4Y Bilg @

7. Folgt aus 3. wegen ¢ (p~1)2d = (pp~1)2d = id¥! = idy.

11.3.4 adjungierte Matrix

Seien B = {vy,...,v,} und B" = {v},...,v],} Basen von V bzw. W und
¢ € Hom(V, W). Dann gilt:

M(g, B, B)Gp(g) = Gp(f)M(p™, B', B)

Sind B und B’ Orthogonalbasen, so gilt:

M(g, B, B') = M(¢*%, B/, B)'
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BEWEIS: Sei n :=dimV und m := dim W. Seien

(aij)nxm = M(SOJ B? Bl) (fij)nxn = GB(f)
(agj)mm = M(p*, B', B) (9ij)mxm = Gp(9)

Dann ist

k=1
m m
oo
g &zkgijE aikg<vk7vj)
k=1 k=1
m
/
=g E ik Vg, U
k=1
/
= g(vip, vj)

Gp(f)- M(¢*, B, B) = (Z f_)
=1 nxm

Bei Orthonormalbasen sind die Gram’schen Matrizen jeweils gleich der ent-
sprechenden Einheitsmatrix, damit folgt die Behauptung.

BEZEICHNUNG: Sei A € M,,»,»(K). Dann heift = M s (K) die zu A
adjungierte Matriz

11.3.5 Determinante, Eigenwerte
Sei ¢ € Hom(V, V). Dann gilt:
1. det p = det pad

2. a € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn @ Eigenwert von ¢! ist.
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BEWEIS:
1. Folgt aus (11.3.4) mit Orthonormalbasis.

2. ,=" Sei a Eigenwert von ¢ zum Eigenvektor w. Dann ist fiir alle v € V:
flw,vp) = f(wp,v) = flaw,v) = af(w,v) = f(w,av)
Daraus folgt fiir alle v:
flw,vp* —av) = 0 = f(w,v(p™ —a@id))
Damit steht w senkrecht auf V(¢*! — @id). Da w Eigenvektor ist,
ist w # 0. V ist regulr, damit ist V(¢ — @id) # V Somit ist die
Abbildung (p*! — @id) nicht surjektiv. Mit Dimensionsformel ist
Kern (™ — @id) # {0}

Sei 0 # v € Kern(p® —aid), dann ist v Eigenvektor zum Eigenwert

a.

,<" Sei @ Eigenwert von ¢*!. Wie eben gezeigt, ist @ = @ Eigenwert zu
(pad)ad (11.3.3)

11.3.6 Isomorphismus lin. Abbildungen/Bilinearformen

Sei B, (V) die Menge der a-Bilinearformen und « die Komplexkonjugation.
Die folgende Abbildung ist ein Vektorraum-Isomorphismus:

¢ : Hom(V, V) — B,(V) mit ¢ — f(v,we™) Vo, w eV
BEWEIS: Sei f, := . Einfach nachzurechnen: f, € B, (V). Linearitét von
:
e zu zeigen: fir, = kf,

fro,w) = Fo,wlke)™) "ED f 0, Fuwp)

= kf(v,wp™) = kf (v, w)
e analog: f 1 = fo + for
Sei f,(v,w) =0V v,w e V. Zu zeigen. ¢ =0, d.h. ¢ ist injektiv.
0 = fo(v,w)= flv,we™) = flvp,w) ¥V v,w
=0 vpVoveV
=0 = ¢

Nach (4.1.2) und (9.2.4) ist
dim Hom(V, V') = dim M5, (K) = dim B, (V)
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11.4 Normale Abbildungen
11.4.1 Definitionen

In diesem Abschnitt ist V' endlichdimensionaler Vektorraum tiber R oder C
mit Skalarprodukt f. Sei ¢ € Hom(V, V). Dann heift ¢

e normal, falls pp*d = p*dp

o sclbstadjungiert (oder hermitesch), falls ¢ =
e unitdr, falls ¢ bijektiv und =1 =
Es gilt:

e Die unitdren Abbildungen sind genau die f-Isometrien auf V', da

Fo,wpe™) = fvp,wp) = f(v,w) Vv, 0w = w=wpp* Yw e V

o H;(V) ist der R-Vektorraum der selbstadjungierten Abbildungen aus
Hom(V, V), aber kein Vektorraum tiber C. Mit k € C,p € H(C) ist

11.3.3) — —
(kp)d M2V Fpnd = T

Matrizen heifsen normal, selbstadjungiert bzw. unitdr, wenn sie beziiglich einer
Orthonormalbasis eine normale, selbstadjungierte bzw. unitdre Abbildung
beschreiben.

11.4.2 Kiriterium fiir normale Abbildungen

Sei ¢ € Hom(V, V). Dann ist ¢ normal genau dann, wenn
Flup,we) = fog™, we™) ¥ v,w € V
BEWEIS:

’7$(L
Flop,we) = flo,wpp™) = f(v,wp™p) = fvp™, we™)
»<=" Sei v,w € V. Dann gilt:
Folpp™ — ™), w) = flupp™, w) — f(op*lp, w)
= flop,wp) — flop*, we®) =0

ad _  ,ad

Wegen der Regularitét ist v(pp ) = 0, also ! = p*dp.
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11.4.3 normale, selbstadjungierte, unitire Matrizen

Sei n := dimV, ¢ € Hom(V,V), B Orthogonalbasis von V, A = (a;;) =
M(g, B, B)

1. ¢ ist normal genau dann, wenn A normal ist, genau dann, wenn

n n

g aikﬁzg ik, V 1, ]

k=1 k=1

2. o ist selbstadjungiert genau dann, wenn A selbstadjungiert ist, genau
dann, wenn
aij = @5; Vi, ]

3. ¢ ist unitdr genau dann, wenn A unitér ist, genau dann, wenn
n
E Ak Qg = (5ij Vi,
k=1

11.4.4 Ré&ume der orthogonalen/unitiren Bilinearformen

Sei ¢ der in (11.3.6) definierte Vektorraum-Isomorphismus von Hom(V, V') in
By (V).

o K =R: Hf(V)y ist der Unterraum der orthogonalen Bilinearformen.

o K =C: Hy(V)y ist der Unterraum der unitéren Bilinearformen.

11.4.5 Eigenwerte der adjungierten Abbildung

Sei ¢ € Hom(V, V') eine normale Abbildung, v ein Eigenvektor von ¢ zum
Eigenwert k. Dann ist v Eignevektor von ©*! zum Eigenwert k. Insbesondere
sind die Eigenwerte von selbstadjungierten Abbildungen reell.

BEWEIS: Es ist

flo(e™ 1d) (™ =k -id))

f(wp — kv, vp* — kv)

Flop™, vp™) — kf(vp™, v) = kf(v,09™) + K f(v,0)
=" [f(ve, w) — kf(v,vp) — kf(ve,v) + kkf(v,v)
kkf(v,v) — kkf(v,v) — kkf(v,v) + kkf(v,v)

0= vy =Fkv
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11.4.6 invariante Unterraume

Sei K = C und ¢ eine normale Abbildung aus Hom(V, V). Sei U ein -
invarianter Unterraum (d.h. Up C U). Dann ist U auch ¢*d-invariant und es
gilt: Uty C U+,

BEWEIS: Annahme: Up*d C U. Sei v € Ut, u € U. Dann ist

flu,vp) = flup™,v) =0= Utp <U*
Es ist also nur noch der erste Teil zu zeigen. Beweis per Induktion nach dim U.

e Induktionsverankerung: Fiir dim U = 0 ist nichts zu zeigen, bei U = (u)
ist u Eigenvektor von ¢ und damit nach (11.4.5) auch von <.

e Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir alle ¢-invarianten Unter-
rdume kleinerer Dimension.

e Induktionsschritt: Wende (8.4.1) an: Es existiert eine Basis B = {uy, ..., un }
mit M(¢|y, B, B) ist in Jordan-Normalform. Fiir Uy := (ua, ..., ) ist
Usp C Uy. Nach Induktion: Uyp®® C Uy, also auch Ud‘(p C Uol. Mit
(9.4.3) und (9.4.4) gilt:

V =Uy L Uy mit dimU;- = dim V — dim U

Mit Dimensionssatz: dimU N Uy = 1, zudem U = Uy L (U N Up)*,
auferdem
UNUH)p= Up NUp=UNU;
< ==

<U Ug
Nach Induktion:
(UNUHe™ € UnU;
Up* = (Uo+(UNU))p™

Upo™ 4 (U N U )™
< U+ (UNnUy)=U

11.4.7 Orthogonalbasis aus Eigenvektoren
Sei ¢ € H¢(V'). Dann existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

BEWEIS: Sei B eine Orthonormalbasis von V und A = M(p, B, B). Nach

(11.4.3) gilt: A = A'. Wir betrachten C" mit dem natiirlichen Skalarpro-
dukt und der natiirlichen Basis B*. Wihle ¢* € Hom(C",C") so, daf
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M (p*, B*, B¥) = A ist.

Nach (11.4.3) ist ¢* selbstadjungiert. C ist algebraisch abgeschlossen, also
besitzt ¢* einen Eigenwert k. Mit (11.4.5) gilt: k ist reell. Also ist k& auch ein
Eigenwert von . Sei v ein Eigenvektor zu &k in V.

Es ist f(v,v) > 0, nach v; = f(v,v)_l konnen wir annehmen: f(vy,vy) = 1.
Nach (11.4.6) ist (v)" ¢ C (v)" =: U. Dann ist ¢|y selbstadjungiert auf U
(beziiglich fluxu).

Nach Induktion kénnen wir annehmen: Es existiert Orthonormalbasis {vs, ..., v, }
von U, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Damit gilt:

V= (v) L ()" = (1,09, ..., 0,)
~———
Orthonormalbasis
11.4.8 Hauptachsentransformation

Sei K = R und g eine orthogonale Bilinearform auf V' (zusétzlich zu f).
Dann existiert eine Basis von V', die Orthonormalbasis beziiglich f und
Orthogonalbasis beziiglich g ist.

BEWEIS: Nach (11.3.6) und (11.3.3):
3¢ € Hom(V, V) mit g(v,w) = f(v,we*) Y v,w € V

und nach (11.4.4) ist ¢ selbstadjungiert. (11.4.7) Es existiert eine Orthonor-
malbasis B von V die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Seien b, 0’ € B. Dann
gilt:

/ / F— , 0 falls b#10V
g(b,b)=f(b>bso)=f(b7kb/b>:kb'f(b>b>:{k;_b, falls bib’

11.4.9 Charakterisierung der normalen Abbildungen iiber C
Sei K =C, dimV > 1 und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:
(a)  ist normal

(b) Es existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von ¢
besteht, insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

(c) Fiir alle v € V gilt: f(ve,vp) = f(ve*d, vpad)

BEWEIS:
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(a) = (b) Da C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt ¢ einen Eigenwert a. Sei
v ein Elgenvektor zu diesem Eigenwert und W := (v)". Nach (9.4.4)
ist V.= (v) L W, und nach (11.4.6) ist Wy < W. Mit Induktion

nach dim V' kénnen wir annehmen, daf eine Orthonormalbasis von W
-1
existiert, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Nimmt man /f(v,v) v

zu dieser Basis hinzu, erhdlt man (b).

(b) = (c¢) Sei B eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenwerten von ¢ besteht,
und seien k, € K, b€ Bund v =),  kyb. Dann ist

fvp,vp) Z kKt (*)
beB
wobei a; der Eigenwert zum Eigenvektor b ist. Als néchstes zeigen wir,
daft b € B auch Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a; ist. Man beachte,
dafs
Fb,0'0™) = fbp, V) = apf (b, 1) Vb, b € B
Sei wieder v = ), kyb. Dann gilt:
f(U, blgoad) - Z kbf(b7 blgoad) - kb’ab’ = f(v)a_b’b,)
beB

und aus der Regularitét von V folgt ' = ay¥', d.h. V' ist Eigenvektor
von @™ fiir alle b € B. Aus (*) folgt nun:

flvp,vp) Z kokpayy, = o) Vo eV

beB
(c) = (a) Seien v,w € V. Dann gilt:
f((w+w)p, (v+w)p) = f(ve,vp)+ f(ve, wp)+ f(we, vp)+ f(we, we)
und
F((o+w)g™, (v+w) ™) = fop™, v )+ f (0™, wp™ )+ f(we™, ve™) + f (W™, we™)
also
(v we™) + f(we™, vp™)
(v, wp) + f(ve, we)
(v we™) + f(vp*d, wipad)
= 2R(f (v, wp)) = 2R(f (v™, w™))

flop,we) + f(wp,vp) = f
f
f

Mit v + 4w an Stelle von v + w erhalten wir mit dem gleichen Argument

23(f (v, wp)) = 23(f (ve™, vp™))
Daraus folgt f(vp, we) = f(vp*d, wpad) und mit (11.4.2) folgt (a).
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11.4.10 Charakterisierung der selbstadjungierten Abbildungen iiber

C

Sei K = C und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

(a)
(b)
()

© ist selbstadjungiert
@ ist normal, und alle Eigenwerte von ¢ sind reell.

Fiir alle v € V gilt: f(vp,v) € R

BEWEIS:

(a) = (b)
(b) = (¢)

Folgt aus (11.4.5)

Nach (11.4.9) existiert eine Orthonormalbasis B von V, die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Sei v € V und a;, der Eigenwert zu b € B. Es
existieren ky € K, b € B mit v =), 5 kyb. Daraus folgt

flop,v) = f (Z kybo, Z kbb> = Z apkpky € R

beB beB beB
Seien v,w € V. Dann ist
(v +w)p,v+w) = flop,v) + f(we, w) + f(ve, w) + f(we,v)
und aus f((v+w)p,v+w), f(ve,v), f(we,w) € R folgt:
flog,w) + f(we,v) €R (*)

Aus (x), angewandt auf v und iw, folgt i(—f(ve,w) + f(we,v)) € R.
Deshalb ist

S(f (v, w)) = =3(f(we, v)) und R(f (vp, w)) = R(f (we,v))

Also ist f(vep,w) = f(we,v). Insbesondere ist nun

flup,w) = f(wp,v) = f(v,we) = f(vp™, w)

Aus der Regularitéit von V folgt ¢ = 4.
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11.4.11 Charakterisierung der unitiren Abbildungen iiber C
Sei K = C und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

(a)  ist unitér
(b) ¢ ist normal, und fiir jeden Eigenwert a von ¢ gilt: aa = 1.
(c) Fir alle v € V gilt: f(vp,vp) = f(v,v)

BEWEIS:

(a) = (b) Sei a Eigenwert von ¢ zum Eigenvektor v. Dann gilt wegen (11.4.5):

aw=vp =vp ' =av=aa=1

(b) = (¢) Nach (11.4.9) existiert eine Orthonormalbasis B von V', die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Sei v € V und a, der Eigenwert von b € B. Es
existieren ky € K,b € B mit v =), _p kyb. Deshalb gilt:

flup,vp) = f (Z kke,» kdw) = " kkayd =Y kb = f(v,0)

beB beB beB beB
(¢) = (a) Seien v,w € V. Dann folgt aus f((v+w)y, (v +w)g) = f(v+w,v+w):
flvp,we) + f(wp,ve) = fv,w) + f(w,v) (*)
Aus (x), angewandt auf v, iw folgt aukerdem:
—flve, we) + flwep,vp) = —f(v,w) + f(w,v)

Wir erhalten also:

flvp,we) + flop, wp) = fv,w) + (v, w)

und — f(vp, we) + flvp,wp) = —f(v,w)+ f(v,w)

und damit

R(f (v, wp)) = R(f(v,w)) und I(f (v, wp)) = S(f (v, w))

Damit f(ve, wp) = f(v,w) = f(vep*d,w). Aus der Regularitit von V
folgt: =1 = pd,
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11.4.12 Quadratische Gleichungen mit mehreren Variablen
e allgemein: ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 bzw.

zAxT + 2" + 5 =0

e Ellipse/Kreis: 2% + a®y* = 1

e Hyperbel: 22 — 3% =1

e Parabel: 42 =z

e zwei Geraden: 22 — a?y? =0

e Koordinatentransformation: z/ = zC mit C' € O,(K), dann
P CACY + 'O 4+ ¢ =0

qa 1V — K mit 2 — xAzT (wobei A € M,,(K)), dann (mit f
Bilinearform):

qa(v +w) = ga(v) + qa(w) + f(v, w)

g(u,v) = uAvT mit (11.4.8) existiert B, welche beziiglich f Orthonor-
malbasis, beziiglich ¢ Orthogonalbasis ist.

SATZ: Jede quadratische Gleichung mit n Unbestimmten ist zu einer quadra-
tischen Gleichung der Form

Zaixf + inbi 4+c=0
aquivalent. Insbesondere kann b; = 0 gewahlt werden, falls a; # 0.
Bei n = 2:

o a7%+asy?+co = 0 Ellipse, Hyperbeln, Punktspiegelung, Geradenpaare,
0

o a,7% + byy + ¢y = 0 Parabeln
o (byz + boy + ¢o = 0 Gerade)
Bein=3:V:= (6%1, 8%2, s %)

2

9 T
Z aijm = VAV

]
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