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1 Grundbegriffe
1.1 Elementares
DEFINITIONEN:
e Sei N={1,2,...} und Ny ={0,1,2,...}.
o Fiirr € Rsetze [r]={neN| n<r}.
e Fiir eine Menge M und n € Ny setze
M
(M) =tremim-n
n
Es gilt:
M\ _ (1M [M]!
n)| \n /) nal(M|-n)
e Fiir zwei Mengen A, B sei die symmetrische Differenz
AAB=(AUB)\ (ANB)
1.2 Graphen
DEFINITIONEN:

Ein endlicher Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V eine endliche
Menge ist und E C (}). Vereinbarung: n := [V| und m := |E|.

Sprechweisen: falls {u,v} € E, so sagen wir: ,u und v sind benachbart
(adjazent)“. Falls u € Ve € E,u € e: ,u und e sind inzident".

Fire € E und u € V setze

G—e = (V,E\{e})
Gov = (V\{v},Eﬂ(V\Q{U}))

Fir n € N heift K,, = ([n], ([n])> vollstindiger Graph und E,, = ([n],0)

2
leerer Graph.

Seien G = (V,E) und H = (U, F') Graphen. H heilst Teilgraph von
G, falls U C V und F C FE ist. H heilst induzierter Teilgraph, falls
zusétzlich F'= EN (g)



e Ein vollstandiger Teilgraph heiftt Clique, ein leerer induzierter Teilgraph
heifst unabhdingige Menge.

e Der Grad d(v) eines Knoten ist die Anzahl der Kanten, die mit v
inzident sind. Der Minimalgrad von G ist 6(G) = min{d(v) | v € V},
der Mazimalgrad ist A(G) = max {d(v) | v € V}.

e Ist G = (V, E) ein Graph, so sei G = (V, (‘2/) \ E).

e Eine Knotenfdrbung ist eine Funktion f : V' — N mit der Eigenschaft,
dass f(u) # f(v) fur alle {u,v} € E.

e Ein Graph heit k-farbbar (k € N), wenn es eine Knotenfarbung f :
V' — [k] gibt.

SATZ: Jeder planare Graph ist 4-farbbar. Bewiesen 1976 von Haken und
Appel mit Hilfe eines Computers.

DEFINITIONEN:
e X(G) :=min{k € Ny | Gist k-farbbar} - chromatische Zahl.
e w(G):=max{k € Ny | Genthilt Clique auf k¥ Knoten} - Cliquenzahl
e a(G) :=max{k € Ny | Genthilt eine Unabhéngige Menge auf k£ Knoten}

BEMERKUNG: w(G) = a(G).

DEFINITIONEN: O-Notation. Seien f,g: N — R.

e Man schreibt f = O(g), falls ein ng € N und ¢ € R+ existieren, so dass
fir alle n € N gilt: n > ng = f(n) < cg(n).

o f=0Q(g), falls g = O(f).
e f=0(g), falls f = O(g) und g = O(f).
BEISPIELE:

e Sei f(n) = 170n* + 13n — 21 und g(n) = n? Dann ist f = O(g).
Schreibweise: f = O(n?).

e Sei f(n) =logy(n). Dann ist f = O(log,,n) = O(logn).



1.3 Probleme, Effizienz, Kodierung

PROBLEM Clique. Wir betrachten drei Varianten:

e Entscheidungsproblem. Eingabe: Graph G und k € Ny. Frage: gibt es
eine Clique auf k£ Knoten in G?7

e Optimierungsproblem. Eingabe: Graph G. Frage: was ist die Méchtig-
keit einer groften Clique?

e Suchproblem. Eingabe: Graph G. Aufgabe: finde eine grofite Clique.

In der Theorie betrachtet man in der Regel die Entscheidungsprobleme.

SATZ: Wenn es fiir eines der drei Probleme Clique-Entscheidung, Clique-
Optimierung oder Clique-Suche einen Algorithmus gibt, dessen Laufzeit
polynomiell in der Knotenzahl n beschrankt ist, dann auch fiir die beiden
anderen.

BEWEIS:

e Entscheidung — Optimierung. Algorithmus fiir Optimierung: Mit dem
Entscheidungsalgorithmus teste fiir alle k& € [n], ob eine Clique der
Groke k existiert. Ausgabe: grofstes k mit positiver Entscheidung. Der
Algorithmus ist korrekt. Zur Laufzeit: sei p das Polynom, das die Laufzeit
des Entscheidungsalgorithmus beschrankt. Dann ist die Laufzeit des
Optimierungsalgorithmus np(n).

e Optimierung — Suche. Algorithmus fiir Suche: Fiir alle e € E do: Falls
w(G —e) = w(Q), setze G = G — e. Ausgabe: G.

Behauptung: Der Algorithmus terminiert mit einer maximalen Clique
von G. Beweis: Sei C' die Ausgabe des Algorithmus. Dann gilt: w(C') =
w(G). Ferner gilt: w(C' —e) < w(C) fiir alle Kanten e € E(C). Also
bilden die Kanten von C' eine Clique.

Zur Laufzeit: Sei p die Laufzeitschranke des Optimierungsalgorithmus.
Dann hat der Suchalgorithmus die Laufzeit héchstens |E| p(n) < n*p(n).

e Suche — Entscheidung. Trivial.

PrROBLEM Travelling Salesman (TSP) Entscheidungsvariante: Einga-
be: d;; € N,i,j € [n],k € N. Dabei bezeichnet d;; die Distanz zwischen
zwei Stadten ¢ und j. Ausgabe: Gibt es eine ,;Tour durch alle Stadte mit
Gesamtlénge kleiner gleich k7




Problemgrofe (Kodierungslinge der Eingabe) ist n?log,(maxd;;). Der Loga-
rithmus kommt dadurch, dass die Zahlen im Rechner einen logarithmischen
Platzverbrauch fiir die Darstellung haben.

DEFINITION: Problemgriffe ist die binare Kodierungsldnge des Problems

(wieviele Bits brauche ich um das Problem in meinem Rechner zu beschrei-
ben?).

Unter Effizienz verstehen wir: Die Rechenzeit zum Losen eines Problems soll
ein Polynom in der Problemgrofse sein. Das definieren wir spéter formal.

BEISPIELE:

e Graphenkodierung iiber Adjazenzmatrix. Den Graphen G = ([n], F)
kodieren wir mit A = (a;;); jefn mit

1, falls {i,j} € FE
aij = 0
sonst

Kodierungslinge: n?.

e Natiirliche Zahlen. Darstellung im Binarsystem. Fiir n € N benotigen
wir [log, n| Bits.

e Problem PRIMES. Eingabe: n € N. Ausgabe: ist n eine Primzahl? Sieb
des Eratosthenes hat den Aufwand O(n®?). Nicht effizient, weil die
Grofe der Eingabe gleich logn ist.

e Gauf-Elimination zum L&sen von linearen Gleichungssystemen hat den
Aufwand von O(n?) und ist somit effizient.

e Clique: Durchprobieren aller Knotenmengen. Aufwand: O(2"n?), nicht
effizient.

SATZ: (Agrawal, Kayal, Saxena (2002)). Es gibt einen polynomiellen Algo-
rithmus fiir PRIMES. Die Laufzeit ist etwa O((logn)).




2 Komplexitiatstheorie

2.1 Algorithmen

DEFINITIONEN:

e Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge. Mit ¥* bezeichnen wir die
Menge der endlichen Folgen (Wérter) iiber X. Fiir x € ¥* sei |z| die
Lange von z. Ein Algorithmus berechnet auf eindeutige Weise eine
Funktion »* — »*.

e Die Laufzeit eines Algorithmus ist die Zahl der bendtigten elementaren
Operationen (elementare Arithmetik, Speicherzugriffe, Vergleiche. . .)

e Fiir einen Algorithmus A und z € ¥* bezeichne t4(x) die Anzahl
der elementaren Operationen, die A mit der Eingabe x ausfiihrt. Die
zeitliche Komplexitdt von A ist

ta:N—-Nyn—max{ts(z)| z € ¥ |z| =n}

Ein Algorithmus heifst effizient, wenn es ein ¢ € N gibt mit t4 = O(n°).

2.2 Die Klasse P
DEFINITIONEN: Sei X ein Alphabet, das die Zeichen 0 und 1 umfafit.

e Eine Teilmenge L C >* heifst Sprache.
e Ein Entscheidungsproblem (EP) ist ein Tripel (L, U,X) mit L, U C ¥*.

e Ein Algorithmus A lost das EP (L, U, %), wenn fiir alle z € U gilt:
Ausgabe von A(x) ist gleich 1 fiir € L und 0 fir « ¢ L.

Im folgenden werden wir meistens nur Entscheidungsprobleme betrachten.

DEFINITION: Sei P = { L C ¥* | es existiert ein effizienter Algorithmus,
der das Entscheidungsproblem (L, ¥* %) 16st } die Klasse der polynomiell
entscheidbaren Sprachen.




DEFINITIONEN:

e Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Weg in G ist eine (endliche) Knotenfolge
Viy.. .,V mit {Uiavi+1} € F fir allei € [k — 1]

e Zwei Knoten heiften miteinander verbunden, wenn es einen Weg zwi-
schen ihnen gibt. Fiir v € V heift die Menge

C(v) ={u € v | uwund v sind verbunden }

Zusammenhangskomponente von v. G heilst zusammenhdangend, wenn
G nur eine Zusammenhangskomponente besitzt.

PROBLEM Graphensuche. Eingabe:

o G = (V,FE), dargestellt durch Adjazenzlisten: fiir jedes v € V' haben
wir eine Liste A(v) der Nachbaren von v.!

e Startknoten v; € V.

Ausgabe: Zusammenhangskomponente von v;.

Algorithmus Graphensuche. Fiir den Algorithmus verwenden wir die
Datenstruktur @): irgendeine Datenstruktur, die ermdglicht, in konstanter Zeit
einen Knoten hinzuzufiigen oder einen Knoten auszulesen und zu loschen.
Beispiele sind Stack (LIFO - Last In First Out) und Warteschlange (FIFO -
First In First Out).

l6sche alle Knotenmarkierungen
Q =v;, markiere v
solange Q #0
wahle v € @ und 16sche v aus @
fiir alle o € A(v):
falls ¢ nicht markiert:
fiige v zu @Q hinzu und markiere o’

Ausgabe: alle markierten Knoten

SATZ: Der Algorithmus Graphensuche ist korrekt und hat eine Laufzeit von
O(n +m).

BEWEIS:

e Korrektheit: Genau die Knoten sind markiert, die mit v; verbunden
sind. Angenommen, es existiert ein Knoten u, der mit v; verbunden ist,




aber nicht markiert wurde. Sei vy,...,vx_1,u ein Weg in G. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dass vy, ..., v,_1 markiert wurden. Nachdem
vg—1 markiert wurde, wurde die Anweisung ,Fiir alle v’ € A(vg_q) ...
ausgefithrt. Da u € A(vg—;) und u nicht markiert ist, wurde u zu
@ hinzugefiigt. Da der Algorithmus mit ) = () terminiert, wurde u
irgendwann aus () entfernt und wurde dabei markiert.

Weiter ist zu zeigen, dass nur die Knoten markiert wurden, die mit
v1 verbunden sind. Dazu verifiziert man die folgende Invariante: ,Alle
markierten Knoten und alle Knoten aus () sind mit v, verbunden®

e Laufzeit: Loschen aller Markierungen benétigt O(n). Die Schleife wird
héchstens einmal fiir jeden Knoten durchlaufen. Dabei wird die Anwei-
sung ,falls ...* deg(v) mal ausgefithrt. Der Aufwand ist also

Z deg(v) = 2m = O(m)

Falls man fiir die Graphensuche Stack verwendet, so heifst sie Tiefensuche,
mit Queue Breitensuche.

SATZ: Das Problem ,Sind zwei Knoten in einem Graphen verbunden?* liegt
in P.

BEWEIS: Starte Graphensuche mit dem Graphen und einem der beiden
Knoten. Falls der zweite markiert wurde, sind sie verbunden, sonst nicht.

2.3 Die Klasse NP

DEFINITIONEN:

e Sei L C ¥*. Ein (deterministischer) Algorithmus A: ¥* x ¥* — {0, 1}
heifst Verifier fiir L, wenn L genau aus den Worten = besteht, fiir die
es ein ¢ € ¥* gibt mit A(x, c) = 1. Dabei heifst ¢ Zertifikat.

e Ein polynomieller Verifier ist ein Verifier, fiir den es ein d € N gibt so,
dass fiir jedes € L ein ¢ € ¥* existiert mit ta(z,c) = O(|z|?).

BEMERKUNG: Wir gehen davon aus, dass Algorithmen die Eingabe sequen-
tiell einlesen miissen. Folglich kénnen wir annehmen, dass die Zertifikate
ebenfalls |c| = O(|z|?) erfiillen.

DEFINITION: Sei NP = { L C ¥* | existiert ein polynomieller Verifier fiir L
die Klasse der nichtdeterministisch polynomiell entscheidbaren Sprachen.

O



BEISPIEL: Clique € NP. Beweis: Sei die Eingabe (G = (V, E), k € N). Gibt
es eine Clique C auf k£ Knoten, so fasse diese als Zertifikat auf. Der folgende
Verifier entscheidet das Clique-Problem:

Priife, ob |C| >k
Priife , ob {u,v} € F fir alle u,veC
Falls alle Tests positiv, gib 1 aus

Die Laufzeit des Verifiers ist O(n?).
'LEMMA: Es gilt P C NP

BEWEIS: In der Ubung.

2.4 NP-Vollstandikgkeit

DEFINITIONEN: Seien Lq, Lo Sprachen iiber Alphabeten X1, 2.

1. Eine Funktion f: ¥} — X3 heilt Transformation von Ly auf Ly, wenn
gilt:
Vwe X twe L) < f(w) € Ly

2. Eine solche Transformation heilst polynomielle Transformation, wenn
es ein Polynom p und einen Algorithmus A: ¥} — X3 gibt, so dass fiir
alle w € X7 gilt:

o A(w) = f(w)
o ta(w) < pllul)
o |f(w)| < p(u)

3. Ly heilt polynomiell auf Lo reduzierbar, in Zeichen Ly <, Lo, wenn es
eine polynomielle Transformation von L; auf L, gibt.

SATZ:
1. Ist L1 Sp L2 und L2 € P, SO ist Ll e P.

2. Die Relation ,,<," ist transitiv: Fiir alle Ly, Lo, L3 gilt:

(L1 <p Lo) N (Ly < Lg) = Ly <, Ls

BEWEIS:



1. Seien f, A, p wie in der Definition. Sei B ein Algorithmus, der L, entschei-
det und dessen Laufzeit durch ein Polynom ¢ beschrankt ist. O.B.d.A.
kénnen wir annehmen, dass ¢ monoton wachsend ist. Folgender Algo-
rithmus entscheidet L;:

Eingabe: w € X}
1. Berechne f(w) mit A
2. Mit B entscheide, ob f(w)€ Ly, gib Ergebnis zuriick

Nach Konstruktion ist dieser Algorithmus korrekt, d.h. er entscheidet
L;. Die Laufzeit ist beschrinkt durch

p(lw]) +¢(1f (w)]) < p(lw]) + q(p(jw]))

2. In der Ubung.

DEFINITIONEN:
1. Eine Sprache L heifst NP-Hart, wenn fiir alle M € NP gilt M <, L.
2. L heilst NP-vollstindig, wenn L NP-hart ist und L € NP.

3. Die Klasse der NP-vollstéandigen Sprachen bezeichnen wir mit NPC.

KOROLLAR: Gibt es eine Sprache in P N NPC, so gilt P = NP.

BEMERKUNG: Die Frage, ob P = NP oder P ; NP bleibt offen. 2

ProBLEM Erfiillbarkeitsproblem (SAT): Seien 1, ..., z, Boolsche Va-
riablen. Mit z; bezeichnen wir das Negierte von z;. Die x;, z; heiflen Lite-
rale. Eine Klausel iiber xy, ..., x, ist eine Disjunktion von Literalen (z.B.
x1 V 23 V x4). Eine Instanz des Erfiillbarkeitsproblems ist eine Menge von
Klauseln. Zu entscheiden ist, ob eine Belegung von Variablen mit Wahrheits-
werten existiert so, dass alle Klauseln erfiillt sind.

SATZ: (Cook, 1971) SAT ist NP-vollstandig.

PROBLEM 3-SAT: Die Einschriankung des Erfiillbarkeitsproblems auf In-
stanzen, in denen alle Klauseln nur drei Literale enthalten.

'SATZ: 3 — SAT ist NP-vollsténdig.

BEWEIS: In der Ubung.

2Clay Mathematics Institute bietet einen Preis von 1.000.000$ fiir die Losung des
Problems - siehe http://www.claymath.org/millennium
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SATZ: Clique ist NP-Vollsténdig.

BEWEIS: Wir haben schon gezeigt: Clique € NP. Wir zeigen nun: 3 — SAT <,
Clique. Fiir alle L € NP gilt dann: L <, 3 — SAT <, Clique, also ist Clique
NP-hart.

Sei also X = {1,...,2,} und ¢ = {C},...,Cy} eine Instanz von 3 — SAT.
Sei C; = Z} v Z? v Z? mit Literalen Z!,j € [3]. Wir konstruieren daraus
folgende Clique-Instanz: Sei G = (V, E) mit V' = [m] x [3] und

E— {{(i,j),(k,l)} | i # kund Z) # Z_;i}

Offenbar ist G in polynomieller Zeit aus der 3 — SAT Instanz konstruierbar.

Behauptung: G enthélt eine Clique der Grofe m genau dann, wenn es eine
erfilllende Belegung fiir die 3 — SAT Instanz gibt.

Beweis: Sei H eine Clique der Groke m in G. Nach Konstruktion von G
gehoren die Knoten von H zu paarweise verschiedenen Klauseln. Die zu den
Knoten gehorigen Literale konnen gleichzeitig erfiillt werden. Damit sind alle
Klauseln erfiillt.

Sei nun eine erfiillende Belegung der 3 — SAT Instanz gegeben. Fiir i € [m]
existiert also ein j; € [3] mit Z/" wahr. Damit ist H = { (4, ;) | ¢ € [m]} eine
Clique.

DEFINITION: Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Kantenfolge x1, ...,z heifst
Kreis in G, falls

o fiir alle i € [k — 1] gilt: {z;, 2,41} € F
o {zy,x1} €F
o [{{zizin} | ik -1} U{{zr,aa}} =k

Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis, der alle Knoten genau einmal enthélt.

PrROBLEM Hamiltonkreis. Eingabe: ein Graph G = (V, E). Frage: hat G
einen Hamiltonkreis?

PROBLEM Graphenfirbarkeit. Eingabe: ein Graph G = (V, E)) und k € N.
Frage: besitzt G eine k-Farbung?

10



SATZ:
e Hamiltonkreis € NPC
e TSP € NPC
e Graphenfirbarkeit € NPC

SATZ: Das Problem ,Hat G eine 2-Farbung?“ liegt in P.

11



3 Suboptimalitat

Unter der Annahme P # NP kann man fiir viele Optimierungsprobleme keine
exakten effizienten (polynomiellen) Algorithmen erwarten. Als Lockerung
bieten sich pseudopolynomielle oder approximative Algorithmen an.

3.1 Pseudopolynomialitat

Bestimmte Probleme werden ,nur” dadurch schwer, dass Zahlen nur logarith-
mische Kodierungsldnge besitzen. Fiir ein solches Problem bezeichne MAX(7)
den Wert der groften in der Instanz I vorkommenden Zahl und L(I) die
bindre Kodierungslange.

BEISPIEL: Fiir TSP gilt:
MAX(I) = MAX {dy; | i,j € [n]}5  L(I) = O(n*log(MAX(1)))
BEMERKUNG: Es gilt bei den meisten Problemen

L(I) = O( Anzahl Zahlen -log(MAX(I)) + Kodierungsliange Rest )
= O(max{ Anzahl Zahlen -log(MAX([/)), Kodierungslénge Rest })

DEFINITION: Ein Problem heift Zahlproblem, wenn sich MAX(/) nicht
durch ein Polynom in L(/) beschrénken léisst.

BEISPIELE:

1. Clique ist kein Zahlproblem, da L(I) = O(n® + log, k) und MAX(]) =
k <n.

2. Clique mit Kantengewichten wy, ..., w,, € N ist ein Zahlproblem. Es
gilt:

L(I)=0 <n2 + Zlogwi) ;. MAX(]) = maxw;

Ist w; = 2" und w; = 1 fiir ¢ > 2, dann ist L(I) = O(n?), aber
MAX(I) = 2.

DEFINITION: Ein Algorithmus fiir ein Zahlproblem heifst pseudopolynomiell,
wenn seine Laufzeit durch ein Polynom in L(7) und MAX(]) beschrénkt ist.
Ein Algorithmus fiir ein Zahlproblem heifst polynomiell, wenn seine Laufzeit
durch ein Polynom in L(I) beschrénkt ist.

12



DEFINITION: Fiir ein Zahlproblem II und ein Polynom p bezeichne II,
das Teilproblem von II, bei dem nur Eingaben I zugelassen sind, fiir die
MAX(I) < p(L([I)) ist. Ein Zahlproblem II heifst stark NP-vollstindig, wenn
es ein Polynom p gibt so, dass II,, € NPC gilt.

SATZ: Ist II stark NP-vollstdndig, so gibt es keine pseudopolynomiellen
Algorithmen fiir II, es sei denn P = NP.

BEWEIS: Sei p ein Polynom, so dass II,, € NPC. Angenommen, II besitzt einen
pseudopolynomiellen Algorithmus mit Laufzeitbeschrankung g(L (1), MAX(T))
fiir ein Polynom ¢. O.B.d.A. sei ¢ monoton wachsend in der zweiten Kompo-
nente. Fiir Instanzen [ von II, gilt MAX(I) < p(L([)). Also ist die Laufzeit
des Algorithmus fiir solche Instanzen beschrankt durch

q(L(I), MAX(I)) < q(L(I), p(L(1)))

also durch ein Polynom in L(I). Da II, € NPC, folgt P = NP.

PrOBLEM Riicksack (RSP). Eingabe: Nutzerwerte ay, ..., a; € Ny, Ge-
wichte g1,...,g9r € Ny, Grenzgewicht G € Ny und Mindestwert A € Nj.
Frage: gibt es M C [k] mit

ZgiSG und Z%EA

€M 1€EM

|SaTz: RSP € NPC. |

BEWEIS: Offenbar ist RSP € NP. Wir zeigen: 3 — SAT <, RSP. Sei I =
(X,C) mit X = {x,...,,2,} und C = {C4,...,C,,} eine Instanz von
3 — SAT. Wir konstruieren daraus eine RSP-Instanz I’ wie folgt: Sei A die
Zahl mit Dezimaldarstellung (4)™(1)" * und G = A. Wir benutzen 2n + 2m
Objekte mit Nutzen a;,b;,7 € [n] und ¢;,d;, j € [m]. Diese Werte sind alle
Dezimalzahlen mit n + m Stellen:

e In a; im vorderen Block mit m Stellen an Position j steht, wie oft das
Literal z; in C; vorkommt. Im hinteren Block (der Lange n) steht an
Position ¢ eine 1. An allen iibrigen Positionen stehen Nullen.

e Sei b; wie a; mit dem Literal z; statt x;.

e In ¢; im vorderen Block der Lange m steht an Position j eine 1, der
Rest sind Nullen.

3Mit (a)™ bezeichnen wir das Wort (a...a), wo der Buchstabe a n-mal vorkommt.
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[ Sel dj = 2Cj

Fiir alle Objekte soll das Gewicht gleich dem Nutzen sein. Wir zeigen nun: [/
ist erfiillbar genau dann, wenn I’ eine Losung besitzt.

=" Sei I erfiillbar. Sei z7, ...,z eine erfiillende Belegung. Ist 7 Wahr, so
nimm das Objekt mit Nutzen a; in die Losung auf, sonst das mit Nutzen
b;. Damit haben wir schon mal einen Nutzen von ... (1)" erreicht. Da
die z eine erfiillende Belegung bilden, haben wir an allen Stellen im
vorderen Block mindestens eine 1. Durch geeignete Wahl von Objekten
mit Nutzen c;, d; erhalten wir einen Gesamtnutzen von A.

,<" Sei nun die RSP-Instanz I’ l6sbar. Fixiere eine Losung. Nach Konstruk-
tion hat sie den Gesamtnutzen A. Daher ist fiir alle ¢ € [n] genau eines
der beiden Objekte mit Nutzen a; oder b; in der Losung. Setze x} wahr,
falls das Objekt mit Nutzen a; in der Losung ist. Diese Belegung erfiillt
I.

SATZ: Es gibt einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir RSP, genauer,
einen der in Laufzeit O(n - >} | a;) den maximalen Nutzen einer Losung
ermittelt, die die Gewichtsrestriktion einhélt.

BEWEIS: Sei [ = (ay,...,an, 01, -, gn, G) eine Instanz der Maximiervariante
von RSP. Fiir T' C [n] setze a(T) = >,y a; und g(T) = > .. 9;- Gesucht ist
also

OPT = max{a(M) | M C [n], g(M) < G}

Setze m =Y | a;. Fiir « € [m] und k € [n] setze

S(k,a) = AT C K| oT)=a}
Gk,a) = min{g(T)| T € S(k,a)}

Dann gilt
Sk,a) =Sk —-1,a)U{TU{k}| TeSk-1,aa—a)}
Also gilt

Gk,a) = min{S(T)| T € S(k,a)}
= min{min{g(7) | T € S(k—1,a)},
min {g(TU{k})| T € S(k—1,a0 — ax)}}
= min{G(k—1,a),G(k—1,a —a;) + gx }

Folgender Algorithmus 16st das RSP:
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1. Fir alle a€|m] setze G(0,a) =0
Fir alle ke [n]U{0} setze G(k,0)=0
2. Fir alle ke |[n]
Fir alle a € [m]
setze G(k,a) =min{G(k—1,a),G(k—1,a —ax) + gr}
3. Ausgabe: OPT =max{a € [m]U{0}| G(n,a) <G}

Dabei sollen im Schritt 2 nicht definierte Werte als oo gelten.

Offenbar ist der Algorithmus korrekt. Der Aufwand vom 1. Schritt ist O(n+m),
vom 2. Schritt O(nm) und vom 3. Schritt O(m). Somit hat der Algorithmus
die Laufzeit O(nm) = O(n> MAX(I)).4 O

PrOBLEM Partition. Eingabe: a,...,a, € N. Frage: Gibt es M C [n]

mit
Sa= 3 a

ieM i€n)\M

‘SATZ: Partition € NPC ‘

BEWEIS: Offenbar ist Partition € NP (mit M als Zertifikat). Sei nun RSP*
dasjenige Teilproblem von RSP, bei dem lediglich entschieden wird, ob ein
M existiert mit ), ,, a; = A. Nach Beweis fiir RSP ist auch RSP* € NPC.
Wir zeigen RSP* <, Partition. Sei I = (ay,...,a,, A) eine Instanz von RSP™.
Betrachte die Partition-Instanz

I'=(a1,...,a,,S —A+1,A+1) mit Szzai
i=1

Sei M eine Losung fiir 7, dann ist M U {n + 1} eine Loésung fiir I’, denn

n

dai+S—A+1 = S+1=) a+1
ieM i=1
SDD STIED YRR
€M ie[n])\M i€ln)\M
Sei umgekehrt M eine Losung von I’. Dann ist entweder n + 1 € M oder
n+2¢e€M. OBdA sein+1€M. Seix=73 141 @ Dann gilt
a:~|—S—A+1:ZaZ-: Z a;=S—-—x+A+1
ieM i€ln+1\M

Also ist x = Aund M \ {n + 1} eine Losung von I. O

4Die hier verwendete Technik heift dynamische Programmierung.
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SATZ: Es gibt einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir Partition.

BEWEIS: In der Ubung.

PROBLEM Binpacking. Eingabe: aq,...,a,,b, k € N. Frage: gibt es eine
Partition [n] = [;U...Ul}, so dass fiir alle j € [K] gilt >, < b ist.

’SATZ: Binpacking € NPC

BEWEIS: In der Ubung.

3.2 Approximationsalgorithmen

Approximationsalgorithmen finden i.a. keine optimale Losung, sondern nur
eine, die relativ gut ist. Wir betrachten endliche Optimierungsprobleme mit
Losungen in N.

DEFINITIONEN:
e Ein Optimierungsproblem II ist ein Tupel II = (D, S, w) mit:

— D ist die Menge der zuldssigen Eingaben.
— Fiir I € D ist S(I) eine Menge von zuldssigen Losungen.
— Fir I € D und s € S(I) ist w(/,s) € N der Wert der Losung s.

Zusatzlich gehort zu dem Problem eine implizite Angabe, ob w zu
maximieren oder zu minimieren ist. Ist I € D, so schreiben wir lax

I € IT und OPT(/) = max /min{w(/,s) | s € S(I)}.

e Ein Approzimationsalgorithmus A fiir ein Optimierungsproblem II hat
als Eingabe eine Instanz I € II und als Ausgabe eine Zahl A(I) mit
A(I) =w(I,s) fiir ein s € S(I).

DEFINITION: Seien A, Il wie eben. Fir I € IT ist die Gite Ra(I) definiert
durch

Ra(l) = —OQ(T{()I) falls IT ein Minimierungsproblem ist
OZ(TI()I) falls IT ein Maximierungsproblem ist

Die Worst-Case-Giite von A ist Ra = sup e Ra(1).

BEMERKUNG: Offenbar gilt stets Ra(/) > 1.
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DEFINITION: Man sagt, A hat einen additiven Fehler von hdchstens e, falls
fiir alle I € II gilt
|OPT(I) — A(I)| <«

SATZ: Unter der Annahme P # NP gibt es fiir die Optimierungsversion
von RSP keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus mit additivem
Fehler.

BEWEIS: Angenommen, es gibt einen Approximationsalgorithmus mit ad-
ditivem Fehler c. Sei I = (a1,...,an,91,---,9n, G) eine Instanz von RSP.
Betrachte I* = (af,...,a%, g1,..., 90, G) mit af = (¢ + 1)a; fur alle i € [n].
Dann ist OPT(/*) = (¢ + 1) OPT(I), da [ und I* dieselben zuléssigen Lo-
sungen besitzen. Sei M eine Losung von I* mit w(/*, M) = A(I*). Dann
gilt

c> |OPT(I*) — A(I")| = |OPT(I*) — w(I*, M)| = (c¢+1) |OPT(I) — w(I, M)|
Also gilt
c
— <
|OPT(I) — w(I,M)| < o <1

Da OPT(I),w(I,M) € N, folgt OPT(I) = w(I,M). Also ist M optimale
Losung der Instanz I. Folglich ist ,,Berechne I* und lése sie mit A* ein exacter
polynomieller Algorithmus fiir RSP. Somit ist P = NP, da RSP € NPC.

DEFINITIONEN:

e Ein vollstindig polynomielles Approzimationsschema (FP(T)AS) fir
ein Optimierungsproblem II ist ein Algorithmus A, der zu jedem [ € II
und e > 0 eine Losung mit Giite R4(I) < 1+ ¢ berechnet in Laufzeit

tA(I,E) S P (|]|,€_1)
fiir ein Polynom p.

o A ist ein polynomielles Approzimationsschema, wenn t4(1,e) < p-(|I|)
ist, wobei p. fiir € > 0 ein Polynom ist.

BEMERKUNG: Formal handelt es sich um eine Klasse (A.)c~¢ von Algorith-
men, d.h. € ist kein Teil der Eingabe.

SATZ: Sei q ein Polynom in zwei Variablen. Sei II ein stark NP-vollstandiges
Optimierungsproblem® mit OPT(I) < ¢(L(I),MAX(I)) fiir alle I € TI.
Dann besitzt II kein FPAS, es sei denn P = NP.

17
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BEWEIS: In der Ubung.
SATZ: (Ibarra, Kim, 1976). Fiir das RSP existiert ein FPAS.

BEWEIS: Wir skalieren die Zahlen geeignet herunter und wenden den pseudo-
polynomiellen Algorithmus an. Sei I = (aq,...,an, g1,- -, n, G) eine Instanz
der Optimierungsversion von RSP. Sei € > 0 gegeben. O.B.d.A. sei g; < G
fir alle ¢ € [n]. Sei I' = (d},...,dl,,q1,...,9n, G) eine neue Instanz mit
a; ) Emax :
a, = {EJ , wobel b= "= aua = max{a;| i€ [n]}
n

Nach Konstruktion besitzen I und I’ dieselben Losungen. Sei M eine Solche
Losung. Dann gilt

wI'M) < —w(I,M) <w(I'M)+ |M| <w(' M) +n (1)

S =

Sind M und M’ optimale Losungen von [ bzw. I, so folgt

OPT(I) =w(I, M) < bw(Il',M)+bn < bw(I',M") +bn =b0PT(I') + bn
(2)
Wir kénnen annehmen, dass w(I, M’) > apayx ist: Entweder ist w(I’, M) >

@max - dann ist w(f, M") > Gmax, oder es ist w(I’, M') = L““%J und wir konnen
annehmen, dass M’ genau das Objekt mit Nutzen ap,., enthélt. Es folgt

OPT(I) ) bOPT(I) = bn_ W LOPT() b
w(I, M") w(I,M")  w(I,M") ~ bw(I'yM')  amnax

N
—

=1+e¢

IA
IN

Also liefert der Algorithmus ,Lose I’ statt I mit dem pseudopolynomiellen
Algorithmus® eine Losung der Giite 1 + €. Die Laufzeit ist

o (n Z5Y - oy

SATZ: (Korte, Schrader, 1981). NP-vollstéindige Probleme, fiir die es ein
FPAS gibt, sind zu RSP (im geeigneten Sinne) dquivalent.

PrROBLEM Euklidisches TSP. Eingabe: n Punkte im R2. Aufgabe: finde
eine Tour minimaler Lange durch alle Punkte.

SATZ: (Arora, 1999) Fiir alle ¢ > 1 existiert ein (1 + ¢~')-Approximations-
algorithmus fiir das euklidische TSP mit der Laufzeit O(n3(logn)°()

5Unter einem NP-vollstindigem Optimierungsproblem verstehen wir ein Problem, bei
dem die Entscheidungsvariante NP-vollstdndig ist.
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3.3 Approximierbarkeit von MaxCut und MaxSat

DEFINITION: Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir S C V sei der von S induzierte
Schnitt 6(S) ={e€ E| |len S| =1}

PROBLEM MaxCut. Eingabe: Graph G = (V| E), k € N. Frage: gibt es ein
S CV mit [6(9)] > k.

DEFINITION: Sei V = [n]. Fiir S <V sei zg € {0,1}" mit (zg); = 1 genau
dann, wenn i € S. Sei A die Adjazenzmatrix von G. Fir = € [0, 1]" sei

n n

C(z) = Z Z a;zi(l —x;) = T A(1 — z)

i=1 j=1

BEMERKUNGEN:
1. Fir alle S C [n] ist C(zg) = [6(9)].
2. Esgilt C(3,....3) =3|E|
Algorithmus GreedyCut

1. Wiahle z; € {0,1} so, dass
C(ml,%,...,%):max{C(O,%,...,%),C(L%,...,%)}

2. Wihle x9 € {0,1} so, dass
C(ml,xg,%,...,%):max{C(xl,O,%,...,%),C(ml,l,%,...,%)}

n. Wéhle z, € {0,1} so, dass
C(z1,...,Tp—1,2y) = max{C (z1,...,2,-1,0),C (z1,...,2p-1,1)}
Ausgabe: z1,...,2, oder S={i€[n]| z; =1}

SATZ: (Sahni, Gonzales, 1976). GreedyCut berechnet ein S C [n] mit
6(S)| > |E| > 3 OPT in Zeit O(n?).

BEWEIS: Die Funktion C': R®™ — R ist linear in jeder Komponente, da alle
a; = 0 sind. Also gilt fiir alle ¢ € [n] und 2, ..., 2, € [0,1]:

C(flfl,...,$i_1,1/2,$i+1,...,l’n)

1 1
= 50 (l‘l, . ,Ii_l,O,ZEH_l, . ,In) + 50 (l’l, ey L1, ]_,IH_1, .. ,l‘n)
S maX{C' (fEl, Ce ,[Ei_bo,ZEH_l? e ,Zl','n) s C(l’l, RN 7 17$i+17 Ce ,Zl?n)}
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Sei x* die Losung von GreedyCut. Dann gilt

1 1 1 1
§OPT(]) < §|E| =C (5,,5)
1 1
§C(x’1‘,§,...,§) <. < CO(x, .., =10(9)]

O
BEMERKUNG: Das Verfahren GreedyCut funktioniert auch mit jedem ande-
ren Startpunkt p € [0,1]" statt (3,...,5) und liefert dann einen Schnitt mit

2
Wert C(p).

Randomizierter Algorithmus fiir MaxCut: Nimm jeden Knoten mit
Wahrscheinlichkeit % (unabhéngig) in S auf. Fiir die einzelnen Zufallsvaria-
blen gilt dann

B(X) =0 P(X,=0) 4+ 1- P(X. = ) =

Somit gilt fiir den Erwartungswert

B(5(S)) = E (2 Xe) =Y E(X) = 4lB

ecE ecF

SATZ: Es gibt einen Greedy-Algorithmus, der MaxSat (Optimierungsversion
von SAT) mit Giite 2 in Zeit O(n?*m) 16st.

BEWEIS: In der Ubung.

3.4 Nichtapproximierbarkeit

Zur Nichtapproximierbarkeit gibt es in der Regel zwei Beweismethoden:
e Einfache Reduktion auf NP-vollstdndige Probleme.
e PCP-Theorie.

Wir werden hier die erste Methode benutzen.

DEFINITION: Sei I ein Optimierungsproblem. Sei (unter Annahme P # NP)

AT(II) = inf{r > 1| existiert ein polynomieller
Approximationsalgorithmus der Giite r fiir IT }
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SATZ:
o AT(RSP) =1
o AT(Graphenférbarkeit) = 3
e AT(Binpacking) = 2

(

o AT(TSP) = o

BEWEIS: Wir beweisen die Aussage fiir TSP.% Sei ¢ > 0. Angenommen, es
existiert ein Approximationsalgorithmus A fiir TSP mit Giite 1+e¢. Sei ng € N
mit 2" > . Sei I = ([n], £) eine Eingabe fiir Hamiltonkreis mit n > ny.
Betrachte die TSP-Insanz I’ mit

1 falls {i,j} € £
Cii =
/ n-2"4+1 sonst

Ist A(I") > n+n-2", so besitzt G keinen Hamiltonkreis, da sonst OPT(I') = n
und

A(I')
OPT(I)
Ist A(I") < n+n-2" so kann die Losung S mit w(I’,S) = A(I") keine Kante
mit Gewicht n - 2" 4 1 enthalten. Also ist S ein Hamiltonkreis in 7. Folglich
entscheidet folgender Algorithmus das Problem Hamiltonkreis:

Eingabe: G = ([n], E)

>14+2">1+¢

1. Ist n < ng, so tiberpriife alle n! Hamiltonkreise und gib die entsprechende
Antwort aus.

2. Anderenfalls wende den Approximationsalgorithmus auf die zugehorige
TSP-Instanz G’ an. Ist dessen Losung mindestens n + n - 2", dann
Ausgabe ,Nein“, sonst ,Ja‘“.

Dieser Algorithmus ist polynomiell und entscheidet das Hamiltonproblem. Da
Hamiltonkreis € NPC, folgt P = NP.

5Beweisidee zu Graphenfirbarkeit: Es ist NP-hart, zu entscheiden, ob ein Graph 3-
farbbar ist.
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4 Baume und Wege in Graphen

4.1 Minimale aufspannende Baume

DEFINITIONEN: Sei G = (V, E) ein Graph.

e Eine Knotenfolge vy, ..., vy heikt Weg der Linge k — 1, falls {v;, v;41}
eine Kante ist fiir alle ¢ € [k — 1] (die Lange 0 ist zugelassen).

e Der Weg heifit geschlossen, falls k > 3 und {vy, v} € E

e Ein Weg vy, ..., v, der Lange k heifst Kreis, falls er geschlossen ist und
alle seine Kanten {vy,va}, ..., {vg_1, v}, {vk, v1} paarweise verschie-
den sind.

e Ein Weg vy, ..., v, heifst Pfad, falls v; # v; fiir alle ¢, j € [k] mit i # j
gilt.

e Ein Graph heifst zusammenhdngend, falls je zwei Knoten durch einen
Weg verbunden werden konnen.

e Eine Zusammenhangskomponente ist ein maximaler zusammenhéngen-
der Teilgraph.

e Ein zusammenhéngender kreisfreier Graph heifst Baum.
e Ein kreisfreier Graph heifst Wald.

o Ist H = (Vj, Ey) ein Teilgraph von G und e € E mit e C V), so setze
H+e=(Vy, EgU{e})

LEMMA: Sei G = (V, E) ein Graph. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. G ist ein Baum.
2. Zwischen je zwei Knoten von G existiert genau ein Pfad.

3. G ist zusammenhéngend und |E| = |V| — L.

BEWEIS: In der Ubung.

DEFINITION: Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit Kan-
tengewichten ¢: E — Q. Fiir F C E sei ¢(F) = Y, c(e). Ein minimal
spannender Baum von G ist ein Graph 7' = (V, Er) mit minimalem Gewicht
C(ET).
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Algorithmus MST (Minimal Spanning Tree)(Kruskal, 1956)

// FEingabe: G=(V,E),c: E— Q.
// Ausgabe: ein minimal spannender Baum T = (V,Er).
1. Sortiere die Kanten nach Gewicht:

E={e1,...,em} mit c(e1) <c(ejp1) fir alle i€ [m—1]

Er =19

2. Fur alle i€ [m]

Wenn (V,Er)+e; kreisfrei , dann Ep = EpU{e;}
3.Ausgabe: (V,Er)

SATZ: Der Algorithmus MST findet einen minimal spannenden Baum in
Zeit O(mn).

BEWEIS: Sei T'= (V, Er) die Ausgabe des Algorithmus. Angenommen, 7 ist
nicht zusammenhéngend. Dann existieren zwei Zusammenhangskomponenten
und eine Kante e, die diese verbindet. Da T + e kreisfrei ist, hatte e vom
Algorithmus in Fp aufgenommen werden miissen, ein Widerspruch. Offenbar
ist T kreisfrei, also ein Baum.

Angenommen, es existiert ein minimal spannender Baum 7% = (V, Ep+) und
c(Er<) < c(Er). Sei Er ={f1,..., fu_1}, wobei f; die Kante ist, die als i-te
zu Er hinzugefiigt wurde. Sei k € [n — 1] minimal mit f; ¢ Ep«. Sei T so
gewahlt, dass k maximal ist. 7" + f; besitzt einen Kreis C. Dieser enthélt
eine Kante g mit g ¢ Ep. Dann ist 7" = T* + f;, — g ein Baum. Da f; € Er
und nicht g € E7, wurde fi vor g betrachtet, also ¢(fx) < ¢(g). Damit ist

c(Err) = c(Er«) + c(fx) — c(g) < c(Er~)

Damit ist 7" ein minimal spannender Baum. 7" enthélt die Kanten fi,..., fi.
Damit hat die ,erste* Kante aus 7" ohne T einen Index grofer als k& im
Widerspruch zur Wahl von T™.

Sortieren der Kanten erfordert die Zeit O(mlog(m)) < O(mlog(n)) < O(mn).
Der Test auf Kreisfreiheit kann in Zeit O(n) durchgefiihrt werden, also braucht
der Schritt (2.) die Zeit O(mn).

BEMERKUNG: Es gibt Algorithmen, die in Zeit O(mlog(n)) einen minimal
spannenden Baum berechnen.

DEFINITION: Eine Fulertour ist eine Enumeration ey, ..., e, von E, so
dass |e; Nejr1| =1 fur alle ¢ € [m — 1] und |e,, Ney| = 1.

SATZ: (Euler) Ein Graph besitzt eine Eulertour genau dann, wenn alle
Knoten geraden Grad haben.
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BEWEIS: In der Ubung.

BEMERKUNG: Der Satz gilt auch fiir Multigraphen (d.h. Graphen, in den
mehrfache Kanten zwischen je zwei Knoten erlaubt sind)

Minimum Spanning Tree Heuristik fiir TSP mit Dreiecksungleichung. 7

// FEingabe: Graph G
1. Finde einen minimal spannenden Baum T von G
(Gesamtgewicht < Lange der optimalen Tour)
2. Verdopple alle Kanten in T
(Gesamtgewicht < 2x(Lénge der optimalen Tour))
3. Finde eine Eulertour auf T
4. Durch abkiirzen mache daraus eine Hamiltontour.

SATZ: Die MST-Heuristik ist eine 2-Approximation fiir das TSP mit Drei-
ecksungleichung.

4.2 Matroide

DEFINITION: Ein Unabhdngigkeitssystem ist ein Paar (E,S), wobei E eine
Menge und S C P(E) mit S # ) ist, mit der Eigenschaft

VA B:Ae SABCA— BeS

Die Elemente von S heifsen unabhdngige Mengen. In der Vorlesung betrachten
wir nur endliche Unabhéngigkeitssysteme.

BEISPIEL: Ist V ein Vektorraum und S die Menge der linear unabhéngigen
Mengen in V, so ist (V,.S) ein Unabhingigkeitssystem.

PROBLEM : Zu einer Gewichtsfunktion w: F — Qf finde A € S mit
w(A) =3 .4 w(e) maximal.

Greedy-Algorithmus

// Eingabe: (E,S),w

// Ausgabe: AeS mit w(A) "grof"

1. A=0

2. Sortiere E nach Gewicht: w(e;) > w(e2) >.

3. Fiige der Reihe nach die e; zu A hinzu, falls AUe €8

DEFINITION: Ein Unabhéngigkeitssystem heiflt Matroid, falls der Greedy-
Algorithmus die zugehérigen Optimierungsprobleme 16st.

"Dreiecksungleichung: c({vy,va}) + c({va,v3}) > c({v1,v3})
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SATZ: sei G = (V, E) Ein Graph. Sei S die Menge der kreisfreien Teilmengen
von E. Dann ist das Paar (E,S) ein Matroid.

BEWEIS: Der Kruskal-Algorithmus ist ein Greedy-Algorithmus fiir das Mini-
mierungsproblem im Unahbéngigkeitssystem (F,S).

SATZ: Sei M = (E,S) ein Unabhéngigkeitssystem. Dann sind dquivalent:
1.
2.

3. Fiir alle Fy € E haben alle maximalen unabhéngigen Teilmengen von

M ist ein Matroid.

Fir JJK € Smit |J| = |K|+1gibteseina € J\ K mit KU{a} € S.

Ey dieselbe Machtigkeit.

BEWEIS:

(1)=(2)

(Kontraposition) Es gelte (2) nicht. Dann existieren J, K € S mit
|J| = | K|+ 1, so dass fiir jedes a € J gilt K U{a} ¢ S. Setze k = |K]|.
Definiere w: E — N durch

k+2 fallsee K
we)=<k+1 fallsee J\ K

0 sonst

Dann findet der Greedy-Algorithmus K als Losung mit Wert w(K) =
k(k + 2). Eine optimale Losung ist aber J mit w(J) > (k+1)* > w(K).
Damit 16st der Greedy-Algorithmus das Optimierungsproblem nicht,
d.h. M ist kein Matroid.

Sei By C E. Seien J, K maximale unabhéngige Teilmengen von Fj.
Angenommen |J| > |K|. Sei J' C J mit |J'| = |K| + 1. Nach (2)
existiert a« € J'\ K mit K U {a} € S. Dies ist ein Widerspruch zur
Maximalitdt von K, da K U {a} eine unabhingige Teilmenge von Ej
ist und K € K U{a}.

Angenommen, M ist kein Matroid, aber erfiillt (3). Dann existiert
w: E — Qf, so dass der Greedy-Algorithmus keine optimale Lésung
findet. Sei K = {ey,...,ex} die Losung des Greedy-Algorithmus und
J ={e},...,e)} eine unabhingige Menge groferen Gewichts. O.B.d.A.
seien die e;, e, der Grofe nach geordnet und J maximale unabhéngige
Teilmenge. Nach Konstruktion ist K ebenfalls eine maximale unabhén-
gige Teilmenge, also & = h.
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Wir zeigen w(e;) > w(e}) fiir alle ¢ € [k]. Fiir i = 1 ist das trivial. Gelte
also w(e;) > w(e}) fir alle i € [k — 1] fiir ein &’ < k. Angenommen,
w(ew) < w(ey). Setze By = {e € E | w(e) > w(ey)}. Ist e € E mit
{e1,...,ep_1,e} unabhingig, dann ist w(e) < w(ey) < w(e},). Also
e ¢ Eyund {ey,...,ep_1} ist eine maximal unabhéngige Teilmenge von
Ey. Da {€],..., e} auch eine unabhéngige Teilmenge von Ej ist, ergibt
sich ein Widerspruch zu (3).

4.3 Kiirzeste Wege in Graphen

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit nicht-negativen Kanten-
gewichten I: £ — Q.

DEFINITION: Fiir einen Weg P = (vy, .. ., vy,) setze [(P) = S5 1({vs, i1 })-
Setze

d(u,v) =min{Il(P) | P ist ein Weg von u nach v}
fiir alle u,v € V. Flir v € V setze

Nw)={ueV| {u,v} € E}

BEMERKUNG: d ist eine Halbmetrik, d.h. fiir alle u,v,w € V gilt:
e d(v,v) =0
o d(u,v) =d(v,u)

o d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

PrOBLEM Kiirzeste Wege: Eingabe: G = (V, E), Startknoten uy € V
und [: E — Q. Ausgabe: Fiir alle v € V ein kiirzester Weg (bzw. dessen
Lénge) von ug nach v. Alternativ: Ein Baum T mit der Eigenschaft, dass

fiir alle v € V' der eindeutig bestimmte ug-v-Weg in T" ein kiirzester Weg in
G ist.

Algorithmus Dijkstra:

// Eingabe: G = (V,E), Startknoten vy €V, l: E— QF
// Ausgabe: Baum T = (V,Ep), so dass
//  fir alle veV der eindeutig bestimmte
//  vo—v—Weg in T ein kirzester Weg in G ist.
1. V(] = {’Uo}, E() :(b, l(’l)()) =0

setze l(v) =I1({vg,v}) fir alle ve& N(vp)

setze l(v) =00 fiir alle ibrigen Knoten
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setze 1 =0
2. Solange i <n-—1
a) finde v;iy1 € V\V; mit I(v;41) minimal
b) finde e={v,vi11} mit ec E, veV; und l(viy1) =1(v) + I(e)
c) setze Viy1 =V;U{vis1}, Eiq1 = E; U {e}, pred(vit1) =v
d) fir alle ve N(viy1) setze I(v) =min{l(v),l(vit1) + {({vit1,v})}
e) i=i+1
3. Ausgabe T = (V,—1,En-1)

SATZ: Sei T eine Ausgabe des Dijkstra-Algorithmus, dann gilt:
1. T ist aufspannender Baum.

2. Der eindeutig bestimmte vy-v-Weg in T ist ein kiirzester Weg in G fiir
allev e V.

3. Die Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus ist O(n?).

BEWEIS:
1. In der Ubung.

2. Wir zeigen, dass fiir alle v € V' gilt I(v) = dg(vo,v) und I(v) = dr(vg, v)
ab dem Zeitpunkt, wo v in den Baum (d.h. in ein V;) aufgenom-
men wurde. Das ist klar fiir vy. Sei v € V und gelte die Aussa-
ge fiir Knoten, die vor v in den Baum aufgenommen wurden. Sei
P = (vg = wp,uy,...,u = v) ein Weg in G, der kiirzer ist als der
Weg in T'. Sei j maximal mit der Eigenschaft, dass u; vor v in den
Baum aufgenommen wurde. Dann gilt

Wujpr) < 1uy) + 1({wy, w1 })
= d(vo, u;) + I({uj, ujr1})
= d(vo, ujy1)

< d(”Oa U)

Wiire [(v) > d(vg,v), so hétte vj4; vor v in den Baum aufgenommen
werden miissen.

3. Die Laufzeit ist klar.
BEMERKUNGEN:

e Durch Setzen von pred(v;;1) = v im Schritt (2c), ldsst sich ein kiirzester
Weg von vy nach v (in umgekehrter Richtung) angeben als v, pred(v),
pred(pred(v)), ..., vp.
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e Es gibt einen Algorithmus fiir das kiirzeste-Wege-Problem mit Laufzeit
O(mlogn).

e Es gibt einen Algorithmus fiir das kiirzeste-Wege-Problem mit beliebigen
(auch negativen) Kantengewichten, der in Laufzeit O(n?) entweder einen
Kreis negativer Lange findet oder alle kiirzesten Wege (die vollstéandige
Entfernungsmatrix) berechnet.
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5 Matching und Knoteniiberdeckung in bi-
partiten Graphen

5.1 Der Heiratssatz
Sei G = (V, E) ein Graph.

DEFINITIONEN:

e M C FE heifit Matching, wenn die Kanten aus M paarweise leeren
Schnitt haben.

e v € V wird tuberdeckt von M C E, wenn es ein e € M gibt mit v € e.

e Fiir k € Ny heiftt ein Teilgraph G' = (V, E’) k-Faktor, falls degq.(v) =
k fiir alle v € V' (wir sagen auch G’ ist k—reguldr)

e Ein 1-Faktor heifst perfektes Matching.

e Ein Graph heifst bipartit, wenn er 2-farbbar ist, d.h. wenn es eine
Partition V = SUT gibt, so dass jede Kante genau einen Knoten aus
S und einen Knoten aus 7" enthalt.

e Fiir V) C V sei G|y, = (VO, En (‘go)), der von V{ induzierte Teilgraph.

e Ein Matching maximaler Kardinalitat heilst Maximum-Matching. Mit
v(G) bezeichnen wir die Kardinalitdt eines Maximum-Matchings.

SATZ: (Heiratssatz, Hall 1935) Sei G = (SUT, E) ein bipartiter Graph.
Dann ist v(G) = |S| genau dann wenn die Hallbedingung gilt:

VA CS: [N(A)| > |4

BEWEIS:
,=" Klar
»<" Induktion nach |S|. Sei |S| > 2. Betrachte 2 Félle:

Fall 1 Fiiralle() # A C S gilt [N(A)| > |A|. Sei e € E mit e = {s,t}, s €
St €T. Setze G' = G — s — t. Dann gilt fiir alle A C S\ {s}:

[Ner(A)] = [Na(A)] =1 > |A]
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Nach Induktion gibt es ein Matching M’ von G’ mit |M| = |S| — 1.
Also ist M = M’ U {e} ein Matching in G mit |M]| = |S].

Fall 2 Es existiert ein A" € S, A" # 0,5 mit |[N(A")| = |A|. Setze
B’ = N(A"). Der Graph G|yp erfiillt die Hallbedingung und
enthélt somit nach Induktion ein Matching M" mit |M'| = |A'|.
Setze A* = S\ A" und B* =T\ B’. Angenommen, es existiert
A C A* mit |Ng-(A)| < |A|. Dann ist

[Na(A"U A)| = [Ne+(A)] + [N(A)| < [A] + [A] = [AU A
im Widerspruch zur Hallbedingung. Also existiert in G* ein mat-

ching M* mit |M*| = |A*|. Damit ist M’ U M* ein Matching mit
|M"U M*| =S|

DEFINITION: Der Matchingdefekt von G = (SUT, E) ist

def(G) = max {|A4| — [N(4)| | AC S}

BEMERKUNG: Ist die Hallbedingung erfiillt, so ist def(G) = 0 (mit A = 0).

SATZ: (Defektversion des Heiratssatzes) Sei G = (SUT, E) ein bipartiter
Graph. Dann ist v(G) = |S| — def(G)

BEWEIS: In der Ubung.®?

DEFINITION: Eine Knoteniberdeckung (Vertez-Cover) ist eine Teilmenge
der Knotenmenge, mit der jede Kante inzident ist. Mit 7(G) bezeichnen wir
die Groke einer Knoteniiberdeckung minimaler Méachtigkeit.

BEMERKUNG: In jedem Graphen G gilt v(G) < 7(G).
BEWEIS: In der Ubung.'®
SATz: (Konig, 1931) Ist G = (SUT, E) bipartit, so gilt v(G) = 7(G)

BEWEIS: Sei A C S mit def(G) = |A|—|N(A)|. Dann ist C' = (S\ A)UN(A)
ein Vertex-Cover. Also

7(G) <|C] =S| = [Al + [N(A)| = [S] — def(G) = v(G)

8Trick: Defekt ,wegzaubern® = Heiratssatz = perfektes Matching.

9Ab dem 7.12 gibt es eine Anwesenheitsliste fiir die Vorlesung. Sie dient nur statistischen
Zwecken — die Teilnahme ist nach wie vor nicht obligatorisch.

10Beweisidee: Um ein Maximum-Matching zu {iberdecken, muss man fiir jede Kante
mindestens einen Knoten wahlen.

30



DEFINITION: Eine Kantentberdeckung ist eine Teilmenge der Kantenmenge,
so dass jeder Knoten in einer Kante davon enthalten ist. Mit p(G) bezeichnen
wir die Grofe einer Kanteniiberdeckung minimaler Méachtigkeit.

BEMERKUNG: In jedem Graphen G gilt a(G) < p(G).

SATZ: (Gallai, 1958-1959) Sei G ein beliebiger Graph ohne isolierte Knoten.
Dann gilt

e a(G)+7(G) =|V|
e ¥(G)+p(G) = V|

BEWEIS: In der Ubung. ™
SATZ: (Konig, 1932) Ist G bipartit, so gilt a(G) = p(G).

BEWwWEIS: Es gilt

a(G) = V| = 7(G) = [V| = v(G) = p(G)

5.2 Berechnung eines Maximum-Matching

DEFINITION: Seien M, M’ C E. Ein Pfad heifit (M, M')-alternierend, wenn
er abwechselnd Kanten aus M und M’ durchlauft. Fiir ein Matching M
heifst ein Pfad M -augmentierend, wenn er (M, E'\ M )-alternierend ist und
seine Endknoten nicht von M iiberdeckt sind.

BEMERKUNG: Sei Fj die Kantenmenge eines M-augmentierenden Pfades.
Dann ist M A Ey = (M U Ey) \ (M N Ey) ein Matching der Groke |[M| + 1.

SATZ: (Berge, 1957) Sei G = (V,E) ein Graph und M ein Matching
von (G. M ist genau dann ein Maximum-Matching, wenn es keine M-
augmentierenden Pfade gibt.

BEWEIS:
,=" Siehe Bemerkung.

»,<=" Sei M ein Matching, so dass es keine M-augmentierenden Pfade gibt.
Sei M* ein Maximum-Matching. Sei H der von M U M* aufgespannte
Teilgraph von G (also H = (J(M U M*), M U M*)). Alle Knoten in H
haben Grad hochstens 2, d.h. H besteht aus Kreisen gerader Lénge und

HHinweis: Ist U eine unabhiingige Menge, so ist V \ U eine Knoteniiberdeckung und
umgekehrt,.
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(M, M*)-alternierenden Pfaden. Diese kénnen nicht ungerade Lénge
haben, da es sonst M- oder M*-augmentierende Pfade gibt. Also besitzen
alle Zusammenhangskomponenten von H gleich viele Kanten aus M

und M*, d.h. |M| = |M*|.

DEFINITION: Ein Paar G = (V, E) mit V endliche Menge, E C V x V' \idy
heikt gerichteter Graph. Eine Knotenfolge vy, ..., vy heilt (gerichteter) Pfad,
wenn (v;,v;41) € F fiir alle i € [k — 1].

Algorithmus Maximum-Matching: Eingabe: G = (SUT, F) bipartit. Aus-
gabe: Maximum-Matching M.

1. Sei M irgendein Matching (ggf. M = 0)

2. Konstruiere aus G den gerichteten Graphen H = (V, E) Fir {s,t} € E
mit s € S und t € T fiige (s,t) zu E hinzu, falls {s,t} ¢ M, sonst (¢, s).

3. Suche einen Pfad P in H, der von S\ |JM nach T'\ |y M fiihrt.

a 1bt es einen solchen, so augmentiere entlang dieses ades
Gib 1 lch ] M | di Pfad
(M := M A E(P)) und gehe zu 2.

(b) Gibt es keinen, gib M aus, Ende.

SATZ: Der Algorithmus berechnet ein Maximum-Matching in Zeit O(mn).

BEWEIS: Seien s € S,t € T mit s,t ¢ |[JM und P ein s-t-Pfad in H.
Dann ist P M-augmentierend. Umgekehrt ist jeder M-augmentierender Pfad
von S nach T ein gerichteter Pfad in H. Daraus folgt die Korrektheit des
Algorithmus.

Zur Laufzeit: Schritt 3. ist in O(m) mit modifizierter Graphensuche moglich.
Schritt 2. 1auft auch in O(m). Die beiden Schritte werden O(n)-mal wiederholt.

SATZ: Sei G = (SUT, E) ein bipartiter Graph, sei M ein Maximum-
Matching. Sei H = (SUT, E) der gerichtete Graph zu G und M wie im
Algorithmus, d.h. fiir alle s € S;¢t € T mit {s,t} € E gilt

(s,t) € E, falls s,t¢& M
(t,s) € E, falls s,teM
Sei 8"=S\UM,T' =T\ |JM und R die Menge aller Knoten, die in H

von S’ aus iiber einen Pfad erreichbar sind. Dann ist C'= (S \ R) U (T'N R)
ein Minimum-Vertex-Cover.
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BEWEIS: Seien s € S;t € T' mit {s,t} € E. Angenommen, s,t ¢ C. Dann ist
s€ Rund ¢t ¢ R. Sei P cin Pfad in H von S’ nach s. Da t ¢ R, ist (s,t) ¢ E,
also {s,t} € M. Damit s ¢ S’ also hat s einen Vorgénger ¢’ # t in P. Aus
(t',s) € E folgt {s,t'} € M, ein Widerpsruch, da M ein Matching ist.

Angenommen, es existiert s € S;t € T' mit {s,t} € M und s,t € C. Dann ist
t € Rund (t,s) € E, also s € R, Widerspruch. Jede Matchingkante enthélt
also hochstens einen Knoten aus C, also |C| < |M|. Somit ist |C| = |M| und
C ist ein Minimum-Vertex-Cover.

KOROLLAR: Fiir bipartite Graphen kann ein Minimum-Vertex-Cover in
Zeit O(mn) berechnet werden.

BEMERKUNGEN:

e Esgibt Algorithmen fiir Minimum-Vertex-Cover und Maximum-Matching
in bipartiten Graphen mit Laufzeit O(m+/n).

o Ist w: F — R gzusatzlich eine Gewichtsfunktion, so kann man ein
Matching mit maximalem Gewicht in Zeit O(n*m) (einfach) oder in
Zeit O(mn + n?log(n)) (komplizierter) berechnen (sog. ,,Ungarische
Methode*)
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6 Matching in allgemeinen Graphen - Der Satz
von Tutte

DEFINITION: Sei ¢(G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von
G mit ungerader Knotenzahl.

BEMERKUNG: Besitzt G ein perfektes Matching (einen 1-Faktor), so gilt fiir
alle S CV: |S| > ¢q(G - S)

SATZ: (Tutte, 1947) Ein Graph besitzt einen 1-Faktor genau dann, wenn
fiir alle S C V gilt

S| > q(G = 5)

BEWEIS:
,=" Bemerkung

»<" Angenommen, G besitzt keinen 1-Faktor. Sei G* = (V, E*) ein Graph,
der G als Teilgraph enthélt, moglichst viele Kanten besitzt und keinen
1-Faktor hat. Offenbar gilt weiterhin fiir alle S C V:

151 > ¢(G = 5) = q(G" = 5)

Setze K = {v €V | Ng«(v) =V \v}. Sei G' = G* — K. Wir werden
zeigen, dass alle Zusammenhangskomponenten von G’ vollstéandig sind.
Dann konnen wir einen 1-Faktor fiir G* wahlen: Die Knoten in G’
konnen alle gematcht werden bis auf je einen aus den ungeraden Zu-
sammenhangskomponenten. Wegen |K| > ¢(G* — K') kénnen diese mit
Knoten aus K gematcht werden. Ubrig bleiben gerade viele Knoten aus
K (sonst wire |V| ungerade), diese kénnen in K gematcht werden.

Angenommen, es existiert eine Zusammenhangskomponente von G’, die
nicht vollstéandig ist. Dann existieren paarweise verschiedene a, b, c €
V\ K mit {a,b},{b,c} € E, aber {a,c} ¢ E. Ferner existiert ein d € V'
mit {b,d} ¢ E. Da G* kantenmaximal ist, besitzen G; = G* + {a, c}
und Gy = G* + {b, d} jeweils perfekte Matchings M;, M,. Da G* keinen
1-Faktor besitzt, ist {a,c} € M; und {b,d} € M. Sei P = (d,...,y,x)
ein maximaler in d beginnender (M, Ms)-alternierender Pfad in G*,
der mit einer M;-Kante beginnt.

Fall 1 {y,z} € M;: Aus Maximalitdt und Konstruktion folgt x = b.
Setze My = (My A E(P)) \ {{b,d}}. Nach Konstruktion ist M}
ein Matching in G* und |M}| = |Ma|, also ist M) ein perfektes
Matching von G*, ein Widerspruch.
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Fall 2 {y,x} € My: Dann ist z € {a,c}, 0.B.d.A. x = c. Setze M} =
(My AE(P))U{{b,c}}\ {{b,d}}. Dann ist M} ein Matching mit
|M}| = | M|, ein Widerspruch.

SATZ: (Petersen, 1891) Jeder 3-regulire Graph (also mit deg(v) = 3 fiir alle
Knoten v) ohne Briicke (Kante, deren Herausnahme die Zahl der Zusam-
menhangskomponenten erhoht) hat einen 1-Faktor.

BEWEIS: In der Ubung.

Der Satz von Gallai-Edmonds, der weitere Aussagen zum Matching-
Problem in allgemeinen Graphen macht, wird in dieser Vorlesung nicht
behandelt: er ist zu technisch und kompliziert.
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7 Farbbarkeit

7.1 Knotenfarbungen in Graphen

DEFINITION: Sei k € N. Eine k-(Knoten)firbung ist eine Abbildung ¢: V' —
(k] mit c(u) # c(v) fiir alle {u,v} € E. Setze

X(G) =min{k € N| es existiert eine k-Farbung von G}

BEMERKUNGEN: Sei H ein Teilgraph von G. Dann gilt:
H) < x(G). Insbesondere ist x(G) > w(G).
2 genau dann, wenn G bipartit ist und E # ().

enau dann, wenn G einen Kreis ungerader Lénge enthélt.

[ ]
xR X
8 28

vV

w

o

LEMMA: x(G) <14 ,/2m+1

BEWEIS: Sei ¢: V — [k] mit k = x(G) eine Knotenférbung. Zwischen je zwei

Farbklassen verlauft eine Kante, sonst konnte man beide mit derselben Farbe

farben. Also ist m > (’;) = @

Algorithmus GreedyFirbung:

// FEingabe: G=(V,E), Enumeration vi,...,v, von V
// Ausgabe: Fdirbung c:V — [k]
Fir i=1,...,n
setze c(v;)) als die kleinste natiirliche Zahl,
die keinem der Nachbaren von v zugewiesen wurde.

SATZ: Sei G ein Graph mit Maximalgrad A = A(G). Dann findet der
Greedy-Algorithmus eine Farbung mit hochstens A + 1 Farben. Ist G nicht
reguldr (nicht alle Knoten haben denselben Grad) und zusammenhéngend,
so findet eine geeignete Variante des Greedy-Algorithmus eine Farbung mit

hochsten A Farben.

BEWEIS: Die erste Aussage ist trivial. Sei v; € V mit deg(v) < A (existiert,
da G nicht regulér). Mit Graphensuche bestimme eine Knotenenumeration
vy, ..., U, Farbe die Knoten mit dem Greedy-Algorithmus in der Reihenfolge
Uny, Un_1, - - -, 01. Da jeder Knoten aus {vs, ..., v,} einen Nachbaren mit kleine-
rer Nummer besitzt, werden vy, . .., v, mit A Farben gefirbt. Da deg(vy) < A,
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ist c(vy) € [A].

Exakte Losungen des Farbungsproblems:

1. Fir k = 1,2,... teste alle ¢: V — [k] auf Zuléssigkeit. Aufwand =~
O(x(G)"m)

2. Fiir alle Enumerationen von V starte den Greedy-Algorithmus. Kor-
rektheit: siehe unten. Aufwand: O(nln) = O (n%? (2)")

SATZ: Es existiert immer eine Knotenenumeration, so dass der Greedy-
Algorithmus eine optimale Farbung findet.

BEWEIS: In der Ubung.

BEMERKUNG: ,Der Greedy-Algorithmus kann beliebig schlecht sein‘:

1. Fiir alle £ € N existieren bipartite Graphen auf 2k Knoten und eine
Knotenenumeration, so dass der Greedy-Algorithmus & Farben bendtigt.

2. Es existieren Baume auf n Knoten, so dass fiir eine geeignete Knotene-
numeration der Greedy-Algorithmus 2(logn) Farben benéotigt.

BEWEIS: In der Ubung.

SATZ: Eine geeignete Implementierung des Greedy-Algorithmus findet eine
Farbung mit hochstens 1+max {6(H) | H Teilgraph von G} Farben, wobei
§(H) = min {deg(v) | v Knoten von H}, in Zeit O(n?)

KOROLLAR: Jeder Graph G hat einen Teilgraphen mit Minimalgrad min-
destens x(G) — 1.

BEWEIS: In der Ubung.

DEFINITIONEN: Ein Graph G heifst 2-zusammenhdngend, wenn G — v fiir
alle v € V zusammenhéngend ist und |V'| > 3. Eine Artikulation in G ist
ein Knoten v € V', so dass G — v mehr Zusammenhangskomponenten besitzt
als G. Ein Block in G ist ein (inklusions-)maximaler zusammenhéngender
nicht-trivialer induzierter Teilgraph von G ohne Artikulationen. Sei B die
Menge der Blécke von G und A die Menge der Artikulationen von G. Setze

be(G) = (AUB,{{a,B}| a € A, B € B,aist ein Knoten in B})

SATZ: (Galil 1964, Hardy, Preuss 1966) Ist G zusammenhéngend, so ist
be(G) ein Baum.
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KOROLLAR: Sei B die Menge der Blocke von GG. Dann gilt

X(G) = max{x(B) | B € B}

LEMMA: (Lovasz) Sei G = (V, E) ein 2-zusammenhéngender Graph, der
kein Kreis und kein vollstandiger Graph ist. Dann existieren x,y € V' mit
d(z,y) = 2 und G — x — y zusammenhéngend.

BEWEIS: Sei A = A(G) und v € V mit deg(v) = A. Dann existieren
Z,y € N(v) mit d(z,y) = 2. Anderenfalls sind alle Knoten aus N(v) durch
Kanten verbunden, sie haben also alle A Nachbaren in N(v) U {v}. Damit
ist N(v) U {v} eine Zusammenhangskomponente von G, also schon G, ein
Widerspruch zu G vollstandiger Graph.

Sei G — & — ¢ nicht zusammenhéngend (sonst sind wir fertig). Nach Vor-
aussetzung ist A = deg(v) > 3. Sei C' die Zusammenhangskomponente von
G — & — g, die v enthédlt. C' — v enthélt einen Knoten x, der zu & oder g
benachbart ist. Sei C” eine weitere (also C’ # (') Zusammenhangskomponente
von G — & — g. Sowohl & als auch ¢ haben Nachbaren in C’; also existiert ein
y € C' mit d(x,y) = 2. Wir zeigen, dass G — = — y zusammenhéngend ist.

Nach Voraussetzung ist G — x zusammenhéngend. Also ist jeder Knoten aus
C — 2 in G — x mit 2 oder § durch einen Pfad verbunden. Keiner dieser
Pfade enthélt y, da sonst C' und C’" in G — & — ¢ verbunden wéren. Genauso
ist G — y zusammenhéngend. Also ist jeder Knoten aus V' \ (C U{Z,9,y})
mit & oder y durch einen Pfad verbunden. Keiner dieser Pfade enthélt z, da
sonst C' mit einem Knoten aus einer anderen Zusammenhangskomponente
von G — & — ¢ verbunden wiére. Also sind alle Knoten von G — x — y an den
Pfad z, v,y angeschlossen, d.h. G — x — y ist zusammenhéangend.

SATZ: (Brooks, 1941) Sei G ein zusammenhédngender Graph, der kein
ungerader Kreis und kein vollstédndiger Graph ist. Dann gilt x(G) < A(G).

BEWEIS: Sei A = A(G). Falls G nicht A-regulér ist, folgt die Behauptung
aus dem Satz am Anfang des Kapitels 7.1. Sei also G A-regulér. Ist A < 2,
so ist G ein Kreis gerader Lénge, also x(G) = A = 2. Sei also A > 3.

Sei zundchst G 2-Zusammenhéngend. Nach Lemma von Lovasz existieren
xz,y € V mit d(z,y) = 2 und G — z — y zusammenhéngend. Sei v; ein Knoten
zwischen x und y. Mit Graphensuche nummerieren wir mit (v, ..., v, 2) in
vy beginnend die Knoten von G — z —y. Wir setzen v,_; = z und v, = y. Mit
dem Greedy-Algorithmus farben wir G in der Reihenfolge v,,,...,v;. Dann
haben x und y dieselbe Farbe. Fiir v, s, ..., vy finden wir eine Farbe in [A],
da jeder dieser Knoten einen Nachbar mit kleinerer Nummer besitzt. Fiir
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vy finden wir eine Farbe in [A], da zwei seiner Nachbaren, ndmlich = und y,
dieselbe Farbe haben.

Ist G nicht 2-zusammenhéngend, so konnen wir die Blocke von G mit A
Farben farben und so eine Farbung von G gewinnen (vgl. Korollar)

BEMERKUNG: Der Beweis liefert sogar einen polynomiellen Algorithmus,
der eine entsprechende Féarbung findet.

DEFINITION: Die Taillenweite g(G) ist die Lénge eines kleinsten Kreises
von G.

SATZ: (Erdos, ~ 1950) Fiir alle k, ! € N existiert ein Graph G mit g(G) > k
und x(G) > L.

7.2 Kantenfarbungen in Graphen

DEFINITION: Eine Abbildung f: E — [k] heift k-Kantenfirbung, falls
gleichfarbige Kanten sich nicht schneiden, d.h. fiir alle e,¢’ € FE gilt: ist
leneé| =1,soist f(e) # f(€). Der chromatische Index von G sei

X' (G) =min{k € N | es existiert eine k-Kantenfiarbung von G }

Der Graph L(G) = (E,{{e,e¢'} | e,¢ € E, |en¢€'| =1}) heiit Linegraph
von G.

LEMMA:

3. X'(K,) =n—1 falls n gerade und x/(X,,) = n falls n ungerade.

BEWEIS: In der Ubung.

SATZ: (Vizing, 1964) Fiir alle Graphen G gilt A(G) < X'(G) < A(G) + 1.
Eine Kantenfarbung mit A(G) + 1 Farben kann in Zeit O(mnA) berechnet
werden.

BEWEIS: Induktion nach | E'|. Induktionsanfang ist trivial. Sei G = (V, E), A =
A(G) und die Behauptung gelte fir Graphen mit |E| — 1 Kanten. Mit ,Fér-
bung” sei im folgenden immer eine Kantenfirbung mit (maximal) A + 1
Farben gemeint.

Nach Induktion gibt es fiir alle ¢ € E eine Farbung fiir G —e. Zu jedem v € V/
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gibt es mindestens eine Farbe (3, die ,am v fehlt”. Ist « eine weitere Farbe,
so existiert ein eindeutiger in v beginnender Weg maximaler Lange, dessen
Kanten abwechselnd mit « und [ geférbt sind (diesen nennen wir a-3-Weg
aus v).

Angenommen, G besitzt keine Farbung. Dann gilt:

(*) Ist {z,y} € E und eine Féarbung von G — {x,y} gegeben, in der die
Farbe o an z und [ an y fehlt, so endet der a-3-Weg aus y in x: Sonst
konnten wir auf dem Weg die beiden Farben vertauschen und {z,y}
mit « farben.

Sei {z,y0} € E. Sei ¢y eine Farbung von Gy = G — {x,yo}. Sei a die
an z fehlende Farbe. Sei 4y, ..., yr eine maximale mit y, beginnende Folge
verschiedener Nachbaren von z, so dass jeweils ¢o({z,y;}) an y;_; fehlt. Auf
jedem der Graphen G; = G — {x,y;} definieren wir eine Férbung ¢; durch
ie) = {co({x, yiy1}) fallse={x,y;},7=0,...,1—1
co(e) sonst

Die Menge der an x fehlenden Farben dndert sich dadurch nicht. Sei 3 eine
in ¢y an gy, fehlende Farbe. 3 fehlt nicht an z, sonst kénnten wir ¢, zu einer
Farbung von G erginzen. Wegen der Maximalitit von k existiert ein ¢ € [k—1]
mit co({x,y;}) = 8. Sei P der a-3-Weg aus y; in Gy beziiglich ¢;. Wegen (*)
endet P in x mit einer f-Kante. Wegen 5 = co({z,v:}) = cx({z, yi—1}) ist dies
die Kante {x,y;_1}. Nach Wahl von y; fehlt 5 an y;_; in ¢y und damit auch in
ci—1. Sei P der a-p-Weg aus y;_1 in GG;_1 beziiglich ¢;_;. Wegen Eindeutigkeit
geht P’ von y;_; Uiber P nach gy, und endet dort, da § in ¢y und ¢;_; an
fehlt. Dies ist ein Widerspruch zu (*) angewandt auf G; 1, ¢; 1, 2,y 1.

7.3 Perfekte Graphen

DEFINITION: Das Komplement eines Graphen G ist G = (V, (‘2/) \E)

DEFINITION: Ein Graph G heifit perfekt, wenn fiir alle induzierten Teilgra-
phen H gilt x(H) = w(H)

BEISPIELE:
e Bipartite Graphen sind perfekt.
e Komplemente von bipartiten Graphen sind perfekt.

e Ungerade Kreise der Lange grofer 3 sind nicht perfekt.
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SATZ: (,Hauptsatz* der T heorie der perfekten Graphen, Lovasz, 1972) G
ist perfekt genau dann, wenn G es ist.

SATZ: (Strong Perfect Graph Conjecture, Berge, 1966'%) G ist genau dann
perfekt, wenn weder GG noch G einen Kreis ungerader Linge grofer gleich 5
als induzierten Teilgraphen enthalt.

7.4 Ramsey-Theorie

Die Ramsey-Theorie beschéftigt sich mit 2-Farbungen von Hypergraphen, wo
keine Hyperkante monochromatisch ist.

DEFINITIONEN:

e Ein Paar H = (V,€) mit V endliche Menge und £ C P(V) heifst
Hypergraph.

o H heikt 2-farbbar, wenn es ein f: V — {1,2} gibt, so dass |f(E)| = 2
fiir alle £ € & ist.

e H heifst k-uniform, wenn |E| = k fir alle £ € & ist.

SATZ: Ist H k-uniform und |€| < 2871, so ist H 2-farbbar.

BEWEIS: Sei f: V — {1,2} eine zufillige Farbung, d.h. fir alle v € V
unabhangig gilt
1
P(flv)=1)=P(flv)=2) =5
Fiir £ € € gilt P(|f(E)] =1)=2-27%=2"% Damit gilt
PEE€&: [f(B) =1) <) P(f(B)=1) =2 <1
EcE

Also existiert f: V — {1,2} mit |f(£)| =2 fiir alle E' € £.

BEMERKUNG: Die Frage nach 2-Farbbarkeit von beliebigen Hypergraphen
ist NP-vollstandig.

SATZ: (Ramsey 1930) Fiir alle & € N existiert n € N, so dass jede (belicbige)
2-Féarbung der Kanten des K, einen monochromatischen K erzeugt.

BEISPIEL: Die Aussage gilt fiir £ = 3 mit n = 6.

12Bewiesen 2002 von Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour und Robin
Thomas.
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SATZ: (Van der Waerden, 1927) Jede 2-Farbung der natiirlichen Zahlen
erzeugt beliebig lange monochromatische arithmetische Progressionen.

7.5 Diskrepanztheorie
7.5.1 Geometrisches Diskrepanzproblem

Z1EL: Verteile Punkte gleichméfig in einem geometrischen Setting. Hier:
Finde n Punkte in [0, 1]¢, so dass alle achsenparallele Rechtecke R (moglichst)
nvol(R) Punkte enthalten.

DEFINITION: Sei d € N. Sind z;,y; € [0, 1] mit z; < y; fir i € [d], so heifst
R = [][xi,yi] ein (hochdimensionales) Rechteck. Sei Ry die Menge aller
solcher Rechtecke. Sei P C [0,1]? endlich und n = |P|. Setze

e d(P,R)=||PNR|—nvol(R)]
e d(P,Ry) = suppcg, d(P, R)
e d(n, Rq) = infpcp1)a, |pj=n d(P; Ra)

SATZ: (Roth 1945)

d—1

e d(n,Ry) = Qq(log(n)z)
o d(n, Ry) = Oy(log(n)d1)

e d(n, Ry) = 0(log(n))

SATZ: Sei D, die Menge der rechtwinkligen Dreiecke mit linker und unterer
Seite parallel zu den Achsen. Dann gilt d(n, D;) = Q({/n)

BEMERKUNG: Sei f: [0,1]% — R. Dann gilt die Koksma-Hlawka- Ungleichung:

r)dr — — d(P,Ry)V
oae” |P|Zf V)

Dabei ist V(f) ein Maf fiir die Variation der Funktion (Variation im Sinne
von Hardy und Krause).

7.5.2 Ausgewogenes Farben von Hypergraphen
Z1EL: Farbe H so, dass jede Hyperkante alle Farben gleich oft enthélt.
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DEFINITION: Sei H = (V,€) ein Hypergraph. Sei ¢ € N>,. Eine Funktion
X: V — [¢] heifst c-Farbung. Setze

o disc(H, x) = maXgee ig|c) “Xﬁl(i) NEl— %|5H

e disc(H, ¢) = min,. y_q disc(H, x)

SaTz: disc(H,¢) = O ( — 1og(|5|c))

BEISPIELE:

e Betrachte den Graphen
H = ([n] x [n],{S x T|S,T C [n]}) = ([n],2") x ([n],2")

Der Satz liefert disc(H,2) = O(n?), aber es ist unklar, wie die entspre-
chende Farbung aussieht.

e Ein beriihmtes offenes Problem ist das 3-Permutationen-Problem. Seien
01, 09, 03 Permutationen von [n]. Betrachte den Graphen H = ([n], &),
wobei £ die Menge der Intervalle beziiglich mindestens einer der Ord-
nungen o; ist. Es gilt disc(H, ¢) = O(log(n)), aber es ist offen, ob auch
disc(H, c) = O(1) gilt.

7.5.3 Ausgewogenes Firben von Hypergraphen mit 2 Farben

DEFINITIONEN: Sei H = (V,£) ein Hypergraph. Sei x: V — {—1,1} eine
2-Farbung. Fiir £ € £ sei x(E) = >_,cp x(i). Weiter sei definiert

e Die Diskrepanz von E sei |y (F)|
e Die Diskrepanz von H beziiglich x sei disc(H, x) = maxpee |X(E)|

e Die Diskrepanz von H sei disc(H) = min,, | disc(H, x)|

BEMERKUNG: Die Bestimmung von disc(H) ist ein NP-schweres Problem.

SATZ: Sei H = (V, ) ein Hypegraph und n = |V|, dann gilt

disc(H) = O(y/nlog(n))
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BEWEIS: Wir betrachten eine zuféllige Farbung y gegeben durch
Px(i) = 1) = P(x(i) = —1) = % fiir alle i — 1, ... n unabhiingie
Wir zeigen: Fiir A = O(y/nlogn) gilt
P(VE: [X(E)| <A) = (*)
Dann sind wir fertig, denn daraus schon die Existenz einer entsprechenden
Farbung folgt. Beweis von (*): Es gilt

P(VE: [X(E)| <A) =1-PEE: [x(E)| > A)
Nun gilt aber mit m = |£]
PEE: |x(E)| > \) = P(y(Ey) > AV ...V x(En) > \)

N | —

m m , , 1
<D OPINE) >N <D eTE <meh < o
=1

i=1

SATZ: (Roth 64, Spencer, Matousek 94) Sei AP = ([n],£), wobei £ die
Menge der arithmetischen Progressionen in £ sei. Dann gilt

c1v/n < disc(AP) < eav/n

7.5.4 Spieltheoretische Aspekte

Wir betrachten hier die sog. Vector-Balancing Games. Das Spiel lauft wie
folgt ab:

e Start: P = 0.
e Runde:

— Spieler 1 wihlt v € RY, ||v]]s < 1
— Spieler 2 wihlt € € {—1,1}
— Es wird P = P + ev gesetzt
e Ende: || P||, ist die Auszahlung an Spieler 1

Es wird eine feste Anzahl n von Runden gespielt.

SATZ: Der Spielwert (die minimale Auszahlung, die sich Spieler 1 garantieren
kann) betragt \/n.

BEMERKUNG: Fiir dasselbe Spiel mit der co-Norm und n Runden betrégt
der Wert etwa /nlog(n).
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8 Planare Graphen

DEFINITION: Seivy: [0, 1] — R? stetig. v heikt Jordanbogen, falls es injektiv
ist. 7 heifit Jordankurve, falls 7| 1) injektiv ist und (0) = (1). Wir nennen
jeweils auch ([0, 1]) Jordanbogen bzw. Jordankurve.

SATZ: (Jordanscher Kurvensatz) Sei J C R? eine Jordankurve. Dann
hat R?\ J genau zwei Zusammenhangskomponenten K, K, und es gilt
0K, =J=0K,."

DEFINITIONEN: Sei G = (V, E) ein Graph.

e Sei p,: V — R? und ¢g eine Abbildung von E in die Menge der
Jordanbogen mit:
— , st injektiv
— vr(e) Ne,(V) = pgr(e)({0,1}) fir allee € £
— vr(e)({0,1}) = @,(e) fir allee € £
— pe(e) Nep(f) =psenf) firallee, f € E,e # f
Dann heifst (p,, o) FEinbettung von G.

e Das Bild dieser Funktionen in R? nennen wir eingebetteten oder ebenen
Graphen.

e Ein Graph heifit planar, wenn er eine Einbettung besitzt. Im folgenden
identifizieren wir planare Graphen und ihre Einbettungen.

DEFINITION: Sei G ein planarer Graph. Die Zusammenhangskomponenten
von R? heiffen Gebiete von G.

LEMMA: Sei G planar. G hat genau ein Gebiet genau dann wenn G ein
Wald ist.

SATZ: (Eulerformel) Sei G ein planarer, zusammenhéngender Graph mit
Gebietsmenge R. Dann gilt: |V| — |E| + |R| = 2.

BEWEIS: Induktion nach |R|: Ist |R| = 1, so ist G ein Baum, also |E| = |V|—1
und damit gilt die Behauptung. Ist |R| > 2, so existiert ein Kreis C' in G.
Sei e eine Kante in C. Dann hat G — e genau |R| — 1 Gebiete. Also gilt mit
Induktion |V| — |E\ {e}| + (JR| — 1) = 2, somit gilt die Behauptung.

13Mit §(K;) wird der Rand von K; gemeint.
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DEFINITIONEN: Die Taillenweite p(G) ist die Lange eines kiirzesten Kreises
in G oder oo, falls G keine Kreise hat. Eine Briicke in einem zusammenhéan-
genden Graphen ist eine Kante e, so dass G — e nicht zusammenhéngend
ist. Ein Dreieck ist ein Kreis der Léange 3.

SATZ: Sei G = (V,FE) ein planarer zusammenhéngender Graph. Setze
n=|V|,m=|E|, g =p(G). Dann gilt

m < {max{ﬁ(n —2),n— 1} falls g < 0o

n—1 sonst

BEWEIS: Sei g < oco. Induktion nach n: fiir n = 3 ist G ein Dreieck und
m = 3 wie behauptet. Fiir n < 3 betrachte zwei Fille:

Fall 1 G besitzt eine Briicke e. Dann besitzt G — e zwei Zusammenhangskom-
ponenten: Gy = (Vi, Ey) und Gy = (Va, Ey). Mit n; = |Vi|,m; = |E;] fiir
i=1,2 gilt:

m=mi+me—+1

9 9
—2 —1 —2 —1 1
g—2(n1 ), }+max{g_2(n2 ), na }—i—

Smax{ g (n—2),n—1}
g—2

< max{

Fall 2 G besitzt keine Briicken. Dann liegt jede Kante im Rand von genau zwei
Gebieten von G. Sei r; die Anzahl der Gebiete mit genau ¢ begrenzenden
Kanten. Dann ist

2m = Zn:iri = iz’m > ngi = g|R|
=3 i=g i

Also m+2=n+|R| §n+27m.Esfolgt:m§ﬁ(n—2)

KOROLLAR: Sei G planar, n = |V| > 3,m = |E|. Dann ist m < 3n — 6. Ist
G dreiecksfrei, so gilt: m < 2n — 4.

DEFINITION: Sei K., = ({1,...,m,1,....a},{{i,5} | i € [m],j € [n]})
vollstandiger bipartiter Graph auf m + n Knoten.

KOROLLAR: K5 und K33 sind nicht planar.

KOROLLAR: Ein planarer Graph hat einen Knoten mit Grad hochstens 5.‘
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8.1 Satz von Kuratowski und Wagner

DEFINITIONEN:

1. Seien v, w Knoten eines Graphen G. H geht aus G durch Verschmelzen
der Knoten v, w hervor, wenn H statt v, w einen neuen Knoten enthélt,
der zu allen Nachbarn von v und w benachbart ist.

2. H gehe aus G durch Weglassen von Knoten und Kanten und anschlie-
fendem Verschmelzen benachbarter Knoten hervor. Dann heifst H
Minor von G, oder GG enthélt H als Minor.

3. G gehe aus H hervor durch Ersetzen von Kanten durch Pfade (der
Lénge > 1). Dann heikt G Unterteilung von H.

4. G enthélt H als Unterteilung (oder als topologischen Minor), wenn G
einen Teilgraphen besitzt, der eine Unterteilung von H ist.

SATZ: (Kuratowski, Wagner) Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. G ist planar.
2. G enthalt weder K5 noch K33 als Minor.

3. G enthélt weder K5 noch K33 als Unterteilung.

8.2 Vier-Farben-Satz

Umgangssprache: Jede Landkarte lasst sich so mit vier Farben farben, dass
Lander mit gemeinsamer Grenze positiver Lange verschiedene Farben enthal-
ten.

SATZ: (Vier-Farben-Satz: Appel, Haker, Koch 1976) Die Farbungszahl eines
planaren Graphen ist héchstens 4.

BEWEIS: durch Computerprogramm.

SATZ: (Sechs-Farben-Satz) Jeder planare Graph ist 6-farbbar.

BEWEIS: Induktion nach Knotenzahl. Der Induktionsanfang ist trivial. Sei G
planar mit mehr als sechs Knoten. Dann existiert ein Knoten v mit deg(v) < 5.
Mit Induktionsannahme finde eine 6-Farbung von G — v. Da v nun fiinf
Nachbaren hat, ist eine Farbe fiir v iibrig.
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SATZ: (Finf-Farben-Satz) Jeder planare Graph ist 5-farbbar.

BEWEIS: Angenommen nicht. Sei G ein Gegenbeispiel mit minimaler Kno-
tenzahl. Dann haben alle Knoten von G mindestens Grad 5. Also existiert ein
Knoten v mit Grad genau 5. Wéhle eine Einbettung von G. Seien vy, ..., vs
die Nachbaren von v im Uhrzeigersinn. Sei eine 5-Farbung von G — v gegeben.
Dann haben vy, ..., vs verschiedene Farben. O.B.d.A. sei v; mit Farbe ¢ ge-
farbt. Sei H;; der von den Knoten in Farbe ¢ und j induzierte Teilgraph von
G. Dann liegen v; und v; in der selben Zusammenhangskomponente von H;;
(anderenfalls kénnen wir in einer Zusammenhangskomponente die Farben ¢
und j vertauschen und so eine zulissige Farbe fiir v gewinnen). Insbesondere
existiert ein Pfad von v; nach v3 mit allen Knoten in Farbe 1 und 3 und einen
von vy nach v4 in Farbe 2 und 4 — Widerspruch zur Planaritdt von G.
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9 Fliisse und Zusammenhang

9.1

Gerichtete Graphen und Fliisse

DEFINITIONEN:

Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, E) mit £ C (V x V)\id(V) (d.h.
ohne Knoten (v,v)). Fiir (z,y) € E setze (z,y)™' = (y,z), ebenso
1={el|ecE}.

Zu v €V setze

Nt(w) = {weV]| (v,w) € E}
N (v) = {weV| (w,v) € E}

die Menge von out-Nachbaren bzw. in-Nachbaren von v.

Ein Weg ist eine Knotenfolge xg,...,x; mit (z;_1,x;) € E fir alle
i€l

Pfade sind Wege ohne doppelte Kanten

Sei eine Kapazititsfunktion c: E — R{ gegeben. Seien s,t € V. Eine
Funktion f: E — Ry heifit s-t-Fluss (in G beziiglich der Kapazitit
¢), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Kirchhoff-Bedingung: Fur alle v € V' \ {s,t} gilt

vaz Zfzv

2ENT(v) zEN~(v)

2. Fiir alle e € E gilt f(e) < c(e)

Fiir x € V sei der Nettofluss von x

= > [y - D> flya)

yeENT(z) yeEN—(z)

LEMMA: 0f(s) = —0f(t)

BEWEIS: In der Ubung.
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DEFINITIONEN: |f| = 0f(s) heifst Wert des Flusses. Zu einer Instanz
I =(V,E, ¢, s,t) heifit ein s-t-Fluss f mazimal, wenn |f| maximal ist unter
allen s-t-Flissen. Den Wert eines maximalen Flusses von I bezeichnen wir
mit fiax(l) oder fiax, wenn I klar ist.

PrROBLEM Maximaler Fluss. Eingabe: I = (V| E, ¢, s,t). Gesucht: s-t-
Fluss mit |f| maximal.

|LEMMA: Es existieren maximale Fliisse.

BEWEIS: In der Ubung. ™

DEFINITION: Zu S C V sei
6(S)={(z,y) | v€ S, yeV\S, (z,y) € E}

Ist s € Sund t ¢ S, so heifst 6(S) (oder auch S) ein s-t-Schnitt. Der

Nettofluss von einem s-t-Schnitt ist

0f(8(S) = > fley= > fle)

e€d(S) e€d(V\S)

Die Kapazitit eines solchen Schnittes ist ¢(6(5)) = >_ c5s) c(€)

LEMMA: Fiir alle s-t-Schnitte S C V gilt f(6(S)) = | /]

BEWEIS: In der Ubung.

LEMMA: fmax < Cpin = HliIlS C(5<S))

BEWEIS: Sei f ein s-t-Fluss mit |f| = fiax und §(S) ein s-t-Schnitt mit
c(0(S)) = ¢min. Dann gilt

fuax = [Fl=0f(5(S) = Y fle)= > fle)

ecs(S) e€4(V\S)
< D fle< ) o)
e€d(S) e€d(S)

= <(8(5)) = o

4 Tipp: stetige Funktionen, kompakte Mengen
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9.2 Algorithmus von Ford und Fulkerson

ANNAHME: Im folgenden gelte immer, dass aus (z,y) € F schon (y,z) ¢ E
folgt.

DEFINITIONEN: Sei P = z1, ...,z ein (ungerichteter) s-t-Pfad in GG. Dann
nennen wir eine Kante (x;,z;41) € E Vorwdrtskante von P und eine Kante
(i1, ;) € E Rickwdrtskante. Gilt fiir alle Knoten von P

o f(e) < c(e), falls e Vorwértskante
e f(e) > 0, falls e Riickwértskante

dann heifst P f-augmentierender Pfad. Fiir alle e € E, die auf P liegen setze

o c(e) — f(e) falls e Vorwirtskante
) fle) sonst

Setze ep = Mineep(p) Ee.

BEMERKUNG: P ist f-augmentierend genau dann, wenn cp > ( ist.
LEMMA: Sei fp: E — R definiert durch

1 wenn e Vorwartskante von P
frp(e) = ¢ —1 wenn e Riickwirtskante von P
0 sonst

Setze f* = f + epfp. Dann ist f* ein s-t-Fluss und es gilt |f*| = |f| + ep.

DEFINITION: Zu einem s-t-Fluss f sei der Residualgraph G¢ = (V, Ey) mit
Ef= E;{ U EY, wobel

Bf = {e€B| fle) < cle)}
E; = {eEE‘1| fle™) >0}

BEMERKUNGEN:

e Ein (gerichteter) s-t-Pfad in G ist ein augmentierender Pfad in G und
umgekehrt.

e In Zeit O(m) kann ein augmentierender Pfad in G berechnet werden
oder seine Nicht-Existenz bewiesen werden.
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Algorithmus von Ford-Fulkerson. Eingabe: [ = (G = (V, E), ¢, s,t). Aus-
gabe: s-t-Fluss f mit |f| = fuax

1. Setze f =0
2. Bestimme G. Fiihre in Gy von s ausgehend eine Graphensuche durch.

e Gibt es keinen s-t-Pfad = Abbruch.
e Gibt es einen s-t-Pfad P, so setze f = f + cpfp und gehe zu 2.

LEMMA: Bei rationalen Kantenkapazitéiten terminiert der Algorithmus von
Ford-Fulkerson.

BEWEIS: Sind alle Kapazitéten rational, so existiert N € N mit N -¢(e) € Ny
fiir alle e € E. Im Algorithmus von Ford-Fulkerson gilt die Invariante, dass alle
f(e) auch Vielfache von - sind. Dies ist klar zu Beginn des Algorithmus. Im
Schritt 2 ist damit e, ein Vielfaches von +-, also wieder f(e) ein solches fiir alle
e € E. Damit erhoht sich der Flusswert im Schritt 2 jeweils um mindestens
%. Also terminiert der Algorithmus nach hochstens N - fi. Schritten.

SATZ: Der Algorithmus von Ford-Fulkerson liefert einen maximalen Fluss,
falls er terminiert.

BEWEIS: Wenn der Algorithmus terminiert, gibt es keine f-augmentierende
s-t-Pfade mehr. Sei U C V die Menge aller Knoten z, die auf einem f-
augmentierenden s-z-Pfad zu erreichen sind. Dann ist s € U und t ¢ U. Fiir
e € d(U) gilt f(e) = c(e), ebenso gilt f(e) = 0 fir alle e € §(V'\ §). Damit
gilt

IfI=0f6U) = > fle)= Y. fle)

ees(U) e€4(V\S)
= Y cle) =c(6(U)) > Cumin
ecd(U)

SATZ: (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) fiax = Cmin

BEMERKUNGEN:

e Ford-Fulkerson berechnet auch einen minimalen Schnitt, ndmlich §(U)
von oben.

e Das Argument ,c rational® = | Ford-Fulkerson terminiert* liefert auch:
Sind alle Kapazitaten ganzzahlig, so ist auch der von Ford-Fulkerson
berechnete Fluss ganzzahlig.
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9.3 Algorithmus von Edmonds und Karp

Z1EL: Ein Algorithmus fiir das Max-Flow-Problem mit der Laufzeit O(nm?),
auch fiir irrationale Kapazitdten. Gesucht ist eine Strategie, nach der die
f-augmentierenden Pfade zu wéhlen sind.

DEFINITION: Sei I = (V, E,¢,s,t) und H = (V, F) ein Graph auf V.

o Sei u(H) =dgy(s,t).

e Sei E,(H) die Menge aller Kanten e € F, so dass es einen s-t-Pfad
mit Lénge p(H) gibt, der e enthilt.

LEMMA: Sei I = (V,E,¢,s,t); G = (V,E),G' = (V,EU E,(G)™'). Dann
gilt:

o 1(G) = p(G).
e £,(G)=E.G).

BEWEIS: In der Ubung.

Algorithmus von Edmonds und Karp, 1972. Eingabe: I = (G, ¢, s,1).
Ausgabe: s-t-Fluss f in [ mit |f]| = fiae ().

1. Initialisiere f = 0.

2. Bestimme G. Fiihre in Gy von s ausgehend eine Breitensuche durch.
Dies liefert einen kiirzesten s-t-Pfad, falls einer existiert.

(a) falls keiner existiert = Abbruch

(b) existiert ein kiirzester s-t-Pfad P in G, so bestimme €p beziiglich
des durch P induzierten f-augmentierenden Pfades.

3. Setze f := f +epfp und gehe zu 2.

SATZ: Der Algorithmus von Edmonds und Karp bestimmt einen maxima-
len s-t-Fluss in Zeit O(nm?). Die Aussage bleibt richtig, auch wenn die
Kapazitiaten nicht alle rational sind.

BEWEIS: Wir zeigen:

(*) Es gibt nach O(nm) Iterationen keinen f-augmentierenden Pfad mehr.
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Wir wissen, dass f dann maximal ist. Eine Iteration kostet O(m), daraus
folgt die Laufzeit O(nm?).

Zum Beweis von (*): Sei G fur irgendeine Iteration gegeben und P in Gy
ein kiirzester s-t-Pfad. Sei G/f = (V,E; UE,(Gy)™"). Sei f* der entlang P
augmentierte s-t-Fluss. Behauptung: G ¢+ ist ein Subgraph von G/f. Beweis: f*
unterscheidet sich von f nur entlang von P. Damit unterscheidet sich Gy« von
G nur in Kanten, die vorwarts oder riickwarts auf P liegen. Da P C E; und
P~ C E,(Gy)™", folgt die Behauptung. Es folgt: u(G ) > u(G}) = u(Gy).

Wir zeigen nun: solange die u-Werte nicht strikt steigen, nehmen die £,-
Mengen strikt ab. Setze also voraus, dass u(G #+) = u(Gy). Dann ist auch
w(Gyps) = M(G ). Da G- ein Subgraph von Gf ist und wegen Lemma gilt
somit: B, (Gy+) C E,(G}) = E,(Gy). Es gibt auf P eine Kante e mit e, = ep.
Diese Kante kommt in G« nicht mehr vor. Da P C E,(Gy) ist, enthélt
E,(Gy) eine Kante, die nicht in G« ist. Es folgt: E,(Gs) C E,(Gy).

9.4 Zusammenhang

DEFINITIONEN:

e Ein Graph G heifit k-kantenzusammenhdngend, falls |V| > 2 und
G — F fiir alle F C E mit |F| < k — 1 zusammenhéngend ist.

e Sei die Zusammenhangszahl

k(G) =max{k € Ny | G ist k-zusammenhéngend }

e Sei die Kantenzusammenhangszahl

A(G) = max{k € Ny | G ist k-kantenzusammenhéngend }

SATZ: (Menger, 1932) Sei G = (V, E) ein Graph, seien s,t € V. Dann gilt:

e Die kleinste Zahl von Kanten, die s und ¢ trennen, ist gleich der
maximalen Zahl kantendisjunkter s-t-Pfade in G.

e Seien s und t nicht benachbart. Die kleinste Zahl von Knoten, die
s und t trennen, ist gleich der maximalen Anzahl knotendisjunkter
s-t-Pfade in G.

BEWEIS:
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1. Sei A die Kardinalitdt einer kardinalitdtsminimalen s-t-trennenden Kan-
tenmenge und p die Kardinalitéit einer kardinalitdtsmaximalen Menge
kantendisjunkter s-t-Pfade. Offenbar gilt A > p. Wir definieren eine
Instanz I = (V, E.c,s, t) des Flussproblems durch

VeeV: (s,2)eE <= {s,z} ek

VieV: (z,t)eE<={z,t}eE

Ve, ye V\{s,t}: (z,y) € E < {z,y} € E
Vee E: cle)=1

Offenbar gilt A = cyin (). Nach Max-Flow-Min-Cut existiert ein ganzzah-
liger s-t-Fluss f mit |f| = A. Nach Aufgabe 11.3 kénnen wir annehmen,
dass f Summe von Pfadfliissen ist. Da alle Kapazitéiten 1 sind, tritt jeder
Pfad in der Summe einmal auf. Folglich existieren \ kantendisjunkte

s-t-Pfade.

2. (Skizze) Sei I wie in (1). Wir erstellen eine neue Instanz I” wie folgt:
Wir ersetzen jeden Knoten v € V' \ {s,t} durch zwei Knoten v~,v™.
Eine Kante (u,v) € E wird zu (u*,v™) in der neuen Instanz. Ferner
figen wir die Kante (v—,v™) fir alle v € V'\ {s,¢} hinzu. Dann gilt

Anzahl der s-t-trennenden Knoten = cpin(I') = frax(I)
= Anzahl knotendisjunkter s-t-Pfade in G

SATZ: Die Bahnverbindung Hasselfelde — Gomadingen mit Abfahrt am
01.02.05 um 13:03 und der Voraussetzung, dass man nur Bahn fahren darf,
hat die Dauer von 41:54.1°

15Sie ist somit ein Kandidat fiir die schlechteste Bahnverbindung innerhalb Deutschlands.
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10 Minimum-Kosten-Fliisse und Zirkulationen

DEFINITION: Sei G = (V,F) und k: E — R. Fiir alle f: E — R setze
k(f) =2 .cp f(e)k(e). Wir nennen k(f) die Kosten des Pseudoflusses f.

BEMERKUNG: Offenbar gilt fiir alle f,g: £ — R und A € R:

k(f+g) = k(f)+k(g)
k(Af) = Ak(f)

PrOBLEM Min-Cost-Flow (MCF). Eingabe: Instanz I = (V, E, ¢, s, t),
Kostenfunktion k: E — R, Nachfrage ¢ € R. Gesucht: Ein s-t-Fluss f fiir [
mit |f| = ¢, der unter allen s-t-Fliissen mit Wert ¢ minimale Kosten hat.

Fliisse konnen nach Einfiithren einer Kante (¢, s) mit unendlicher Kapazitét auf
Zirkulationen zuriickgefithrt werden. Deswegen betrachten wir im folgenden
Minimum-Kosten-Zirkulationen.

DEFINITIONEN:

e Sei G = (V, E) gerichteter Graph. Eine Funktion f : E — R heifst eine
Zirkulation, wenn 0f (v) = 0 fir alle v € V.

e Scien d: F — R und ¢: E — R. Eine Zirkulation f: £ — R heifst
zuldssig beztiglich d und ¢ wenn fiir alle e € F gilt: d(e) < f(e) < c(e).

(10.A) BEMERKUNG: Eine zuldssige Zirkulation kann durch Losen einer
geeigneten Max-Flow-Instanz gefunden werden, oder deren Nichtexistenz
bewiesen werden - hier wird das Verfahren nicht gezeigt.

PROBLEM Min-Cost-Circulation (MCC). Eingabe: Eine Instanz I =
(V,E,d,c, k). Gesucht: Zulassige Zirkulation, die unter allen solchen mini-
male Kosten hat.

Eine Instanz sei von nun an ein Vektor (G = (V, E),d, ¢, k). Wir nehmen
an, dass wir irgendeine zuléssige Zirkulation f kennen, und versuchen sie zu
verbessern.

(10.5) LEMMA: Sei f eine nichtnegative Zirkulation. Sei eg € E, so dass
f(eg) > 0. Dann gibt es in G einen Kreis C' mit ¢y € C' und f(eg) > 0 fiir
alle e € C.

DEFINITION: Fiir eine Menge F' C E definiere deren charakteristische
Funktion: xI': E — {0,1} durch y(e) =1 falls e € F und x(e) = 0 sonst.
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(10.7) LEMMA: Sei f eine nichtnegative Zirkulation. Dann gibt es nichtne-
gative reelle Zahlen \{,..., A\, und Kreise (1, ..., C,, so dass gilt

f= Z A<
=1

BEWEIS: Folgt induktiv aus dem Lemma (10.5).

VORAUSSETZU_NG: Wir nehmen an, dass unsere Instanz £ N E~! = () erfiillt.
Wir definieren £ = EU E~! und G = (V, E). Sei weiter die Lingenfunktion

l: E — R mit
k(e) fallse € F
l(e) = ~1 ~1
—k(e7') fallsee€ FE

DEFINITION: Wir definieren den Residualgraphen Gy = (V, Ey) zu G durch
E; = Ef U E7, wobei

E;{ = {ecE| f(e) <cle)}

B = {ete BTN | d(e) < f(e)}

DEFINITION: Ein Kreis heifst einfach, wenn er keinen Knoten zweimal
besucht und wenigstens 3 Kanten durchlauft.

DEFINITION: Sei C ein einfacher Kreis in G. Sei f¢: E — {—1,0,1} mit

1 fallseEE;[ﬂC’

fle)=<{ -1 fallse!le E;NC
0 sonst
Weiter sei
e = min({c(e) - fle) | ec Ef NC}
U{f(e)—d(e)] e "€ E; NC})
BEMERKUNGEN:

e (¢ ist wohldefiniert wegen der Einfachheit von C.

e Esist 5? > () aufgrund der Definition von G/.

o7




DEFINITION: Die Lénge eines Kreises C' sei [(C) = ;.- l(e). Mit |C]
bezeichne die Anzahl der durchlaufenen Kanten, d.h. sind vy, ..., v, die
Knoten des Kreises, so ist |C| = r.

(10.12) LEMMA: Sei C ein einfacher Kreis in Gy. Dann gilt:

o f=f+ 5? f¢ ist eine zulissige Zirkulation.

o k(f) =k(f) +51(C).

LEMMA: Es sind dquivalent:
1. f ist optimal.

2. Gy enthalt keine Kreise negativer Lange.

BEWEIS:
(1) = (2) folgt aus (10.12)

(2) = (1) Sei g eine zuléssige Zirkulation in der Instanz. Sei h = g — f. Dann ist
h eine Zirkulation. Auf G definieren wir

h(e) falls e € Ef, h(e) >0
W:Ef —> R, e~ —h(e) fallsee Ef, h(e) <0

0 sonst

Wir zeigen: h' ist eine Zirkulation in Gy. Seien

E> = {e€ E]| h(e) >0}
Es = {ecE| h(e) <0}

Mit 5}“(2}) bzw. % (v) bezeichnen wir die Menge der Out- bzw. In-Kanten
eines Knotens v in G. Es gelten folgende Beobachtungen:

1. B> C Ef
1 -
2. (E~)7' C E;
3. Fiir alle A C FE gilt

e€ANE> eeAnE}'
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4. Fiir alle A C E gilt

Y ohle)y=— Y W)

e€ANES e€cA-INE;

5. Fir alle v € V gilt

ST(w)NE; = 6;(v)NEf
0" (v)NEf = 6;(v)NEf
(0T () 'NE; = 6;(v)NE;
(0~ () 'NE;, = 6 (v)NnE;

Sei nun v € V. Es gilt dann

0 = > hle) — > hle)

e€dt(v) e€é—(v)
= > hle) + > h(e) = > h(e) - > he)
e€ét(v)NE> e€dt (v)NE< ecd— (v)NE> ecé~ (V)NE<
G S e - W) - S e+ Y W)
eedt (v)NEY e€(dt(v))"INE; e€s— (v)NEY e€(8=(v))"INE}
© S HE) - e - e + Y W
eedf (v)NET e€dy (VNE} e€dy (v)NEY e€sf (v)NE}
= D Ml - > N
666;[(11) e€dy (v)
= Oh' (v)

Somit ist A’ eine Zirkulation, sogar eine nichtnegative. Nach Lemma
(10.7) findet man Kreise Ci,...,C, in G sowie nichtnegative reelle
Zahlen \q, ..., \,, so dass

h = Z Aix i
=1

Nach Definition von A’ kénnen Cfi, ..., C, als einfache Kreise gewéahlt
werden. Man kann zeigen, dass fiir alle e € E gilt

he) = D _Nif(e)
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Mit der Linearitat von £ folgt nun
k(g) —k(f) =k(g—f) = k(h)
- k (Z Aifci) => Al(C) >0
i=1 i=1

Somit ist k(g) > k(f), also f optimal.

Um MCC zu 16sen miissen wir also in geeigneter Reihenfolge entlang negativer
Kreise augmentieren, bis es keine solche mehr gibt. Fiir die Effizienz brauchen
wir die Strategie, nach der die Kreise zu wéahlen sind.

(10.16) LEMMA: Seien f und f zuliissig und ey = (vo, wo) mit f(eg) > f(e).
Dann liegt ¢ auf einem einfachen Kreis C' in G';. Auferdem ist dann O
ein Kreis in GY.

BEWEIS: Sei g = f — f, dann ist ¢ eine Zirkulation. Fiir alle e € E gilt:
g(e)>0=>e€E}f und g(e)<0:>e_1€EJ§ (+)

Sei G’f der Subgraph von G, der nur aus Kanten besteht, fiir die g(e) #0

bzw. g(e™) # 0 gilt und der ey’ nicht enthilt. Sei T die Menge aller Knoten,
die in G;; von wy aus erreichbar sind. Wegen der Kirchhoffbedingung gilt

9(0(T)) = g(6~(T)) ()

In G/f verldsst keine Kante die Menge T. Mit (+) ergibt das g(e) < 0 fiir

alle e € §(T). Ebenso folgt aus (+), dass g(e) > 0 fiir alle e € (T ist mit
e # eg, auberdem gilt bereits g(eg) > 0 nach Voraussetzung. Mit (*) folgt
g(e) =0 fiir alle e € 6 1(T). Da g(vg, wp) > 0 und wy € T, folgt vy € T. Also
gibt es in G} einen Kreis, der (v, wp) enthélt. Dieser ist auch ein Kreis in

G Da e ! ¢ G'., kann C einfach gewihlt werden.

Der Beweis dafiir, dass C~! ein Kreis in G, ist, wird dem Leser als Ubung
iiberlassen.

10.1 Allgemeine Langen und Potentiale

In diesem Abschnitt sei G ein gerichteter Graph und [: F — R eine Lange.

DEFINITION: Sei C' ein Kreis in G. Die Durchschnittslinge von C' sei %
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(10.17) LEMMA: — fehlt —

(10.18) SATZ: (Resultat von (10.17)) Ein Kreis mit minimaler Durchschnitts-
lange kann in Zeit O(mn) gefunden werden. Der Kreis kann als einfacher
Kreis gewéhlt werden, wenn er drei Kanten oder mehr durchléuft.

(10.19) DEFINITIONEN:

e Eine Funktion p: V' — R heifst Potential (beziiglich ), wenn fiir alle

e Fiir eine Funktion p: V' — R heifst die durch
bp(u,v) = l(u,v) — p(v) — p(u)
definierte Funktion £ — R die (beziiglich p und ) reduzierte Linge.

e Fiir alle ¢ € R definiere die Lange ¢ durch [°(e) = I(e) + «.

(10.20) LEMMA: Sei p: V — R. Dann gilt:
1. p ist Potential fiir [ genau dann, wenn [,(e) > 0 fiir alle e € E
2. p ist Potential fiir [* genau dann, wenn [,(e) > —¢ fiir allee € E
3. Fiir alle Kreise C gilt [(C) = 1,(C)

4. TIst [ antisymmetrisch (d.h. I(e) = —I(e™?!) fiir alle e € F mit e™! € E),
so ist auch [, antisymmetrisch.

BEWEIS: Nachrechnen.

(10.21) LEMMA: Es sind dquivalent:
1. G hat keine Kreise negativer Lénge.

2. Es gibt ein Potential fiir .

BEWEIS:
(1) = (2) Ubung
(2) = (1) Folgt aus (2) und (3) in (10.20)
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10.2 Algorithmus von Goldberg und Tarjan

Wir fassen die Optimalitéatskriterien zusammen:

(10.22) SATZ: Sei f eine zuldssige Zirkulation. Es sind dquivalent:
1. f ist optimal.
2. Gy hat keine Kreise negativer Lange.
3. Gy hat keine einfachen Kreise negativer Lange.

4. Gy hat ein Potential.

Algorithmus von Goldberg und Tarjan (1988-89)

1. Initialisiere f mit einer zuléssigen Zirkulation. Gibt es keine = Ab-
bruch.

2. Berechne Gy

3. Finde in G einen einfachen Kreis €' minimaler Durchschnittslange.

4. Ist I(C') > 0 = Abbruch, Ausgabe von f
Ist [(C) <0, so setze f = f+ 5?}"0

5. Gehe zu (2)

Nach (10.22) Liefert der Algorithmus bei Terminierung eine optimale Zirku-
lation. Jede Iteration kostet O(mn). Unser Ziel wird es nun sein zu zeigen,
dass der Algorithmus maximal m?nlog(2n) Iterationen braucht.

(10.24) DEFINITIONEN:
e Sei e > 0. Wir nennen f e-optimal, wenn G fiir [* ein Potential hat.

e Sei
e(f)=inf{e > 0] f ist e-optimal } (*)

e Sei

p(f) = min { % ‘ C ist einfacher Kreis in Gf} U {0}
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(10.25) LEMMA:
1.
8

=

f ist genau dann optimal, wenn pu(f) =0
f ist genau dann optimal, wenn &(f) = 0

Es gilt u(f) = —e(f)

f ist e(f)-optimal, insbesondere ist das Infimum in (*) ein Minimum

BEWEIS:

(1, 2)

(3, 4)

Klar nach (10.22)
Als Ubung

(10.26) LEMMA:
1.

B,

f entstehe aus f durch eine Iteration des Algorithmus. Dann gilt
e(f) < e(f)

f entstehe durch m Iterationen aus f. Dann gilt

“(f) < (1 - 1) ()

BEWEIS:

1.

Wir schreiben p fiir p(f) und e fiir e(f). Sei C der Kreis, der beim
Ubergang von f zu f benutzt wird. Sei p ein Potential fiir /. Nach (3)
in (10.20) gilt

[(C ! C)

©), . _BO sy

O=pte=—++e¢
€] cr el

ecC

Es folgt: I7(e) = 0 (also [,(e) = —e¢) fiir alle e € C. Wir zeigen nun: p
ist auch Potentlal fir G bezughch [*. Fir e € Ey N Ey ist nichts zu
tun. Sei e € Ef \ E. Dann ist e € C' und es gilt

Ele) =l(e)+e=—l(e)+e=2e>0

=—¢
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2.

Sei p ein Potential fiir [* auf Gy und seien Cf,. .., C,, die Kreise, die
beim Ubergang von f nach f bearbeitet wurden. Sei j minimal unter der
Bedingung, dass ey € C; existiert mit [,(ep) > 0. So ein j existiert, denn:
Angenommen [,(e) < 0 fiir alle e € C;,i € [m]. Dann kommt in jeder
Iteration eine Kante mit positivem [, hinzu (wegen der Antisymmetrie
von [,) und eine Kante mit negativem [, wird verbraucht. Es gibt in G
maximal m Kanten mit negativem [,. Es folgt, dass C,,, aus nur noch
zwei Kanten besteht, ein Widerspruch, da ), einfach ist.

Fir alle e € € gilt [,(e) = —¢, folglich ist 1 < j < m. Die Kreise
Ci,...,Cj_1 haben nur Kanten mit negativen [,. Es kommen durch
die entsprechenden Iterationen nur Kanten mit positiven [, hinzu. Fiir
alle e € C gilt daher e € Ey, falls [,(e) < 0. Nach der Wahl von p
(siehe (10.20)(2)) folgt: fiir alle e € C} ist [,(e) > —e. Betrachte die j-te
Iteration. Sei f’ durch die vorige Iteration entstanden. Es gilt

0C;)  L,(Cy)

&I
> ﬁ Z Ip(e)
1 eeCy\{eo}
1 1
> Gl - 1 == (1- 157 )¢
i 1G]

Mit (1) gilt also

(10.27) DEFINITIONEN:

Eine Kante e € F heiflt e-fest, wenn fiir alle e-optimalen Zirkulationen

£, gilt f(e) = fe).
Eine Kante e € £~ heiflt e-fest, wenn e~ ! dies ist.

Wir sagen, der Algorithmus fiziert eine Kante e € E im Schritt j,
wenn der f-Wert von e nach der j-ten Iteration nicht mehr verandert
wird.

Wir sagen, der Algorithmus fiziert eine Kante e € E~! im Schritt 7,
wenn er dies mit e~ ! tut.
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(10.28) LEMMA: Sei f zuldssig, ¢ = e(f) und p ein Potential fiir [° auf G/.
Sei eg € E, so dass l,(eg) < —2ne. Dann ist eg e-fest.

BEWEIS: Angenommen e ist nicht e-fest. Dann gibt es eine zuléssige e-
optimale Zirkulation f, so dass f(e) # f(eo). Betrachte zwei Falle:

Fall 1. Es ist eg € E. Wegen [,(eg) < —2ne ist insbesondere [,(ey) < —¢
und somit ey ¢ E;. Es folgt f(eq) = c(eg), also f(eq) # c(eq), woraus
f(eo) < ¢(eo) = f(eg) folgt. Nach (10.16) liegt ey auf einem einfachen
Kreis C' in G. Es gilt

()
p(f) < |_C’] (1)

Ebenfalls nach (10.16) ist C~! ein Kreis in G;. Daher gilt [,(e) > —¢
fiir alle e € O~1, wegen der Antisymmetrie also

Vee C: ly(e)<e (2)

Fall 2. Es ist ey € E~'. Ahnlich wie im Fall 1 findet man einen Kreis C' in G >
fir den (1) und (2) gelten.

Da f e-optimal ist, gilt e(f) < e. Setze L = |C'| und fasse zusammen:

&
IA
|
Jul
=
I
=
\&._:

INE
~
|
h

ecC\{eo}

(2)+Vor. 1
<" (et (L 1)) <

= —¢

(—Le)

| -

(10.29) LEMMA: f gehe aus f durch mnlog(2n) Iterationen hervor. Dann
gibt es eine Kante ¢y € E, die ¢(f)-fest, aber nicht e( f)-fest ist. 1

BEWEIS: Nach (10.26) (2) und elementarer Analysis ist

~ nlog(2n)
(s (1-2) 7 e <ot = e)

n

16Mit anderen Worten: Spitestens alle mn log(2n) Iterationen wird eine weitere Kante
fixiert.
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Also gilt 2ne(f) < e(f). Sei nun C der Kreis, der ausgehend von f als erstes

betrachtet wird. Sei 5 ein Potential fiir 1) auf G 7. Dann gilt nach (10.20)(3)
und (10.25)(3):

[(C) _ UC) 3

2 =0 —e(f) < —2ne(f)

Ein Mittelwertargument liefert, dass ey € C' existiert, so dass [5(eg) < —2ne(f)

ist. Nach (10.28) ist daher ey (f)-fest. Da ey € C' und C in der Iteration
ausgehend von f betrachtet wurde, ist ey nicht e( f)-fest.

(10.30) SATZ: Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan liefert in Zeit
O(m?n?log(n)) eine optimale zuldssige Zirkulation, falls eine solche existiert.
Anderenfalls liefert er nach O(m?n) eine Meldung tiber die Nichtexistenz
einer zuldssigen Zirkulation.

BEWEIS:

e Eine initiale Zirkulation kann durch Losen einer geeigneten Max-Flow-
Instanz gefunden, oder ihre Nichtexistenz nachgewiesen werden (10.A).

e Der Algorithmus benétigt nach (10.29) maximal m?n log(2n) Iterationen.
Jede Iteration kostet O(mn).

e Die Korrektheit folgt aus (10.22)
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11 Selfish Routing

17 Es gibt zwei Modellen fiir selfish routing:

e Mit unendlich vielen Spielern (Users). Quellen: Dissertation von Tim
Roughgarden (die neueste Homepage ist in Stanford) und andere Arbei-
ten von Roughgarden und Tardos.

e Mit endlich vielen Spielern. Quellen: Artur Czumaj, B. Vocking.

DEFINITIONEN: Sei G = (V| E) ein gerichteter Graph, auf dem es N Quel-
le/Senke Paare d; = (s;,t;) gibt. Solche Paaren nennen wir auch Demands.
Zu jedem solchen Paar d; gehort eine Menge n; von Users oder Spielern.
Fir alle e € E gibt es eine Latenzfunktion l.: Rso — Rxg. Ublicherweise
sind alle [, monoton steigend und stetig. Eine Instanz ist I = (G, d, n, ().

DEFINITIONEN: Sei P; die Menge aller s;-t;-Pfade und P = Uie[N] P;. Fir
e€ EseiPle)={PeP|ecP}

e Eine Funktion z: P — Ry heifst ein Fluss, wenn

pr:ni Vi € [N]

PeP;

e Die Congestion von e sei

Ty = E i

PeP.

e Die Latenz vom Link e ist [.(z.), d.h. es dauert die Zeit l.(x.)z. um
alle Daten durch e zu schicken.

e Die sozialen Kosten eines Flusses x sind

sc(x) = Zle(xe):ce = Z Z ly(z)x,, wobelly(z) = Zle(xe)

c€E i€[N] PEP; e€P

1"Die Vorlesung vom 08.02.2005 wurde als Erginzung zur Diskrepanztheorie hinzugefiigt,
siehe 7.5.3
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DEFINITION: z heifst Nash-Fluss oder Nash-Equilibrium (NE), wenn gilt:

Ve € [N]VQ, R € P, V5 € (0,20]: lo(x) < ln(@)

wobel
{L‘Q—5 P:Q
i’p: 1'R+5 P:R
Tp sonst

SATZ: x ist ein Nash-Equilibrium genau dann, wenn

Vi € [N] VQ,R € P;: g > 0= lQ(l’) < ZR(x)

Man sieht: In einem Nash-Equilibrium haben alle flussfithrenden Pfade ei-
nes Demands dieselbe Latenz, etwa [;(x). Die Sozialkosten lassen sich dann
schreiben als

Ein Nash-Equilibrium ist z = (0,1), also 1 durch den unteren Pfad, die
Sozialkosten davon sind sc(z) = 1. Wire z* = (3,1), so wire sc(z*) =
% + %L = %. Somit ist ein Nash-Fluss nicht immer optimal.

DEFINITION: Den Unterschied sc(z) — sc(x*), wobei z ein schlechtestes
Nash-Equilibrium ist und x* optimal, nennt man Price of Anarchy.

SATZ: Sind die Latenzfunktionen stetig und monoton wachsend, so folgt:
Nash-Equilibria existieren und sind essentiell eindeutig, d.h. l.(z.) = l.(Z.)
fir Nash-Equilibria x, .

BEMERKUNG: Insbesondere ist [;(z) von x unabhéngig, etwa L; = [;(x)
fiir irgendein Nash-Equilibrium 2. Der Vektor (L;); ist eine fiir die gegebene
Instanz charakteristische Grofe.
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11.1 Charakterisierung optimaler Fliisse

SATZ: Ein Fluss z* ist optimal genau dann, wenn z* ein Nash-Equilibrium
ist fiir [5(€) = 1.(£)+&1L(€), vorausgesetzt [, ist differenzierbar und & — €1(€)
ist convex fiir alle e € F.

BEWEIS: Folgt mit dem KKT-Theorem.

BEISPIEL: Fiir das Beispiel oben sei auf dem unteren Pfad [(§) = &P. Es
ist oben [*(§) = 1, unten ist [*(§) = (p + 1)£P. Wir rechnen dafiir ein Nash-
Equilibrium z* = (z7,2}) aus. Es miisste gelten 2} + 25 = 1. Sei 0.B.d.A.
x5 > 0, dann gilt

5>0 = (p+1)(25)P <1 = a5<1 = 27>0
1
— (+D@) =1 = zm=p+1)>

Die erste Implikation gilt, da sonst z* kein Nash-Equilibrium wére. Die vierte
Implikation gilt, weil alle Latenzen auf Flussfiihrenden Pfaden in einem
Nash-Equilibrium gleich sind. Fiir den Price of Anarchy gilt

-1

p = (1 —(p+1) P+ (p+ 1) P+ 1)‘1)
- (1 +p+ D)7 (p+1) " = 1))_1
= (1 +(p+1)77 (~(p+ 1)‘119))1

C ()

= 9(£) fiir p — oo
Inp

11.2 Paradox von Braess

Betrachte das folgende Netz mit n = 1:

PO
() ()
(B

Ein Nash-Equilibrium wéire z.B. z = (3,1). Es ist L = 2 und sc(z) = 2. Wir
bauen nun eine zusitzliche schnelle Verbindung ein:
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Hier wire z, = 1 auf dem Pfad P = (s,a,b,t) ein Nash-Equilibrium. Dann
ist L = 2 und sc(x) = 2, es ist also fiir alle Teilnehmer schlechter geworden.

SATZ: Es ist N P-schwer problematische Kanten zu bestimmen (d.h. solche
Kanten, deren Streichen das Nash-Equilibrium verbessert).

BEWEIS: Man kann das Problem 2DDP darauf reduzieren: Finden, ob es
disjunkte Pfade in einem Graphen zwischen s; und t; bzw. s, und 5 gibt.
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