Automaten und formale Sprachen

Mitschrift von www.kuertz.name

Hinweis: Dies ist kein offizielles Script, sondern nur eine private Mitschrift. Die Mitschriften
sind teweilse unvollstindig, falsch oder inaktuell, da sie aus dem Zeitraum 2001—
2005 stammen. Falls jemand einen Fehler entdeckt, so freue ich mich dennoch {iber
einen kurzen Hinweis per E-Mail — vielen Dank!

Klaas Ole Kiirtz (klaasole@kuertz.net)


http://www.kuertz.name
mailto:Klaas Ole Kuertz <klaasole@kuertz.net>

Inhaltsverzeichnis

1

LTL-Model-Checking

1.1 Einfihrung . . . . . . ... o
1.2 Biichi-Automaten . . . . . . . .. ... L
1.3 Ubersetzung von LTL in (G)BA . . .. ... ... ......
1.4 Losung des LTL-Model-Checking-Problems . . . . . . .. . ..
1.5 Komplexitiat des LTL-Model-Checking-Problems . . . . . . ..

Presburger-Arithmetik
2.1 Einftthrung . . . . .. ...
2.2 Automatische Strukturen . . . . . ... .00
2.2.1 Automatische, relationale Struktur fiir die Presburger-
Arithmetik . . . . ... .00
2.2.2  Theorie automatischer Strukturen . . . . . . . ... ..
2.3 Automatisch repréasentierbare Strukturen . . . . . . . ... ..
2.4  Komplexitatsbetrachtungen . . . . .. . ... ... ... ...
2.5 Vorfilhrung: MONA . . . . . ... .. oL

Beschreibungslogiken

3.1 Einftthrung . . . .. .. . ... ..

3.2 Schlufkfolgerungsprobleme . . . . . . ... .. ... ... ..

3.3 Reduktion des Erfiillbarkeitsproblems auf regulares ALC

3.4 Automaten auf endlichen Baumen . . . . . . . . .. ... ...
3.4.1 Leerheitstest fiir Automaten auf endlichen Bdumen . .

3.5 Bilichi-Baumautomaten . . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.5.1 Leerheitstest fiir Biichi-Baumautomaten . . . . . . ..

3.6 Erfullbarkeit . . . . . . . . . . ...
3.6.1 Erfullbarkeit von funktionalem ALC . . .. ... ...
3.6.2 Erfullbarkeit von relationalem ALC . . . . .. .. ...

3.7 Vorfilhrung: PROTEGE . . . . . . .. . .. ... ... .....

Kryptographische Protokolle

4.1 Einfihrung . . . . . . ...
4.2 Baumtransducer . . . . . ... ...
4.3 Iteriertes-Urbild-Wortproblem . . . . . . ... ... ... ...
4.4 Protokoll- und Angreifermodell . . . . . . ... ...
4.5 Entscheidbarkeit der Sicherheit von Protokollen . . . . . . ..



5 Syntaxanalyse 78

5.1
5.2
2.3

5.4
2.5
2.6

Einfihrung . . . . . . .. ..o 78
Kellerautomaten . . . . . ... ... ... ... ... .. .. 79
LR-Grammatiken . . . . . . .. ... ..o 83
5.3.1 Charakterisierung durch mogliche Ableitungen . . . . . 84
5.3.2 Charakterisierung durch Rechtsprifixe . . . . . . . .. 85
LR-Automaten . . . . ... ... .. ... 87
Vorfithrung: YACC . . . . . .. ... ..o 90
LR(1)-Sprachen . . . . ... ... ... . . 90

i



Einfiihrung

Anwendungsgebiete der Automatentheorie:
e Compilerbau (Kellerautomaten in Syntaxanalyse etc.)
e Verifikation (Model-Checking)

e XML (Darstellung als Baumstrukturen; Schemas, Typen etc.)

logische Theorie

regulédre Ausdriicke (grep etc.)

automatische Spracherkennung (probabilistische Automaten)

1 LTL-Model-Checking

1.1 Einfiihrung

Einsatz von Model-Checking Software zur Verifikation von Hardware oder
Software, welche durchgehend lduft und im normalen Betrieb nicht terminiert
(z.B. Protokolle, Betriebssysteme, Hardware, .. .; beispielsweise ist SPIN ein
automatisches Verifikationsinstrument).

Definition: Ein Transitionssystem ist T = (P, Q, Qy, —, \) mit
e ciner endlichen, nichtleeren Menge P boolescher Variablen,
e ciner nichtleeren Menge () von Zusténden,
e einer nichtleeren Menge @)y C () von Anfangszustéinden,
e ciner Transitionsrelation — C @ x @)

e ciner Beschriftungsfunktion \: Q@ — 2, die jedem Zustand die Menge
der in ihm giiltigen Variablen zuordnet.

Ein System T heift endlich, falls () endlich ist. Zudem heifst T lebendig,
falls fiir alle ¢ € Q ein ¢’ € Q existiert mit ¢ — ¢'.

Definition: Eine Transitionsfolge von T ist ein Wort v € Q1 U Q* mit
folgenden Eigenschaften:

e ul0] € Q;




o ufi] — u[i + 1] fir alle ¢ mit i + 1 < |u|
e Falls |u| < oo ist, so gibt es kein ¢ mit u[|u| — 1] — g¢.
Die Beschriftung einer Transitionsfolge ist!
AMu) = Mu[ODA(u[I)A(u[2])... € (27)7 U (27)

Sei S(T') die Menge aller Transitionsfolgen von T'; und L(T) sei die Menge
der Beschriftungen aller Transitionsfolgen von T

Es werden nun in LTL einige Operatoren definiert, die entsprechend kombiniert
werden konnen:

e Menge aller Beschriftungsfolgen mit der Eigenschaft, dafs irgendwann p
gilt:
Fp oder op
e Menge aller Beschriftungsfolgen mit der Eigenschaft, dafs nie p gilt:
-Fp oder —op
Alternative ist der Operator immer (globally):

G-p oder O-p

e Im ndchsten Zeitpunkt p (next):

Xp oder op

e [mmer wieder p (unendlich oft p):
GFp oder GXFp

Dabei hat die rechte Schreibweise den Vorteil, daf sie wirklich unendliche
Folgen garantiert (die linke Eigenschaft gilt auch fiir endliche Folgen,
bei dem im letzten Element p gilt).

e Soll irgendwann p gelten, und von da an —r gelten, bis irgendwann ¢
gilt (until), schreibt man:

F(pA-rUgq)

!Notation: Potenzmenge einer Menge M sei 2M, die Menge der unendlichen Folgen aus
M sei M%.



e Komplexeres Beispiel: Es sollen drei p erreicht werden, zwischen denen
q gilt, d.h. im Prinzip pq...qpq. .. qp:

FipAX(qU(pAX(qgU(pAX(qUp))))))

e Wenn ¢ immer gelten soll, zumindest bis ¢ es , erlost”, d.h. bis einmal
e N\ gilt:
YR

Definition: Sei P eine Menge boolescher Variablen; sei LTLp definiert
durch

o tt € LTLp (tt entspricht wahr)

e PC LTLp

Falls ¢ € LTLp, so auch () € LTLp.

Falls ¢,1 € LTLp, so auch (¢ V 1) € LTLp.

Falls ¢ € LTLp, so auch (X¢) € LTLp.

Falls ¢,1 € LTLp, so auch (¢ U) € LTLp.

Abkiirzungen sind dann:
e Fp=ttUyp
e Gp=-F-p
* pRY ==(=pU—)
Definition: Die Semantik von LTL: Sei u € (2F)T U (2F)~. Es gilt

o uf=tt
e ulEp gdw. p e ul0]
o uf—p gdw. upf o

ulE VY gdw. u = @ oder u =
ul XY gdw. |u| >1und ull,*) ¢

ukEpUy gdw. ein 0 < j < |u| existiert, so dak u[j, *) = 1 und fiir
alle i < j gilt: ufi,*) E ¢




Beispiele:
o Sei u = {pH{p, ¢} {}{}{p}. Dann gilt:

—ulF g ulEopul=p

—ukEpUq ulpUg

— u = XXXXXT, u fE XXXXXXT
e Eine Folge u ist endlich, falls u = F =X tt.

Bemerkung: In dieser Sprache ist z.B. ,gerade Lange* nicht ausdriickbar,
und Zéhlen (z.B. ,gleichviele p und ¢) ist unmoglich.

Definitionen:

e Die LTL-Sprache iiber einer Menge P, die die Formel ¢ erfiillen, sei
Lp(p) ={ue @")TU@2")" | u ¢}

o [%(p) bezeichne Lp(p) N (27)~.

o T erfillt eine Formel ¢ (geschrieben T |= ¢) genau dann, wenn gilt:

L(T) C Lp(yp)

Bemerkung: Fiir das Model-Checking betrachten wir nur endliche T

Ziel /Frage: Das eigentliche Model-Checking-Problem: Seien 7" (endlich) und
¢ € LTL, gegeben, gilt nun T' |= ¢? Eine Beispiel fiir eine Formel/Eigenschaft,
die einfach iiberpriift werden kann: 7' £ F =X tt genau dann, wenn es im
Graphen (@), —) einen Zustand g € ); sowie eine starke Zusammenhangs-
komponente C' gibt, die von ¢ aus erreichbar ist.

Beispiel: Gegeben sei der folgende Graph:

Cro 3L D= >

Dann git TE=p, TH ¢, TH Gp, TEF(¢Vr)und T = GF(q Vv r).



1.2 Biuchi-Automaten

Hintergrund: Biichi wollte priifen, ob Formeln iiber (N, succ) mit Logik-
und Mengenquantoren entscheidbar und berechenbar sind. Hierzu benétigte
er Automaten, die unendliche Worter verarbeiten kénnen.

Definition: Ein Biichi-Automat (BA) sei B = (A, S, Sr, A, F) mit

e einem Alphabet A,

einer endliche Zustandsmenge S,

der Menge der Anfangszustiande S; C S,

der Transitionsrelation A C S x A x S,

einer Menge von akzeptierenden Zustinden F C S.

Definitionen:

e Ein Lauf von u € A* auf B ist eine Folge s[0]s[1] ... € S mit s[0] € Sy
und (s[i], uli], s[i + 1]) € A.

e Ein Lauf wird akzeptiert, wenn es unendlich viele i gibt mit s[i] € F.

e Ein Wort u € A wird akzeptiert, falls es einen akzeptierenden Lauf
von u auf B gibt.

e Entsprechend sei L(B) = {u € A¥ | B akzeptiert u}.

Beispiele:

e Folgende Automaten (nicht isomorph!) akzeptieren die Sprache , unend-
lich oft o = [(b*a)“]:

a

b b
ﬂ a ﬂ a
*'ﬂ TP

o . nur endlich viele a* = [(a + b)*b*]:



e hinter jedem a irgendwann ein b mit einem Alphabet A = {a,b,c}:

b,C a,c

e .a, b und c jeweils unendlich oft":

_»ﬂ/ a,b,c \C\O

Weiteres Vorgehen: Unser grundsétzliches Ziel ist, zu priifen, ob L(T') C
L(¢p) ist fiir ein Transitionssystem 7' und eine Formel ¢. Wir konstruieren
dazu einen Automaten B, so dak L(B) = L(—y) gilt. Dann ist nur noch

L(T)N L(B) = () zu priifen. Dazu ,kombinieren* wir die Automaten 7" und
B, Schreibweise T' << B, und priifen L(T >< B) = ).

Definition: Seien folgende Automaten gegeben:

T = (P7Q7QI7—>J)\>
B = (2P>S>SI7A7F)

Dann definieren wir T >< B durch

T'e<B = (Q,QXS,Q[XS},A/,QXF)
mit A" = {((¢,9),4,(¢,5)) | (5,Mq),s") € A,q—q'}

Beispiel: Sei das folgende Transitionssystem 7' gegeben:

=G0

Sei ¢ = =G F p, der folgende Biichi-Automat beschreibt die Formel —:
{a},{} {r} {p, a}

— = {r}, {p.q}

{ah {}




Der Biichi-Automat T >< B ergibt sich dann als

Satz: Seien T und B wie oben. Dann gilt fiir alle u € Q“: v € L(T >< B)
genau dann, wenn u € S(T') ist und A\(u) € L(B).

Beweis:

w<=" Sei u € S(T) mit A(u) € L(B). Dann gibt es u[0] € Qy, u[i] — u[i + 1]
fiir alle 4, und es existiert s mit s[0] € Sy, (s[i], A(u[d]), s[i + 1]) € A,
und es existieren unendlich viele ¢ mit s[i] € F.

Damit ist (u[0], s[0])(u[1], s[1])(u[2], s[2]) ... ein akzeptierender Lauf von
T < B auf u, da gilt: u[0] € Q; und s[0] € S; (Startzustand); aukerdem
ist jeweils u[i] — w[i + 1] und (s[i], M(u[d]), s[i + 1]) € A (Uberginge).
Fiir die akzeptierende Zustdnde sehen wir: Sei ig < 7; < ... eine Folge
mit s[i;] € F. Dann ist auch (uli;], s[i;]) € Q x F.

,=" ahnlich

Definition: Ein verallgemeinerter Biichi-Automat (GBA) ist von der Form
(A, S,S;, A, F), wobei F C 2% ist. In einem akzeptierenden Lauf gibt es
nun fiir alle ' € F unendlich viele i mit s[i] € F.

Beispiel: ,,a, b und c jeweils unendlich oft*: Betrachte folgenden Automaten

mit F = {{A4},{B},{C}}.




Konstruktion: Zur Uberfithrung eines verallgemeinerten Biichi-Automaten
in einen ,normalen” Biichi-Automaten gibt es zwei Verfahren. Sei dazu ein
verallgemeinerter Biichi-Automat (A, S, S, A, {Fo, ..., Frx_1}) gegeben.

o (A,S x {0,1}* S, x {0}, A", S x {1}¥); und fiir (¢,a,q¢) € A sei
((q,00,---,bk-1),a,(¢, by, ...,b,_1)) € A’ genau dann, wenn
— b, =1, falls b; = 1 oder ¢’ € F;

— Ausnahme: falls alle b; = 1, so b, = 0 fiir alle ¢

Diese Methode fiihrt allerdings zu einer Explosion der Anzahl der
Zusténde!

o (A, SxA{0,...,k}, Syx{0}, A", Sx{k}) mit ((s,1),a,(s,j)) € A genau
dann, wenn (s,a,s’) € A ist und

—i<k, deF,undj=i+1

—oderi<k,s¢ F,j=i

—oderi=kund j =0
Bemerkungen:

e Die Konstruktion eines Biichi-Automaten aus einem verallgemeinrten
Biichi-Automaten bezeichnen wir mit GBA;BA(B).

e Die Umwandlung ist bis auf Isomorphie eindeutig.
e Der iiberfithrte Automat hat |S| - (|F| + 1) Zusténde.

Beispiel: Sei der folgende verallgemeinerte Biichi-Automat gegeben mit
F={F ={A}, Fi ={B}}:

Daraus ergibt sich folgender Biichi-Automat aus Bild 1.
Satz: Fiir B und B’ gilt L(B) = L(B').

Lemma: Sei B ein Biichi-Automat. Dann sind dquivalent:

o L(B)#0




Abbildung 1: Beispiel: Ergebnis von GBA;BA(B)

e Es gibt eine starke Zusammenhangskomponente, die einen akzeptie-
renden Zustand enthélt und von einem Startzustand aus erreichbar
ist.

e Es gibt s; € S;und f € F, so dals f von s; aus erreichbar und f {iber
einen nicht-trivialen Pfad von f aus erreichbar ist.

e Es gibt ein schliefllich periodisches Wort, d.h. u,v € A" mit uwv® €
L(B).

Satz: Der Leerheitstest fiir Biichi-Automaten ist entscheidbar, sogar 16sbar
in Zeit O(|S| + |A]) und liegt in NL2.

1.3 Ubersetzung von LTL in (G)BA

Ziel: Gegen sei ¢ € LTLp. Konstruiere nun (G)BA B mit L% () = L(B).

Erster Schritt: Umwandlung von ¢ in positive Normalform (PNF), d.h.
Negationen diirfen nur vor booleschen Variablen vorkommen.

Notation: Es sei ¢ <, 1) genau dann, wenn fiir alle unendlichen Beschrif-
tungsfolgen u gilt: u = ¢ & u = 1.

2NL: logarithmischer Platzverbrauch auf nicht-deterministischer Turing-Maschine



Lemma: Fiir alle LTL-Formeln ¢ und ¢ iiber einer gemeinsamen Menge P
von booleschen Variablen gilt:

o —tt &, ff und —ff &, tt, auberdem ——p <,
* (P AY) Sy, V1 und ~(pVY) &, np At
o Xy <, X=p (gilt nicht fiir endliche Worter!)

e ~(pUy) &, ~pR-9 und -(pRY) &, ~p U

Bemerkung: Aus einer beliebigen LTLp-Formel 1aft sich eine dquivalente
LTLp[ff, A, R]-Formel in positiver Normalform in Linearzeit berechen, wir
schreiben dafiir LTLyPNF ().

Beispiel:

=(pA(qU(=rVp))) . —pV-(qU(=rVp))
<, pV-ogR=(—r V)
<, pV-ogR(rA-p)

Sei ¢ nun eine LTLp[f£, A, R]-Formel in PNF. Wir konstruieren daraus einen
GBA B = (27,5,S5;,A, F), der L%(¢p) erkennt.

Idee: Jeder Zustand beschreibt eine Menge von Teilformeln von ¢. Wenn der
Automat in diesem Zustand ist, erfiillt die zu lesende Folge an dieser Stelle
diese Formeln.

Formal: Sei also S C 2°®P(¥)_d.h. die Potenzmenge der Menge der Teilformeln
von . Konstruiere dann B derart, daf fiir alle v € (2F)* und ® € S gilt:
u wird von B mit Anfangszustand ® akzeptiert genau dann, wenn & C

{¢ € sub(p) | u =1} Dann gilt: Wenn S; = {® | ¢ € ®}, so ist L,(B) =
L(g).

Beispiele:

® Sei p=G(pV gq). Dann ist sub(y) = {p,q,p V ¢, G (p V ¢)}. Der Graph
in Abbildung 2 stellt dann alle sinnvollen (d.h. erreichbaren) Zusténde
dar.

e Sei p = F(pVq). Der zugehorige Automat ist in Abbildung 3 dargestellt.

Konstruktion: Wir konstruieren wie oben begonnen B = (2F, S, S;, A, F)
durch folgende Mengen:

e Zu S: Es gilt & € S genau dann, wenn
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{r}

G(pVa),pVa,p}

l

{G(pVa),pVaqt

{p, 4}

G(pVa),prVanpq}

Abbildung 2: Automat zu ¢ = G (p V q)

{p,q}

- ff¢P tted

— p € ® genau dann, wenn —p ¢ P

— wenn (¢ VE) € &, dann ¢ € ® oder £ € P
— wenn (Y AE) € P, dann ) € Pund £ € P

o Zu S;:Sei Sy ={®| ¢ € ¢}.
e Zu A: Diese Menge enthélt (®,a, V) € A mit folgenden Bedingungen:

— es gilt p € ¢ genau dann, wenn p € a ist
— wenn (X)) € ® ist, dann ¢ € ¥
— wenn (¢ U¢) € &, dann

(€ ®) oder ((vp€®)und (PpUE e W))

wenn (¢ R¢) € ®, dann
(e®) und ((¢ € ®)oder (YRE € V))
e Zu F: Fiir jedes ¢ € sub(p) der Gestalt ¢ = £ U ¢’ enthélt F die Menge

Fy={0eS| (W gd)V(ed)}
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{F(qu),qu,p} {p}

zu allen fiinf Knoten

{F(pVq),pVagq}

{F(pVaq),pVapa}

{

= zu allen Knoten aufler { }

Abbildung 3: Automat zu ¢ = F(p V q)

Satz: Sei ¢ eine LTLp[ff, A, R|-Formel in positiver Normalform. Dann gilt:

L(B) = L,(¢) mit B = LTL,GBA(y)

Beweis:

»,= Sei u = ¢ mit u € (27)~. Definiere v € S¥ durch

vli] = {4 € sub(ep) | uli, %) = ¢}

Wir zeigen: v ist ein akzeptierender Lauf von u auf B. Zu zeigen ist:

1. v[i] ist ein Zustand des Automaten — dies ist offensichtlich nach
Definition des Automaten und der v[i].

2. v[0] ist Anfangszustand — dies ist klar nach Definition von v[0].

3. (v[i], u[i],v][i +1]) € A fiir alle 7 — leicht einzusehen nach Definition
der Transitionsmenge A

4. v ist akzeptierend, d.h. fiir alle ) = £ U £’ existieren unendlich viele
i mit v[i] € Fy,

Zum vierten Punkt: Sei ¢ = (U ¢’. Dann ist

Fy={0| v ¢ d}u{d]| ¢ cd)

Fo Fy

12



— Erster Fall: Es gibt endlich viele ¢ mit u[i, x) |= 1. Also existiert
i* mit ufi, *) F£ ¢ fiir alle ¢ > ¢*. Damit ist auch v[i] € F} fiir alle
i > 1*, also existieren unendlich viele ¢ mit v[i] € Fy.

— Zweiter Fall: Es gibt unendlich viele ¢ mit u[i, %) |= 1. Sei ig <
i1 < iy < ... eine derartige Folge mit u[i;, %) |= ¢ fiir alle j.

Dann gibt es i mit if, > i und iy, *) = &', also v[ij] € Fy. Wihle
k mit ix > ip. Dann gibt es 4}, mit i} > i, und uli}, *) = &, also

Damit ist v ein akzeptierender Lauf.

»<=" Sei v ein akzeptierender Lauf von v auf B. Behauptung: Fiir alle ¢ und
fiir alle ¢ € v[i] gilt u[i, %) = ¢. Damit wéren wir fertig, da ja ¢ € v[0]
gilt nach Definition der Anfangszustandsmenge.

Beweis per Induktion iiber den Aufbau der Formeln in PNF:

— Induktionsanfang fiir jedes p € P:

« Falls ¢ = p ist, so ist (v[i], u[i],v][i +1]) € A mit p € u[i]. Also
uli, x) = p.

« Falls ¢ = —p ist, so ist (v[i],u[i],v[i + 1]) € A mit p ¢ ui].
Also uli, ) E —p.

— Induktionsschritt:

x Fiir A und V ist der Schlufs trivial aufgrund der Konstruktion
der Zustande.

« Bei ¢ = X¢& gilt (v]i],uli],v[i + 1]) € A mit € € v]i + 1].
Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit u[i 4+ 1, %) |= &, also
uli, *) = X& = 1.

x Betrachte den Fall v = £U¢’, es gilt wegen Definition der
Transitionsrelation ((v[i], u[i],v][i + 1]) € A) einer der beiden
Falle:

- & € vli], also nach Induktionsvoraussetzung u[i, ) = &'

- & € v[i) und ¥ € v[i + 1], also u[i,*) = & Dann kann
man auf 7 + 1 das gleiche Argument anwenden und erhélt
entweder uli + 1,*) = & (damit auch u[i, %) |= 1) oder
uli + 1, %) = € (und damit ¢ € v[i + 2]).

Ubrig bleibt der Fall, daf fiir jedes j > 4 gilt: ¢ € v[j] und
ulj, *) E & Wegen der Akzeptierbedingung gibt es dann un-
endlich viele j" mit £ € v[j'], also auch ein 7 > i mit £’ € v[j’].
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Damit ist nach Induktionsvoraussetzung u[j’, *) = £, also
uli, *) = .
« Der Fall ¢ = ¢R¢ ist dhnlich.

1.4 Losung des LTL-Model-Checking-Problems

Eingabe ist eine Formel ¢ und ein lebendiges Transitionssystem 7.

Schritte:
1. Bringe —¢ in positive Normalform: ¢’ = LTLyPNF (—g).
2. Erstelle verallgemeinerten Biichi-Automaten fiir ¢': B = LTL;GBA(¢').
3. Konvertiere B in einen Biichi-Automaten: B’ = GBA;BA(B).
4. Bilde das Produkt: B” =T < B'.

5. Bestimme, ob L(B") = () gilt — falls ja, gibt ,,T |= ¢* aus, andernfalls
,,T # (,0“-

Erweiterung: Fiir T' £ ¢ wird ein error trace uw € L(B") bestimmt.

Grobe Voriiberlegung zur Laufzeit: Der erste Schritt liefert einen doppelt
so grofsen Automaten, Schritt zwei ergibt einen in der Grofe der Formel
exponentiellen Automaten. Schritt drei ergibt nur einen polynomiellen Faktor,
im vierten Schritt ergibt sich das Produkt |T'| - |B’|, und der letzte Schritt ist
linear in Grofse des dieses Produkts.

Satz: Der Algorithmus 16st das Model-Checking-Problem in Zeit 2€0¢D . |T.

1.5 Komplexitat des LTL-Model-Checking-Problems

Vorbemerkung zur Komplexitéitstheorie: PSPACE ist die Menge der Spra-
chen, die durch eine deterministische Turing-Maschine in polynomiellem Platz
entschieden werden. Nach Savitch ist dies gleich der Sprachen, die durch
nichtdeterministische Turing-Maschinen in polynomiellem Platz entschieden
werden. Es gilt

P C NP C PSPACE C EXP

Desweiteren bedeutet PSPACE-vollstdndig, daf ein Problem PSPACE-schwer
ist und in PSPACE liegt.

Wir zeigen nun zunéchst, dafs das LTL-Model-Checking-Problem in PSPACE
liegt. Danach werden wir zeigen, daf es PSPACE-schwer ist, indem wir zeigen,
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daf das komplementére Problem PSPACE-schwer ist und ausnutzen, daf fiir
ein Problem in einer deterministischen Komplexititsklasse auch das kom-
plementédre Problem in dieser Klasse liegt. Dak das zum Model-Checking
komplementére Problem PSPACE-schwer ist, zeigen wir durch eine Reduktion
von Quantified Boolean Formulas auf das LTL-Erfiillbarkeitsproblem, letzteres
reduzieren wir dann auf das komplementire Model-Checking-Problem.

’Satz: Das LTL-Model-Checking-Problem ist in PSPACE.

Benutze folgendes Lemma:

Lemma: Sei f: ¥* — ['* eine Funktion, die in polynomiellem Platz berech-
net werden kann und L C I'* eine formale Sprache, die zu NL gehort. Dann
gilt f~1(L) € PSPACE.

Wenn nun f die Konstruktion von Transitionssystem und LTL-Formel zu
einem Biichi-Automaten beschreibt (in polynomiellem Platz berechenbar)
und L die Menge der Biichi-Automaten, die eine leere Sprache liefern, so
erhalten wir, dafs LTL-Model-Checking in PSPACE liegt.

Wir betrachten nun zunéchst das LTL-Erfillbarkeitsproblem, d.h. die Sprache

{o€LTLp| Jue (2"):ufk ¢}

Satz: Das LTL-Erfiillbarkeitsproblem ist PSPACE-schwer.

Das heifst, jedes Problem aus PSPACE ist auf das LTL-Erfillbarkeitsproblem
reduzierbar, bzw. ein PSPACE-vollstédndiges Problem ist auf dieses Problem
reduzierbar.

Als PSPACE-vollstandiges Problem benutzen wir fiir den Beweis Quantified
Boolean Formulas (QBF). Das sind Formeln, in denen Quantoren iiber boo-
lesche Variablen benutzt werden, etwa Vo 3 y(x V y) oder Vo 3 y(x A y).

Formal ist QBF die Sprache
{ ¢ quantifizierte, aussagenlogische Formel | ¢ gilt}
Beweis des obigen Satzes: Sei ¢’ eine aussagenlogische Formel und
© = QnTnQn1Tn_1...Qir1¢’ mit Q; € {3,V}

Frage ist, ob ¢ wahr ist. Zu ¢ konstruieren wir eine LTL-Formel ¢ (in
Polynomzeit), so dal ¢ wahr ist genau dann, wen 1 erfiillbar ist.

Idee:
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e Wir definieren P = {p1,...,Pn,b0,b1,...,bn,¢0,C1,...,¢,} — dann be-
trachten wir Wérter iiber 2°.

e Wir konstruieren eine LTL-Formel, deren Modelle (d.h. Wérter) aus-
geschriebene Belege dafiir sind, dafs die Formel erfiillbar ist. Dafiir
konstruieren wir zunéchst ein Wort, welches nur existieren kann, falls
die Formel ¢ gilt. Daraus entwickeln wir eine LTL-Formel, die genau
dieses Wort erwartet, d.h. die Formel ist genau dann erfiillbar, wenn
ein solches Wort existiert, wie wir es induktiv definieren werden.

e Zunéchst mufs wihrend des ganzen Wortes die Formel ¢’ gelten, wobei
hierin die x; durch p; ersetzt wurden.

e Sei nun ¢ ein hinterer Abschnitt der Formel, und u gegeben fiir £. Wir
definieren jetzt fir dz;& und Vz;§ entsprechende Worter v’

— Fiir einen Existenzquantor mufs es eine Belegung geben. D.h. falls
etwa dr;£ der hintere Abschnitt der Formel ist, so muf es fiir
jeden Buchstaben in u, der aus £ resultiert, einen Buchstaben in
u’ geben, der belegt, dak es ein x; gibt, welches £ erfiillt. Es mufs
also entweder p; oder —p; in diesem Buchstaben gelten.

— Fiir einen Allquantor miissen beide Moglichkeiten ausprobiert
werden. D.h. falls Vz;£ der hintere Abschnitt der Formel ist, so muf
es flir jeden Buchstaben in u, der aus £ resultiert, zwei Buchstaben
in u' geben, wobei in einem p; gilt und im anderen —p;.

e Um diese Abschnitte zu markieren und unterscheiden zu kénnen, ver-
wenden wir zudem Markierungen b; bzw. ¢;, wobei b; fiir den Anfang
des Abschnitts steht, das die Teilformel Q;z;£ reprasentiert, und ¢; das
Ende dieses Abschnitts markiert. Gleichzeitig soll das ganze Wort iiber
by und cq gelten.

e Da nur unendliche Worte betrachtet werden, mufs zudem der endli-
che Abschnitt, der die Gesamtformel ¢ représentiert, immer wieder
wiederholt werden.

Formal: Wir definieren ¢ = A\ v;, wobei t); definiert ist als:
o g=G(bg Ao N ¢)
e fiir ; = Jist
Vi =G ((bicy < bi) A(cioy < ) NG (=Xbi — (pi = Xpi))

(.
~ -~

(1) (2)
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Diese Formel garantiert durch (1), daf der Existenzquantor die ,Grenzen‘
der unterliegenden Abschnitte iibernimmt, und durch (2), daf im ganzen
Abschnitt zwischen b; und ¢; immer das gleiche fiir x; gilt (d.h. entweder

pi oder —p;).
o fiir Q); =V ist

(1)
(2)
(bi—1 A pi) < bi) (3)
((cica A =pi) < i) (4)
Dabei stehen die einzelnen Bestandteile fiir folgende Forderungen:
(1) Innerhalb der beiden einzelnen Abschnitte muf konstant p; bzw.
—p; gelten.

(2) Im ersten Abschnitt gilt p;, im zweiten Abschnitt gilt —p;.

(3) b; markiert den Anfang des Abschnitts fiir diesen Quantor (dort
gelten b;_; und p;).

(4) ¢; markiert das Ende des Abschnitts fiir diesen Quantor (dort
gelten ¢;_; und —p;).
Existiert nun ein Wort, das diese Formel v erfiillt, so beschreibt dieses alle

notigen Belegungen fiir die Variablen x4, ..., z,, um ¢ zu erfiillen.

Beispiel: Betrachte folgende Formel:
o = VasVredr (vo A x3 — —11)

Dann wiirde sich ein Wort u ergeben mit u[i] = u[i mod 4], wobei 1[0, 3]
definiert ist als:

=,
=
<

=
=

=
<
N3
<

P2
D3

b1
C1
by
&)
bs

C3

SN OISKNIN NS
NSNS

NONS NSNS

NSO ISKNSS
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Damit gilt:

Folgerung: Das LTL-Erfiillbarkeitsproblem ist PSPACE-schwer, schon dann,
wenn nur X und G zugelassen werden.

Beziehung zum Model-Checking-Problem:

Satz: Das Erfiillbarkeitsproblem fiir LTL ist in polynomieller Zeit reduzier-
bar auf das komplementiare Model-Checking-Problem.

Beweis: Erste Idee: ¢ (mit py,...,p,—1) erfilllbar genau dann, wenn fiir
ein Transitionssystem T mit L(T) = (2F)“ (d.h. es lift alle Worte zu!) gilt:
T B —¢. Dabei konstruieren wir T = (P, Q, Qr,—, ) durch Q = Q; = 2%,
—=(2P)2 und X =id.

Problem: Dies ist zu grof: Das Transitionssystem 7T ist moglicherweise
exponentiell in der Lange der Formel!

Losung: Wir konstruieren einen kleineres Transitionssystem 77 mit (2n + 1)
Zusténden — eine Art ,Leiter, dargestellt in Abbildung 4.

Abbildung 4: Transitionssystem zur Reduktion von LTL-Erfiillbarkeit auf das
komplementire Model-Checking-Problem.

Dabei kodiert ein Pfad von links nach rechts genau eine Belegung: Bei einem
Lauf durch einen oberen Knoten in der Spalte ¢ gilt p;, bei einem unteren
Knoten gilt p; nicht (wobei dies immer durch die gleiche neue Variable p
kodiert wird; d.h. p nimmt wéhrend eines Laufs von links nach rechts jeweils
die Rolle eines p; an). Es gilt formal: Zu jedem u € (27) gibt es genau ein
v e L(T"), so dal gilt:

e Fiir jedes ¢ gilt: ¢ € v[i] genau dann, wenn ¢ mod (n + 1) = 0.
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e Fiir jedes i und jedes j < n gilt p; € u[i] genau dann, wenn p €
v[(n+1)i+ 1+ j] ist.

Dann kénnen wir die Formel ¢, fiir die wir die Erfiillbarkeit in 7" priifen
wiirden, umsetzen in eine Formel ¢, die auf 7" lauft:

e Jedes p; € P wird durch X" p ersetzt.
e Jedes X wird durch X" ersetzt.
e Jede Teilformel €U & wird ersetzt durch (¢ — §) U (¢ — ).

Dann ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn 7" £ —) gilt.

Folgerung: Das zum LTL-Model-Checking-Problem komplementéire Pro-
blem ist PSPACE-schwer.

Nun kénnen wir die Tatsache benutzen, daft PSPACEgleich CoPSPACE ist
(wie bei allen deterministischen Komplexitétsklassen). Damit ist auch das
LTL-Model-Checking-Problem PSPACE-schwer. Zusammen mit der vorhin
gezeigten Tatsache, daf LTL-Model-Checking in PSPACE liegt, ergibt sich:

’Folgerung: Das LTL-Model-Checking-Problem ist PSPACE-vollstandig.
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2 Presburger-Arithmetik

2.1 Einfiihrung

Die Presburger-Arithmetik ist die Erste-Stufe-Theorie von (N, +), d.h. die
Menge aller pradikatenlogischen Formeln mit + (und =), die in N gelten. Es
gilt der folgende Satz?:

’Satz: Die Presburger-Arithmetik ist entscheidbar. ‘

2.2 Automatische Strukturen

Definitionen:

e Sei A ein Alphabet, bezeichne mit Ag dieses Alphabet mit einem
zusitzlichen Fiillzeichen [J. Dann sei A* das Alphabet (Ap)F\ {0}

e Die Projektion

(( Q(0,0) <o Q0,k—1) );
T ( ), — ((]J(O’i),...,a(T_LZ‘))
( A(r-1,0) --- Q@r—1,k-1) ))
o Fir ug,...,up_1 € A* sei die Konvolution ®(ug, ..., u,_1) das ein-

deutige Wort v aus (AE)* mit m;(v) € u;[J*. Alternative Schreibweise:
U Q... R Up_1 1= ®(UQ, 50 ,uk_l).

e Zu einer k-stelligen Relation R C (A*)* definieren wir hiermit die
Konwvolution der Relation @R C (A*)*:

QR={u®...0ux_1 | (ug,...,ur_1) € R}

Ziel der Konvolution ist, aus Tupeln von Wortern ein Wort iiber einem
anderen Alphabet zu machen.

Beispiel: Sei uy = abba, u; = ba und uy, = babaa. Dann ,fiille” die u; zu
gleicher Lénge auf:

U= alb|b|a|ll
w= bla|O|0O|0O
U= blal|blala

3 Wer weil, was Quantorenelimination ist? ...Na gut, es ist halt das, was es eben ist.”
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Damit ergibt sich folgende Aneinanderreihung der einzelnen Spalten:

®(U0, Uy, Ug) = (CI/, b7 b)7 (b7 a, a’)u (b7 |:|7 b)7 (au D7 CL), (D7 |:|7 CL)

Definitionen: Eine Struktur ist eine Menge (Universum) zusammen mit
Funktionen und Relationen. Eine Wortstruktur ist eine Struktur mit einer
Sprache als Universum®(d.h. C A*); eine automatische Wortstruktur ist
eine Struktur mit einem reguléren Universum und fiir alle Relationen R ist
®R regular. Relationale Strukturen sind solche, in denen keine Funktionen
vorkommen.

Schreibweise: Fiir eine Struktur S sei U das Universum von S, entsprechend
fiir Relationen.

Bemerkung: Wir schrinken uns zunéchst auf relationale Strukturen ein.
Beispiele:
e Strukturen sind z.B. (N, +) oder (R, +, <).

e Eine automatische Wortstruktur ist der unendliche bindre Baum mit
den zwei Relationen linker bzw. rechter Nachfolger, kodiert z.B. als

(A* {(u,ul) | uwe A"}, {(u,uR)| ue A*}) mit A={L,R}

Daf die Konvolution von R = {(u,ul) | u € A*} regulér ist, zeigt der
folgende Automat:

2.2.1 Automatische, relationale Struktur fiir die Presburger-Arithmetik

Ziel: Wir definieren eine automatische Struktur, die (N, 4) représentiert.

Sei Y,qa = {add} die Signatur, die das dreistellige Relationssymbol add
enthélt. Definiere das Alphabet A = {0,1} und die Sprache Z, die die
umgekehrte Bindrdarstellung natiirlicher Zahlen darstellen soll — formal:
Z = [A*1 + €] mit der Bijektion vy:

vo: Z — N mit yy(u) = Zu[z] 22!

i<|n|

4 Das Universum ist eine Sprache!*
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Nun sei S,qq eine X,qq- Wortstruktur:

Sadd = (Z, {(u,v,w) | vo(u) + vo(v) = ro(w)})

WV
add®add

Satz: S,qq ist automatisch.

Beweis: Daf Z reguldr ist, ist durch die Definition offensichtlich. Zu zeigen:
®add®» ist reguldr, wir konstruieren dazu einen Automaten. Als Beispiel
zunédchst eine Addition solcher zweier Zahlen (in umgekehrter Bindrdarstel-
lung):

001101010000

010101101101

011010000011

Den Automaten, der ®add®»¢ erkennt, definieren wir als
D= (A§7 ({0,1} x 203y U {e}, (0,0), & {0} x 2(01}

Dabei speichern wir in den Zustédnden (¢, M) in der ersten Komponente den
Ubertrag, in der zweiten Komponente merken wir uns, wo schon Fiillzeichen
[] gelesen wurden. Zustand e ist einen Fehlerzustand, von dem aus wir nicht
mehr akzeptieren. Die Transitionsfunktion ¢ ist dann formal gegeben durch
folgende Definition (wobei O in Additionen den Wert 0 hat):

S((e, M), (ag,a1,b) = (¢, M) miv ¢ =4 s o tarte s
und M'={i| a; = O}
falls b= (ap + a1 + ¢) mod 2
und Vie M:a; =0
und |[M| <1
= e sonst

2.2.2 Theorie automatischer Strukturen

Satz: Die Theorie Th(S) ist entscheidbar fiir ein automatisches S.

Schreibweisen: Wir kiirzen eine Folge x, ..., z, durch T ab®. Ist ¢ eine
Formel und z ein Tupel, das alle freien Variablen von ¢ umfafst, dann schreiben

wir ¢ = ().

San der Tafel: z statt =
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Beispiel: Fiir ¢ = u < v sind w.a. (u,v), (v,u) und (u, w,v) mogliche z mit
© = ¢(Z) (Z ist also nicht eindeutig!).

Definition: Fiir ¢ = ¢(Z) und eine beliebige Belegung (3 definieren wir
folgende |z|-stellige Relation.

Ri,fc = {(uo, o Up_) € (US)T

US,B{Z—E--~ “] w}

Tn—1

Lemma: Sei S automatisch und ¢ = ¢(z). Dann ist ®Rg7f regulér.

Zusatz: Man kann einen entsprechenden Automaten effektiv konstruieren.

Idee: Der Satz iiber natiirliche Zahlen ,Zu jedem x existiert ein grofseres x*

lieke sich formulieren als
Vz3ydz(add(z, z,y) A Vu((Vu': add(u, v, u')) — -z = u)))

Falls ¢ die Teilformel (3z...) ist, dann kénnen wir die kleiner-Relation
beschreiben mittels N, m, n = ¢(xq, z1), also

RS ={(m,n) e N*| m <n}.

¥,T0,T1

Wir zeigen, daf die Konvolution dieser Relation regulér ist. Da aber ¢(xq, 1, 22)
auch moglich ist, miissen wir auch zeigen, daf die Konvolution folgender Re-
lation regulér ist:

RS ={(m,n,0) e N*| m <n}.

$,20,21,T2
Ziel ist also zu zeigen, daf’ ®Ri7f regulér ist fiir alle moglichen ¢ und z.

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von ¢. Fiir den Induktionsanfang
unterscheiden wir zwei Fille:

o Falls ¢ = (z; = xj) ist, so ist

PLS7— = (Uo,...,Uk_l) S (Us)k ‘ U ZUj/}
Sei D = (A,Q,q,0, F) ein Automat fiir US0* (das ja regulir ist). Wir
konstruieren hieraus einen Automaten D’ mit L(D') = ®R3 . Sei dazu

K = 2{0-k=1} ynd

D' = (A%, Q% x KU {e}, (qr,-...q1,0),0, F* x K)
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Dann wahlen wir folgende Transitionsrelation:

5/(((]0,...,qk_hM),(Clo,...,ak_l))
= (5((]0,&0), c. ,5(qk_1,ak_1), {Z <k | a; = D})
falls a; = ay und |[M| < kund Vie M:aq; =0
= e sonst

e Betrachte den Fall ¢ = R(z;,,...,2;, ,) und T = ¢, ..., Tp_1.

Beispiel: Wir haben die Struktur S des Bindrbaums mit der Relation
Jinker Nachfolger succ,. Falls wir jetzt ¢ = succ(zg,21) und = =
Xg, T1, To ist, so ist zunachst

S _
R, ;= {(u,v,w) | suce (w,v)}
Wir miissen nun einen Automaten konstruieren, der Konvolutionen aus

beliebigen (!) 2o und bestimmten z; und z (mit Struktur zo = u,
x1 = ul) erkennt:

’ beliebig ‘
]uu LD...D‘
(lv---w00...0]

Formal: Da S automatisch ist, gibt es einen DFA ((Ag)™, @, q1, 6, F),
der die Konvolution der Relation @ R® erkennt, auferdem auch die
Verlingerung dieser Konvolution um O0™: (@ RY) ((O™)*). Zudem gibt
es einen Automaten (Ap, S, sy, 0,G), der USJ* erkennt.

Wir konstruieren nun einen DFA (AE, QxS* (qr,81,...,81),0, F xG¥),
der ®R§@ erkennt, durch

5/(((]7 505+ - 7Sk;—1)7 (a07 CI aak—l))
= (6(61) (aioa R 7a’im—1)>7 0(307 a0)7 CI 70_(Sk—17 ak—l))
Da dieser Automat ®Rij erkennt, ist dies regular.

Im Induktionsschritt iiber den Aufbau der Formel konstruieren wir nun neue
Automaten aus den Automaten fiir Teilformeln, die wir aus der Induktions-
voraussetzung erhalten:

e Falls o =1 V4 ist, so liefert die Induktionsvoraussetzung zwei DFAs
D und D' fiir ®Ri@ bzw. ®Ri’,i' Hieraus konstruieren wir einen DFA
fiir ®R£’:E durch einen einfachen Produktautomaten:

(A%,Q x @, (q1,4)), 8", (F x Q') U (Q x F))
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mit
0"((¢,4),a) = (¢, a),'(¢', a))
o Fiir ¢ = —1) benutzen wir wieder einen Automaten D, der ®Ri,a’:

erkennt, und einen Automaten E = (An, S, s;,0,G), der USC]* erkennt.
Wir konstruieren folgenden Automaten fiir @ RJ

(Aka X Sk? (QDSD' . 'aSI)v(Sﬂv (Q\F) X Gk)
Dabei ist
5_‘((qa 505+ Sk‘—l)a a’) = (5(% d)) 0(507 aO)y CIE ag(sk—lv ak—l))
e Falls o = Jy ist, so unterscheide zwei Fille:

— Esist y = z; fiir ein ¢ (d.h. y € Z) — nun nehmen wir an, daf wir
einen DFA fiir ®Ri’9E haben und wieder F wie oben. Wir konstru-
ieren einen NFA fiir ®RQZ@, dieser sei (A*, Q x S, (qr,51), A, F x G)
mit

A = {<<Qa 8)7 a, (q/a U(S, al))) |
da' € A: 6(q, (ag,...,a;_1,d ,ai11,...,a5-1)) =¢'}
Hier ,rit* der Automat das a’ fiir jeden konkreten Lauf (und ersetzt
damit die urspriingliche Belegung von z;), wiahrend durch o(s, a;)
sichergestellt wird, daf die urspriingliche Belegung von z; ein Wort

des Universums ist.

Zu korrigieren ware noch, dafs dieser Automat nur ein Wort in
Lange der Konvolution rat, das gesuchte Wort jedoch auch kiirzer
oder ldnger sein kann — siehe Dozenten-Skript.

— y # x; fir ein ¢ (d.h. y ¢ &) — entsprechend. O

Nun koénnen wir obigen Satz beweisen:

Satz: Th(S) ist entscheidbar fiir ein automatisches S.

Beweis: Zu einem Satz ¢ kann ein DFA D fiir ®Ri’0 konstruiert werden.
Dann gilt: € € L(D) genau dann, wenn S = ¢ gilt. O

Beispiel: Betrachte wieder die Struktur B des unendlichen Bindrbaums.
Betrachte folgenden Satz:

@ = Vo Jxq sucey (xo, 1)
NG ~~ J

Y

. .. B .
Benutze nun einen DFA fiir ®RsuCCL(onx1)7x07xl.
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Hinweis: Dieser Automat erkennt nicht (wie gewiinscht) {L, R}*, sondern
{L,R}*0 — hier miifste die Automaten-Konstruktion noch korrigiert werden,
da bisher z.T. noch Fiillzeichen am Ende erforderlich sind.

2.3 Automatisch reprasentierbare Strukturen

Ziel: Gegeben sei eine Signatur ¥ und eine relationale »-Struktur S — Frage
ist, wann S als Wortstruktur aufgefafst werden kann, damit wir Ergebnisse
des letzten Abschnitts anwenden kénnen.

Definition: Sei S eine relationale X-Struktur und ¥’ = Y U{R,}. Das Tupel
(S',v) mit einer ¥'-Wortstruktur S’ und v: US" — U? heift Wortreprisen-
tation von S, falls gilt:

e v ist surjektiv
e v Y(R%) = RY fiir alle R € ¥
o RS =1y~ 1(=%) — d.h. R, stellt die S-Gleichheit in S’ bereit.

Beispiel: Sei S = (N, add®) und " = ({0,1}*,add®’, R.) mit
R. = {(2u, zv) | z € {0,1}",u,v € {0}"}

Hier liefert also R. die logische Gleichheit in den natiirlichen Zahlen, da
fithrende (in umgekehrter Darstellung also am Ende stehende) Nullen der
Dezimaldarstellung ignoriert werden.

Satz: Wenn Th(S’) entscheidbar ist, dann ist Th(S) entscheidbar.

6Dieser ist schon um den Automaten erleichert, der das Universum erkennt.
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Beweis: Zeige, daf es zu jedem X-Satz ¢ einen ¥'-Satz ¢’ gibt mit ¢ € Th(S)
genau dann, wenn ¢’ € Th(S’) ist. Zeige weiterhin: ¢’ kann effektiv konstruiert
werden, das reicht. Bei der induktiven Konstruktion von ¢ ist ¢’ = R.(z,y)
fir ¢ = (x = y), alles andere trivial.

Zu zeigen bleibt (als Ubung), daf fiir alle Belegungen /' gilt:
SB Y = Svof ko

Definition: Sei eine Signatur X = (R, F,C) gegeben mit Relationssymbolen
R, Funktionssymbolen F und Konstanten C. Dann ist die relationale Variante

von S eine Signatur )
Y =(RURzURec0,0)

mit einem (n + 1)-stelligen Ry € R fiir jedes n-stellige f € F und einem
einstelligen R¢ € Re fiir jedes ¢ € C.

Konstruktionen zwischen ¥ und X:
e Zu einer X-Struktur S konstruieren wir eine Y-Struktur S durch
— US =US,
— RS = RS fiir alle R € R,
— fiir alle f € F ist
Rf = {(ao,...,an_l,f(ao,...,an_l)) | ag,...,an_1 € US},
— RS = {5} fiir alle ¢ € C.

e Zu einem X-Term t und y ¢ var(t) konstruieren wir eine ¥-Formel ¢
mit folgenden Eigenschaften:

— Zu jeder Belegung [ gibt es genau ein b € US mit S, B% E ol
. . . b _
— Fiir dieses b gilt S,ﬁg Ey=t.
Induktive Konstuktion dieser Formel:

— fiirt =z ist ¢ = (x =y),
— fiir t = cist ¢} = R.(y),
— fir t = f(to,. .. tn1) ist

@?:Hyoayn—l ((/\90 )ARf y07ayn—17y)>

<n

mit neuen und paarweise verschiedenen Variablen yo, ..., ¥,_1
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e Zu einer X-Formel ¢ konstruieren wir eine ¥-Formel ¢ durch

— Ersetzung von t = ¢’ durch 3y (p! A ¢}),
— FErsetzung von R(to,...,t, 1) durch

Yo Iy ((/\ %f) A R(yo, - - - ,yn_1)>
<n

Beispiel: Zum Term ¢ = (1+x)+2’ konstruieren wir (wobei hier die Variablen
anders benannt sind als in der Konstruktion):

of = Jyo Iy (Fy2 Jys (Ri(y2) A (@ = y2) A Ry (y2,93,%0)))
A" = y1) A Ry (Yo, v1,9))

Lemma: Sei S eine X-Struktur. Dann gilt fiir alle Belegungen f3:

S,BE¢ < S, BE¢

Satz: Ist S eine Y-Struktur und Th(S) entscheidbar, so auch Th(S).

Definition: S ist automatisch reprisentierbar, falls S automatisch repré-
sentierbar ist.

Folgerung: Jede automatisch repréasentierbare Struktur hat eine entscheid-
bare Theorie. Damit ist auch die Presburger-Arithmetik entscheidbar.

Bemerkung:

e Die Logik ist ohne den Verlust der Entscheidbarkeit erweiterbar z.B.
um 3% oder I medn,

e Transitivitit” oder Mengenquantoren zerstéren die Entscheidbarkeit in
vielen Féllen.

Beispiel: Sei S = (N, +1). Dann gibt es keine Formel ¢ erster Stufe (FO-
Formel) mit S |= ¢(a,b) genau dann, wenn a < b. Aber es gilt S = TC(z+1 =
y,x,y)(a,b) genau dann, wenn a < b ist — d.h. eine FO+TC-Formel kann dies
ausdriicken.

"Zu jeder Formel o(z, %) ist TC(¢p, Z,¥) (1, ) eine neue Formel mit folgender Semantik:
S, 8 E TC(p,z,7)(a,v) genau dann, wenn (B(a) = ag,...,a, = ((¥) existieren mit
S, BHE (2, 9) fiir alle alle i < n.
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2.4 Komplexitiatsbetrachtungen

Satz: Presburger-Arithmetik ist vollstdndig fiir doppelt exponentielle Zeit
alternierender Turing-Maschinen mit einer linearen Anzahl von Alternierun-
gen.

Satz: Presburger-Arithmetik ist in TIME(222OW).

Komplexitat unseres Algorithmus’: Wenn man jedes mal minimiert, sind
alle Automaten € 222@(71)‘ Es gibt Formeln, fiir die sogar die minimalen NFAs
die Groke 22" haben.

Betrachte dazu Formeln und Turing-Maschinen mit Arbeitsalphabet {0, 1}

(d.h. ohne zusétzliche Zeichen, die Eingaben miissen ihr Ende ,selbst signali-
sieren'!).

Satz: Es gibt eine Zahl ¢ > 0, so daf fiir jede NTM T, die Th(Spa)
entscheidet, gilt: Es gibt ng, so dafs fiir alle n > ngy eine Formel ¢ existiert,
die T nur in mehr als 2*°" Schritten entscheiden kann und fiir die |p| = n
gilt.

Bemerkung: Eine Folgerung daraus ist, daf jedes verniinftige, vollstandige
Axiomensystem mit Kalkiil fiir Presburger-Arithmetik notwendigerweise dop-
pelt exponentiell lange Beweise fiir gewisse Sétze hat. Andernfalls konnte eine
NTM einfach einen ,kurzen Beweis raten und tiberpriifen, ob dies ein Beweis
ist, dies widerspréche dem Satz.

Voriiberlegungen bzw. Bemerkungen:

1. Sei f(n) =22". Es gibt eine Zahl my, so dak fiir alle m > my gilt:
p(2m) + f(c- (2dm + 1)) < f(m) (1)
Wihle dazu ¢ < (2d)~*.

2. 7Zu jeder Turing-Maschine gibt es eine ,langere Turing-Maschine, die
dquivalent ist (aber nicht langer fiir die Berechnungen braucht!).

Beweisidee fiir den Satz: Als ersten Teil benutzen wir eine Diagonalisierung,
betrachte dazu folgendes Lemma:

Lemma: Sei p ein Polynom und d > 0 derart, daf fiir jede NTM T und
jedes Wort u ein Satz in der Presburger-Arithmetik ¢, mit folgenden
Eigenschaften existiert:
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o o1, € Th(Sp,a) genau dann, wenn eine akzeptierende Berechnung
von T auf u mit < f(Ju|) Schritten existiert.

* orul < d-(|T] + [ul)
o —pr, lakt sich in Zeit < p(|T'| + |u|) berechnen.

Dann gilt der obige Satz.

Beweis des Lemmas: Zu einer gegebenen Turing-Maschine 7" fiir Th(Sp,a)
betrachten wir 7™, die auf einem Eingabewort u wie folgt arbeitet:

1. T™ konstruiert =1, .
2. T™ simuliert T" auf —¢,,,,
3. Falls T akzeptiert, so akzeptiert auch 7, sonst terminiert 7™ nicht.

Dabei nehmen wir an, daft 7* so gewahlt ist, daf my < |T*| < |T'| + g gilt
fiir ein festes g. Sei nun definiert

0 = Q= T*

Dann ist o wahr. Beweis: Angenommen, o wére nicht wahr. Dann wére g« 7+
wahr, d.h. T angesetzt auf T* wiirde halten, also akzeptiert das simulierte T’
die Formel =7« p«, Widerspruch.

Es gilt |o] < d- (|T*| + |T*|) + 1 laut zweitem Teil der Voraussetzung des
Lemmas (und der 1 fiir das Negationszeichen). Sei nun n = |o| und m = |T7|,
dann gilt:

n <2dm+1 (2)

Da o wahr ist, gibt es eine akzeptierende Berechnung von T auf o. Sei ¢
nun die kleinste Anzahl an Schritten, die T braucht, um o zu akzeptieren.
Dann gibt es eine akzeptierende Berechnung von 7™ auf 7™ mit k Schritten,
wobei (nach Arbeitsweise von 7* und dem dritten Teil der Voraussetzung des
Lemmas) gilt:

p(2m)+t >k

Andererseits gilt: o ist wahr, also ist @7 7+ falsch, das ergibt (nach erster
Voraussetzung im Lemma), daf 7* auf 7* mindestens k > f(|T*|) = f(m)
Schritte lauft. Beides kombiniert ergibt:

p(2m) 4+t >k > f(m) (3)
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Es gilt also insgesamt:

t > f(m)—p(2m) (3)
> (f(c(2dm +1)) +p(2m)) — p(2m) (1)
= f(c(2dm + 1))
> f(en) (2)

Wir haben gezeigt, dak fiir ein spezielles o gilt, daf T mehr als f(cn) Schritten
bendtigt. Fiir grofere o zeigt man dies durch geschicktes Auffiillen.

Im weiteren Verlauf der Beweisidee des obigen Satzes beschreiben wir ganze
Berechnungen von Turing-Maschinen, wobei die Berechnungen 22" Schritte
haben kénnen, und jede einzelne Konfigurationen auch die Gréfe 22” haben
kann. Diese Berechnungen wollen wir durch eine einzige bindre Zahl beschrei-
ben, diese hat daher die Linge (22")2, d.h. die zu beschreibenden Zahlen sind

< 222n+1

Zweiter Teil der Beweisidee des obigen Satzes wire die Konstruktion von
Formeln ¢7,, die die Voraussetzungen des Lemmas erfiillen, zum Umgang
mit solchen Folgen — dies wird hier weggelassen.

Im dritten Teil der Beweisidee miissen wir es fiir den zweiten Schritt noch
ermoglichen, lange Berechnungen von Turing-Maschinen durch kurze Formeln
zu beschreiben.

Lemma: Es gibt d > 0, so daf fiir alle n eine Formel M, (z,y, z) existiert,
so dafs folgendes fiir alle a, b, ¢ gilt:

e M,(a,b,c) ist wahr genau dann, wenn a < 22" und a - b = c
o [My(o,,2)] < dn+1)

e M, kann in Polynomzeit berechnet werden.

Beweis: Konstruktion per Induktion: Fiir n = 0 miissen nur a < 22" = 9
betrachtet werden, daher:

My(z,y,z) =(x=0AN2=0)V(z=1Az=y)
Fiir n > 0: Jedes z < 22" liRt sich schreiben als x = 2129 + 23 + 4 mit

x; < 2%". Damit schreiben wir

z=x-y=(r129+23+ T =x1(x + 23y +
Y (12 3 4)3/ 1( 2y) 3Y 1Y

ul us uq us
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Dann konnen wir konstruieren:

My (z,y,2) = Fup...JusTxy... Fay
M, (21, 9, u1) A My (22, y,us) A My, (21, us, usz)
AM,, (23, y,us) N My (x4, y, us)
/\(33:U1+$3+.T4)/\(Z:U3+U4+U5)

Diese Formel ist aber zu lang, denn fiir lineares Wachstum darf nur einmal
die Relation M, (x,y, z) verwendet werden!

Wir verwenden folgenden Trick: Betrachte eine Formel ¢(zq, y1)A. . .A@(Zk, Yk ),
diese wird auf eine Anwendung von ¢ reduziert durch

VaVy(((z =21 Ay=y)V...V(z =2 Ay =) — o(z,y))

Durch diesen Trick (und die geschickte Wiederverwendung von Variablen)
kann man die gesuchte Formel kurz konstruieren.

Ziel: Wir werden jetzt mit noch gréfferen Zahlen umgehen!

Lemma: Es gibt d > 0, so dak fiir alle n eine Formel P, (x,y, z) existiert,
so dafs folgendes fiir alle a, b, ¢ gilt:

e P,(a,b,c) ist wahr genau dann, wenn a,b,c < g(n) und a-b = ¢, dabei

werden wir g(n) noch definieren mit g(n) > 92"
o |Pa(,9,2)] < dln+1)

e P, kann in Polynomzeit berechnet werden.

Fir den Beweis nutzen wir den Primzahlsatz:

Satz (Primzahlsatz): Sei m(n) die Anzahl von Primzahlen kleiner n. Dann
gilt fiir jedes ausreichend grofse n:

n

m(n) > oz 1

Beweis des Lemmas: Fiir m = 22" ist die Anzahl der Primzahlen kleiner m
mindestens 22" - 2-("+2) > 92" Definiere g(n) und wende den Chinesischen

Restsatz an:
gm)= [ »

p<m
p Primzahl
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Satz (Chinesischer Restsatz): k Zahlen my, .., my_1, paarweise teiler-
fremd, sei M =[], < M. Dann ist folgendes ein Isomorphismus:

12y, — Ly + ...+ Ly, mit 0]y — ([Nmgs - -5 [Rimp_y)

Beispiel: Betrachte 2-3-5-7 = 210. Dann gilt fiir alle x,y < 210, dafk x =y
ist genau dann, wenn x = y(mod 2,3,5,7).

Somit gilt in unserem Fall: Fiir alle x,y < g(n) ist x = y genau dann, wenn
x = y(mod p) fiur alle p < m. D.h., daf fiir alle z,y,z < g(n) ist 2y = 2
genau dann, wenn xy = z(mod p) fiir alle p < m, dies ist genau dann der
Fall, wenn

((x mod p)(y mod p)) mod p = z mod p

2.5 Vorfithrung: MoNA

Betrachte Monadische Logik mit a, b, ¢ fiir boolesche Werte (var0, ex0, all0
in MONA); z, y, z fiir natiirliche Zahlen (vari etc. in MONA); und X, Y, Z
fiir endliche Mengen von natiirlichen Zahlen (kodiert z.B. durch Bitvektoren,
var2 etc. in MONA)
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3 Beschreibungslogiken

3.1 Einfiihrung

Beschreibungslogiken sind Formalismen zur Reprasentation terminologischen
(begrifflichen) Wissens. Beschreibungslogische Systeme erlauben es, auto-
matisch Schluffolgerungen tiber das repréisentierte Wissen zu ziehen. Sie
stammen urspriinglich aus dem Bereich der kiinstlichen Intelligenz, dariiber
hinausgehende Anwendungsgebiete sind aber u.a. folgende:

e Datenbanken (ER- und UML-Diagramme)
e Medizinische Informatik
e digitale Bibliotheken

e Semantisches Web

Beispiel: Sei eine Familien- Wissensbasis gegeben (eine informelle Beschrei-
bung von Konzepten), zum Beispiel®:

Definitionen:
e Fine Frau ist ein Mensch und ein weibliches Wesen.
e [Fin Mann ist ein Mensch und kein weibliches Wesen.

Eine Mutter ist eine Frau, die ein Kind hat, das ein Mensch ist.

Ein Vater ist ein Mann, der ein Kind hat, das ein Mensch ist.

Ein Elternteil ist eine Mutter oder ein Vater.

Ein Vater mit nur Tochtern ist ein Vater, dessen Kinder Frauen sind.

Wie kann man dies dem Computer so mitteilen, daf er es ,yversteht“? Das
heifst, wir wollen, dalk der Computer richtige Schlufsfolgerungen aufgrund der
Wissensbasis ziehen kann, z.B.

e Jede Mutter ist eine Frau.

e Das Konzept Mutter und Vater ist unerfiillbar, d.h. es gibt kein Indivi-
duum, welches sowohl Mutter als auch Vater ist.

8 Hier sind nur Manner im Raum...trotzdem wikt Ihr wohl alle, was eine Frau ist,
obwohl wir nur Informatiker sind. . .*
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Formal: Wir werden hier Attributive Language with Complement (ALC)
betrachen.

Definition: Im Folgenden sei N¢ eine Menge von Konzeptnamen, wie z.B.
Mensch, weiblich etc., desweiteren sei Ny eine Menge von Rollennamen,
wie z.B. hat Kind; seien dabei No und Ng disjunkt. Die Menge der ALC-
Konzeptbeschreibungen (ALC-KBs) ist induktiv definiert:

e | (bottom) und T (top) sind ALC-Konzeptbeschreibungen
e Jeder Konzeptname A € N¢ ist eine ALC-Konzeptbeschreibung

e Sind C' und D ALC-Konzeptbeschreibungen und ist r € Ng, so sind
folgendes auch ALC-Konzeptbeschreibungen:
— Konzeptnegation: =C'
— Konzeptkonjunktion: C'T1 D
— Konzeptdisjunktion: C' LI D
— Werterestriktion: Vr.C'

— Existenzrestriktion: 37.C

Definitionen:

e Ein ALC-Axiom ist von der Form C' C D (gesprochen C' subsumiert
D), wobei C' und D ALC-KBs sind.

e Eine ALC-TBox T ist eine endliche Menge von ALC-Axiomen.

Schreibweise: Als Abkiirzung verwenden wir C' = D fiir die Axiome C' C D
und D C C.

Beispiel: Obiges Beispiel 1aft sich jetzt beschreiben als Tramilie:
Frau = Mensch M Weiblich

Mann = Mensch N =Weiblich

Mutter = Frau M dhatKind.Mensch
Vater = Mann " 3 hatKind.Mensch
Eltern = Mutter LI Vater

VnT = Vater MV hatKind.Frau

Der Satz ,,Alle Individuen in der Wissensbasis sind Menschen* liefle sich dann
ausdriicken als T C Mensch.
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Die Semantik ist dhnlich wie in der Pradikatenlogik definiert, wobei Kon-
zeptnamen einstelligen Relationen und Rollen zweistelligen Relationen ent-
sprechen.

Definition: Eine Interpretation I ist ein Tupel (A, -7) bestehend aus einem
Interpretationsbereich A’ und einer Interpretationsfunktion -7, die

e jedem A € N¢ eine Teilmenge A? C Al und

e jedem r € Nj eine biniire Relation 7/ C A? x A! zuweist.

Die Funktion ! wird induktiv auf ALC-KB erweitert durch

1 =9
—|—I — AI
(cnD)Y = c'nD!
(CuD) = c'uD’
(_'C)I — AI\CI
(Vr.C)' = {deA"|VeeAl: (de)er’ —eeC'}
@r.C)' = {deA'| JeeAl: (de)er' NecC'}

Definition: Die Interpretation [ ist ein Modell der ALC-TBox T (in Zeichen
I ET), falls C* C D! fiir alle Axiome (CC D) € T.

Beispiel: Sei I = (A, -) wie folgt definiert: A7 = {Tim, Tom, Tanja, Tina}.
Nun sein

Mensch! = A
Weiblich’ = {Tanja, Tina}
hatKind’ = {(Tim, Tanja), (Tina, Tom)}
Frau’ = {Tanja, Tina}
Mann” = {Tim, Tom}
Mutter! = {Tina}
Vater’! = {Tim}
Eltern’ = {Tina, Tim}
vnT! = {Tim}

Dies 1afst sich auch graphisch darstellen, fiir einen Auszug siehe Graphik 5.
Dann gllt I ): TFamiIie~

36



Mensch,

weiblich Mensch
@ hatKind @

Mensch,
Mensch weiblich

@ hatKind @

Abbildung 5: Auszug aus einer Interpretation fiir die Familien-Axiome

3.2 Schlufsfolgerungsprobleme

Wir definieren Erfillbarkeit und Subsumtionsbeziehungen zwischen Konzept-
beschreibungen beziiglich einer TBox.

Definitionen: C und D seien ALC-KBs und T eine ALC-TBox.

e Dann ist C erfillbar beziiglich T, falls eine Interpretation I existiert
mit I =T und C! # 0.

o D subsumiere C' beziiglich T (T = C' C D), falls fiir alle Interpretatio-
nen mit I = T gilt, dak C! C D! ist.

e C' und D sind dquivalent beziiglich T (T =C = D), falls T = C C D
und 7' = D C C gilt.

Beispiel: Alle Konzeptnamen in T miie sind erfiillbar, siehe obige Interpreta-
tion. Einige der Subsumtionsbeziehungen sind in 6 dargestellt.

= @g%°

Abbildung 6: Subsumtionsbeziehungen im Axiomensystem Familie

Ziel: Wir méchten Verfahren entwickeln, mit denen diese Beziehungen voll-
automatisch berechnet werden kénnen. Dazu miissen wir die folgenden Ent-
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scheidungsprobleme losen:

SAT s = {(C,T)| C erfiillbar beziiglich T'}
SUBAEC = {(CaDvT) ‘ T |: C E D}

Wir miissen nur eines der Probleme entscheiden, da sie ineinander iiberfiihrbar
sind:

(C, T) € SAT 40 — (C,L,T) §é SUB 4zc
(C,D,T) € SUByre <— (C 1 —ID,T) ¢ SAT 4rc

Um dieses Problem zu 16sen, ist es hilfreich, sich das Entscheidungsproblem
fiir eine andere Beschreibungslogik, ndmlich ALC, s, anzusehen, denn SAT 4.¢
kann auf das Erfiillbarkeitsproblem fiir ALC,ce-KB mit leerer TBox reduziert
werden.

Definition: Seien N¢ und Ny wie oben. ALC,c.-Konzeptbeschreibungen
sind genau wie ALC-Konzeptbeschreibungen definiert, nur daf Rollennamen
r in Vr.C und 37.C nun (komplexe) Rollenbeschreibungen R sein diirfen.
Rollenbeschreibungen (RB) sind induktiv definiert durch:

e r € Ny ist Rollenbeschreibung
e ¢ (die Identitét) ist eine Rollenbeschreibung
e sind R und S Rollenbeschreibungen, so auch folgende Ausdriicke:

— Konkatenation Ro S
— reflexiv-transitive Hille R*

— Rollenvereinigung RU S

Beispiel: Das Konzept Mensch, dessen samtliche Nachfahren méannlich sind:

Mensch 1V hatKind o hatKind*.(Mensch M —=Weiblich)

Definition: Sei I eine Interpretation wie oben. Die Interpretationsfunktion
I wird in offensichtlicher Weise auf ALC,e,-Konzeptbeschreibungen erwei-
tert, wobei die Interpretation von Rollenbeschreibungen induktiv wie folgt
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definiert ist:

el = {(d,d)]| de A"}
(RoS)! = R'oS8"={(di,ds) € (A")|
Jdy € A": (dy,dy) € RA (dy,d3) € S}
(R = (R =JRo.. oR)

(RUS)! = R'ust

Wir werden spéter auch ALC g betrachten, in der Rollennamen als partielle
Funktionen interpretiert werden.

Definition: Eine ALC,.,-Konzeptbeschreibung C' ist erfiillbar, falls eine
Interpretation I existiert mit C? # ().

3.3 Reduktion des Erfiillbarkeitsproblems auf ALC,.,

Lemma: Sei C' eine ALC-Konzeptbeschreibung und 7T = {C; C
Dy,...,C, C D,} eine ALC-TBox. Dann gilt: C ist erfiillbar beziiglich
T genau dann, wenn C' erfiillbar ist beziiglich 7" mit

T’:{T;—'CII_IDl,,TE—'CnI_IDn}

Beweis: Offensichtlich stimmt die Menge der Modellevon 7" und 7" iiberein.

Eine Interpretation I kann als ein kanten- und knotenbeschrifteter Graph
betrachtet werden. Wir sagen, dafs I Baumstruktur besitzt, wenn der zu [
gehorende Graph ein knoten- und kantenbeschrifteter Baum ist.

Beispiel: Umwandlung eines Graphen in einen Baum durch ,Abwickeln*: In
Graphik 7 werden die beiden gestrichelten Kanten (3, 1) und (4,4) abgewickelt
zu den gepunkteten Kanten (3,1"), (4,4'), (4/,4”) usw. mit neuen Knoten 1’,
4’ 4" usw., dadurch entsteht aus dem Graphen ein Baum.

Lemma: ALC besitzt die Baummodelleigenschaft, d.h. fiir jede beziiglich
einer TBox T erfiillbare ALC-Konzeptbeschreibung C' existiert ein Modell
I von T mit Baumstruktur, so daf C! die Wurzel von I enthilt und alle
Kanten nur mit Rollennamen beschriftet sind, die in C' oder T' vorkommen.

Beweisidee: Gegeben sei ein beliebiges Modell I von T mit d € C? fiir ein
d € A. Nun kann I ausgehend von d ,abgewickelt werden und 7/ = () gesetzt
werden fiir r, die nicht in C' oder T' vorkommen.
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Abbildung 7: Abwicklung eines Graphen zu einem Baum

Lemma: ALC,besitzt die Baummodelleigenschaft ebenfalls.

Seien C' eine ALC-Konzeptbeschreibung und 7" eine ALC-TBox. Sei {ry,...,rk}
die Menge der Rollennamen, die in C' und T" vorkommen. Zu C' und 7T defi-
nieren wir die folgende ALC,,-Konzeptbeschreibung:

Ecr=CnNVY (rU...rp)" .(=CyUDy)MN...N(=C, U D,))

Lemma: C ist erfiillbar beziiglich 7" genau dann, wenn E¢ p erfiillbar ist.

Beweis:

,=" Ist C erfiillbar beziiglich T', dann existiert nach dem obigen Lemma ein
Modell I von 7" mit Baumstruktur, so dal C! die Wurzel von I enthilt.
Es ist leicht einzusehen, daf auch (Ec7)! die Wurzel von I enthilt.

,,<=" Analog — hier nutzt man wesentlich aus, daf alle Elemente des Interpre-
taitonsbereichs von der Wurzel aus erreichbar sind.

Bemerkung: Statt des Baummodells reichen Modelle aus, die von dem
betrachteten Element ausgehend zusammenhangend sind.

Satz: Es gibt eine lineare Reduktion von SAT 4.¢ nach SAT 4¢c,., -

3.4 Automaten auf endlichen Baumen

Ziel: Wir werden nun im Folgenden das Erfiillbarkeitsproblem fiir ALC,cq
reduzieren auf den Leerheitstest in einem Biichi-Baumautomaten, dies kann
wiederum reduziert werden auf die Leerheit eines Automaten iiber endlichen
Baumen. Sei dazu w eine Menge von natiirlichen Zahlen, w™ die Menge aller
Worter iiber w mit ¢ als leerem Wort.
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Definition: Ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion ist eine Menge ¥ mit einer
Funktion v : ¥ — w. Es bezeichne ¥, = {a € ¥ | v(a) = n}, d.h. die Menge
aller n-stelligen Symbole aus 3. ¥y enthélt die Konstanten.

Bemerkung: Wir werden oft v nicht explizit angeben.

Definition: Sei ¥ ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion v. Ein ¥-Baum ist
eine partielle Funktion ¢: w* — X, deren Definitionsbereich dom(¢) folgende
Bedingungen erfiillt:

1. € € dom(t)

2. Fir alle v € w* und i € w gilt v -7 € dom(t) genau dann, wenn
v € dom(t) und i < v(t(v)).

Die Elemente in dom(t) sind die Knoten von t. Der Baum ¢ ist endlich, falls
dom(t) endlich ist. Die Menge der endlichen ¥-B&ume bezeichnen wir mit
Ty.

Bemerkung: Man kann ¥-Bédume auch als X-Terme definieren.

Beispiel: Folgender endlicher Baum tiber {0, 1}* kann auch als Term f(f(a,b), a)
aufgefalst werden:

Definition: Ein Blatt-Wurzel-Automat (BW) A ist ein Tupel (Q, 3, A, F)
bestehend aus

e ciner endlichen Zustandsmenge @,
e einem Alphabet 3 mit Stelligkeitsfunktion,

e einer Menge A von Transitionen der Form

(Q7f7QO77qn71)€QXEnXQn flir TLZO
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Man schreibt auch f(qo,...,q.-1) — ¢

e ciner Endzustandsmenge F' C ()

Definition: Ein Lauf von A ist eine Abbildung [: dom(t) — @), die jedem
Knoten von ¢ einen Zustand zuordnet, so dafs gilt:

{(l(v),t(v),l(v0),...,l(v(n—1))) | n>0,v € dom(t): t(v) € X,} CA

Der Lauf heift erfolgreich, falls i(e) € F ist.

Beispiel: Im folgenden Baum bzw. Lauf muft fiir den Automaten gelten:
(q27 f7 g3, Q4> € A

Definition: Der Automat A akzeptiert einen 3-Baum ¢, falls ein erfolgreicher
Lauf von A auf t existiert. Weiter sei die von A erkannte Baumsprache

L(A) = {t € Tx | A akzeptiert ¢}

Definition: Ein Blatt-Wurzel-Automat A heift deterministisch (vollstin-
dig), falls fiir alle n > 0, f € ¥, und (qo, ..., qn_1) € Q™ gilt, daf hochstens
(mindestens) ein ¢ € @ existiert, so dak (¢, f,qo,---,qn_1) € A ist.

Beispiel: Sei ¥ ein Alphabet mit 3y = {f} und X = {a,b}. Sei

L ={t € T | t enthélt genau ein a}
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Der folgende Automat erkennt L:

Q = {Ga nein}

F {5}

A {(ga, @), (qnein, D), (Gjar [ Gjas Gnein),
(Gas f5 Gneins Gja)» (Gneins f5 Gnein, Gnein) }

Satz: Eine Baumsprache L C Ty, wird genau dann von einem Blatt-Wurzel-
Automaten erkannt, wenn sie von einem vollstdndigen und deterministischen
Blatt-Wurzel-Automaten erkannt wird.

Beweis: iiber Potenzmengenkonstruktion.

Definition: Ein Wurzel-Blatt-Automat (WB) A ist ein Tupel (Q, %, I, A)
mit (), ¥ und A wie oben und einer Menge von Anfangszustanden I C Q).

Definition: Ein Lauf ist eine Abbildung [: dom(t) — @, so daf i(e) € [
ist und gilt:

{(l(v),t(v),1(v0),...,l(v(n—1))) | n>1,v € dom(¢): t(v) € £,} C A

Der Lauf heilt erfolgreich, falls ({(v),t(v)) € A fiir alle Blétter v von ¢ ist.

Definition: Ein Wurzel-Blatt-Automat A heift deterministisch (vollstin-
dig), falls fiir alle n > 1, f € 3, und g € @ gilt, dak hochstens (mindestens)
ein Tupel (qo, ..., qn—1) € Q" existiert, so dak (¢, f, qo,---,qn—1) € A ist; fir
deterministisch muf zusétzlich |I| = 1 gelten.

Beispiel: Sei L die Sprache von oben (genau ein a), und A = (Q, 3, A, F)
der Blatt-Wurzel-Automat von oben. Dann ist A’ = (Q, %, I,A) mit [ = F
ein passender Wurzel-Blatt-Automat mit L(A’) = L.

Satz: Eine Baumsprache L C Ty, wird genau dann von einem Blatt-Wurzel-
Automaten erkannt, wenn sie von einem Wurzel-Blatt-Automaten erkannt
wird.

Beweis: in der Ubung.

Bemerkung: Der im Beispiel aus dem Blatt-Wurzel-Automaten konstruierte
Wurzel-Blatt-Automat ist nicht deterministisch.

Satz: Zu L aus dem obigen Beispiel gibt es keinen deterministischen Wurzel-
Blatt-Automaten.

Beweis: Annahme: Sei A = (@, 3, I, A) ein deterministischer Wurzel-Blatt-
Automat mit L(A) = L. Dann akzeptiert A den Baum f(a,b). Also existiert
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eine Transition (q7 f7 q1, q2) € A mit [ = {Q}7 (Qh CL) € A und (Q27 b) € A. Da
A auch f(b,a) akzeptiert und a deterministisch ist, gilt weiter: (¢1,b) € A
und (¢9,a) € A. Daraus folgt: A akzeptiert auch f(a,a), ein Widerspruch!

Definition: Eine Baumsprache L C Ty, heifst requldr, wenn sie von einem
Blatt-Wurzel- bzw. Wurzel-Blatt-Automaten erkannt wird.

Satz: Das Alphabet ¥ enthalte das zweistellige Symbol f und mindestens
eine Konstante. Dann ist die folgende Baumsprache nicht regulér:

L={f(tt)] tist X-Baum}

Beweis: Wir nehmen an, dafs L regular ist. Dann existiert ein determi-
nistischer und vollstédndiger Blatt-Wurzel-Automat A = (Q, X, A, F') mit
L = L(A). Zu jedem t existiert dann genau ein Lauf [; von A auf f(¢,t).
Desweiteren gilt, dafs 1,(0) = (1) ist und dak (I;(¢), f,1:(0), (1)) € A ist. Sei
¢ = 1;(0) und [;(¢) € F. Da @ endlich und T% unendlich ist, gibt es ¢ und ¢
mit ¢t # t' und ¢; = ¢». Dann ist klar, dak man einen erfolgreichen Lauf von
A auf f(t,t') konstruieren kann. Also wird f(¢,t') ¢ L von A akzeptiert, dies
ist ein Widerspruch!

Satz: Die Klasse der regularen Baumsprachen ist unter Vereinigung, Schnitt
und Komplement abgeschlossen.

3.4.1 Leerheitstest fiir Automaten auf endlichen Baumen

Definition: Das Leerheitsproblem fiir Blatt-Wurzel-Automaten ist wie folgt
definiert, fiir Wurzel-Blatt-Automaten analog:

EMPTYgw = {A | A ist ein BW-Automat mit L(A) = 0}

Aus dem Beweis eines Satzes aus der Ubung folgt, dak Wurzel-Blatt-Automaten
in linearer Zeit in Blatt-Wurzel-Automaten iiberfiihrt werden konnen. Es
reicht also, EMPTYgw zu entscheiden. Dazu definieren wir reduzierte Blatt-
Wurzel-Automaten.

Definition: Ein Blatt-Wurzel-Automat A = (Q, X, A, F') heifit reduziert,
falls fiir alle ¢ € @ ein ¢ und ein (nicht notwendigerweise erfolgreicher) Lauf
[ von A auf t existiert, so dah I(e) = q ist.
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Lemma: Fiir reduzierte Blatt-Wurzel-Automaten A = (Q, X, A, F) gilt:

LA)=0<+=F=0

Beweis:

,=" Falls F' # () ist, so existiert ¢ € F', d.h. es existiert ¢ und ein Lauf von [
auf ¢, so daf [(¢) = ¢ gilt, damit ist £ € L(A).

Bemerkung: Um EMPTYgw zu entscheiden, reicht es also, einen zu A
dquivalenten reduzierten Blatt-Wurzel-Automaten B zu konstruieren (mit
L(A) = L(B)). Ein solcher Automat kann durch folgenden polynomiellen
Algorithmus konstruiert werden:

1. Setze Q' = (.

2. Fallsesein (q, f,qo, .-, qn-1) € A gibt mit qo,...,¢,—1 € Q' und q ¢ @,
dann setze @' = Q' U {¢} und fahre fort mit Schritt 2, ansonsten fahre

fort mit Schritt 3.

3. Gib B=(Q, X, A, FN Q') aus mit A’ alle Transitionen aus A enthélt,
die nur Zustdnde aus Q' verwenden.

Lemma: Es existiert ein polynomieller Algorithmus, der zu einem gegebenen
Blatt-Wurzel-Automaten in polynomieller Zeit in Gréfse des Automaten einen
aquivalenten reduzierten Blatt-Wurzel-Automaten konstruiert.

Beweis: in der Ubung.

Aus den beiden Lemmata folgt sofort:

Satz: EMPTYgw (EMPTYwg) ist entscheidbar in polynomieller Zeit in
Grofe des gegebenen Automaten.

3.5 Bichi-Baumautomaten

Im folgenden sei ¥ = ¥, d.h. ¥ bestehe nur aus zweistelligen Symbolen.
Es bezeichne Ty die Menge aller unendlichen -Baume, d.h. aller bindren
Y-beschrifteten unendlichen Bédume, auch w-Baume genannt. Alle hier vorge-
stellten Resultate lassen sich leicht auf den Fall ¥ = ¥, fiir £ > 2 erweitern.
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Definitionen:
e Eine Teilmenge von Ty heiflt w-Baumsprache.

e Ein (unendlicher) Pfad 7 in einem w-Baum ¢ ist eine Folge v von
Knoten aus ¢t mit v[0] = € und v[i] € v[i — 1] - {0, 1} fiir alle ¢ > 0.

e Fiir eine Abbildung A: dom(¢) — S und einen Pfad 7 wie oben
bezeichne A(7) die unendliche Folge A(v[0])A(v[1]). . ..

Biichi-Baumautomaten verallgemeinern Wurzel-Blatt-Automaten auf den Fall
fiir unendliche Baume.

Definition: Ein Biichi- Baumautomat iiber dem Alphabet  ist ein Tupel von
der Form (Q, 3, I, A, F'), wobei @, I und A wie fiir Wurzel-Blatt-Automaten
definiert sind und F' C @) eine Menge von Endzusténden ist.

Definition: Ein Lauf [ von A auf ¢t € T% ist eine Abbildung /: dom(t) — @
mit

{(l(v),t(v),l(v0),l(v])) | v € dom(t)} C A
Der Lauf [ heifst erfolgreich, falls [(¢) € I ist und fiir jeden Pfad in L gilt,
dafs ein Endzustand aus F' unendlich oft in [(7) auftritt.

Definition: Ein Biichi-Baumautomat A akzeptiert t, falls ein erfolgreicher
Lauf auf ¢ existiert. Eine Baumsprache L C Ty heifit Biichi-erkennbar, falls
es einen Biichi-Automaten gibt, der L erkennt.

Beispiel: Sei ¥ = ¥y = {f, g} und L; die Menge aller w-Béume, in denen ein
Pfad existiert, der unendlich viele f enthélt. Der folgende Biichi-Automat A
erkennt L;: der Automat ,rat“ einen Pfad und geht jeweils in einen Endzustand
q*, wenn er auf ein f trifft, und danach wieder in einen Warte-Zustand ¢° bis
zum néchsten f. In den restlichen Pfaden bleibt A immer in einem Endzustand

q.

A = ({¢", ¢ a2 {"} A {d", q})
A = { f,q 9., f.e.9),(°9,.9.4°), (@, 9,4°,9), (¢, f. 4, 9),
(¢.4,9,9),(¢", ,4¢°,9), (¢, 9,4°,9), (¢", [,a,4°), (¢",9,4,4°)}

Sei Ly nun das Komplement zu Lq, d.h. L, sei die Menge aller w-Baume, in
denen kein Pfad existiert, der unendlich viele f enthélt.

Satz: L, ist nicht Biichi-erkennbar. Insbesondere ist die Klasse der Biichi-
erkennbaren Sprachen nicht unter Komplement abgeschlossen.
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Beweis: Angenommen, es existiert ein Biichi-Baumautomat A = (Q, >, I, A, F),
der Ly erkennt. Zu n > |F| definieren wir den ¥-Baum ¢" wie folgt:

(0) = { folalls v eV i v = e uJaroy

sonst
g i<n

Der in Graphik 8 dargestellte Baum ¢™ hat unendlich viele mit f beschriftete
Knoten, aber jeder Pfad hat héchstens n 4 1 solche Knoten (und zwar jeweils
Pfade der Form (110)"0%).

Abbildung 8: Gegenbeispiel fiir die Biichi-Erkennbarkeit von Lo

Also ist t" € Lo. Der Automat A erkennt also t,,. Wir definieren nun einen
endlichen Pfad wie folgt: Wihle & minimal mit [(1¥) € F (ein solches k
existiert immer!). Setze f; = [(1%). Es seien ky,...,k; fiir i < n bereits
definiert. Wahle ein k; 1 mit

Da n > |F|, gibt es ¢ und j mit ¢ < j < n und f; = f;. Beachte, dak auf dem
Pfad von u = 1¥10---01% nach v = 1¥10---01% ein f vorkommt. Iteriertes
Ersetzen des Unterbaums von t" an der Stelle v durch den Unterbaum von ¢"
an der Stelle u liefert einen Baum, in dem auf einem Pfad f unendlich oft
vorkommt, und der dennoch von A akzeptiert wird. Widerspruch. 0J
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3.5.1 Leerheitstest fiir Biichi-Baumautomaten
Wir zeigen, dals das Leerheitsproblem fiir Biichi-Baumautomaten entscheidbar
ist:

EMPTY,, = { A | A ist ein Biichi-Baumautomat mit L(A) = (}}

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, wie man endliche Baume konkateniert und
wie durch iterierte Konkatenation (w-Konkatenation) w-Baume entstehen.

Bemerkung: Wir verwenden hier z.T. die Termschreibweise fiir Baume, d.h.
ein Baum ist beispielsweise t = f(z,y).

Definition: Es sein I' ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion und z =
(21,...,2k) sei ein k-Tupel verschiedener Elemente aus I'y.

1. Fir t € Tr und Ly, ..., L, C Tt definieren wir L =t -* (Ly,..., L)
induktiv durch:

(a) Fallst € I'g \ {21,..., 2}, dann ist L = {t}.
(b) Falls t = z; ist fur ein 4, dann ist L = L;.
(c) Falls t = f(t1,...,t,) ist, dann ist

L={f@t, ...ty | ti€ti-* (L1,..., L)}
2. Fir Ly, ..., L, C Tt definieren wir

Lo* (Ly,..., L) = | J t 7 (L1, ..., Ly)

Beispiel: Sei I' = 'y UT'y mit 'y = {f}, I'o = {a,b,2}. Sei L = {a, b}. Dann
ist f(xa ZB) * L= {f(a7 CL), f(a7 b)a f(bv CL), f(b7 b)} GraphiSCh:




Bemerkung: Verschiedene Vorkommen von z; in ¢ miissen nicht durch den
gleichen Baum ersetzt werden.

Satz: Sind Ly, ..., L, reguldre Baumsprachen, und ist z ein k-Tupel wie
oben, dann ist auch Lg -* (Ly,. .., L) eine reguldre Baumsprache.

Beweis: in der Ubung.

Definition: Es sei Z = (z1,..., %) ein k-Tupel bestehend aus nullstelli-
gen Symbolen, Z = {z,...,2;} und ¥ = ¥, wie immer. Weiter seien
UU,...,U, CTxyz. Die w-Baumsprache

L=U*U,...,U)""

besteht formal aus allen w-Baumen t € Ty, fiir die es eine Folge ¢y, 11, ...
von Baumen aus 7%z gibt mit

1. ter, ti+1€ti'2(U1,...,Uk> fir alle 7 >0

2. t ist Limes dieser Folge, d.h. fiir alle v € {0, 1}* existiert ein ¢ > 0 mit
t(v) = t;(v) und t(v) € ¥ (insbesondere ist v kein Blatt in ;)

Beispiel: Sei ¥ = ¥ = {f,9}, 2 = (z,9), Z = {2,y}, U = {f(x,9)},
Uy ={f(x,2)},Us = {9(y,y)}. Dann ist U-*(Uy, Uy)** die Sprache {f(F,G)},
wobei F' der Bindrbaum bestehend nur aus f-beschrifteten Knoten ist, und
G entsprechend fiir g-beschriftete Knoten.

Vorgehen: Um EMPTY , zu entscheiden, charakterisieren wir Biichi-erkennbare
w-Baumsprachen durch w-Konkatenationen regularer Baumsprachen.

Fiir Worter v, w € {0,1}* schreiben wir v < w (Préfixordnung), falls u €
{0,1}" existiert mit vu = w.

Satz: Fiir eine w-Baumsprache L C Ty sind adquivalent:

e [ wird von einem Biichi-Baumautomaten mit Endzustandsmenge

F={f1,..., fx} erkannt.

e Es gibt reguliire Baumsprachen Lo, ..., L; C Txyp, so daff mit f =

(fl, o ,fk-) gilt:

L=Lo  (Ly,..., L)

Beweis:
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,,<=" Konstruiere aus den WB-Automaten fiir Ly, ..., Lj einen Biichi-Automaten
— siehe Ubung.

= Sel A = (Q,%, I, A, F) ein Biichi-Baumautomat fiir L mit ' = {fi,..., fx}.
Fiir g € () definiere den WB-Automaten

A, = (Q,2UF {q},AUA") mit A ={(f1, /1), -, ([x, f&)}

Setze Lo = U, L(Ay) und L; = L(Ay,). Nach Definition (und wegen
der Abgeschlossenheit unter Vereinigung) ist L, fiir i = 0, ..., k regulér.
Mit L' = Lo -/ (Ly,..., Ly)*/ bleibt L' = L zu zeigen — wir zeigen dies
durch doppelte Inklusion.

,C* Sei t € L'. Es ist leicht, einen erfolgreichen Lauf von A auf ¢ zu
definieren:

€ L(4p)
,2 Seit € L und [ ein erfolgreicher Lauf von A auf ¢t. Definiere

D,={we{0,1}" | Vv:e<v<w—l(uw) ¢ F}
F,=A{vo | v e D,,vo ¢ D, firo € {0,1}}
Df =D,UF,

Da [ ein erfolgreicher Lauf ist, folgt, dak die Mengen D,, F, und
D7 endlich sind.
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Fir u € {0,1}* definieren wir nun den (X U F)-Baum ¢/, mit
dom(#!) = D wie folgt: t,(v) = t(uv) fur alle v € D, und
t,(v) = l(uv) fiir alle v € F,. Offensichtlich folgt t|, € L(A,) aus
l(u) = q fiir alle w € {0,1}* und ¢ € Q. Nun sieht man leicht, dafs
t € L ist.

Bemerkung: Die im obigen Beweis konstruierten (X U F')-Baumautomaten
A, werden wir im Leerheitstest fiir Biichi-Baumautomaten verwenden. Jedoch
ist es glinstiger, bestimmte Automaten etwas abzuwandeln: Es gilt ¢ € L(A,),
falls ¢ € F' ist. Besser wire es, wenn A, nur Bdume akzeptieren wiirde, die
mit einem Symbol aus ¥ beginnen. Dazu ersetzen wir A, = (Q, X, {¢}, A')
durch

= (QU{QI}a Ea {q1}7 A/UAH) mit A" = {(q17f7 q1, Q2) ’ (Q7 fa Q17Q2) € A,}

Offensichtlich gilt L(A7) = L(Ay) N{ f(t,t') € Teur | f € B,t,t" € Tyup}. Im
Folgenden schreiben wir aber einfach A, statt A;. Man {iberpriift leicht, daf
mit dieser Modifikation der obige Satz weiterhin gilt.

Sei A = (Q,%,1,A, F) ein Biichi-Baumautomat. Wir eliminieren nun alle
Zusténde aus A, die nicht in einem erfolgreichen Lauf von A vorkommen
koénnen:

Ist L(A,) = 0, dann kann ¢ nicht in einem erfolgreichen Lauf | vorkommen.
Angenommen, L(A,) sei leer und es existiert ein ¢ € L(A), ein erfolgreicher
Lauf [ auf ¢t und ein u € {0,1}* mit I(u) = ¢, dann folgt, dafk ¢/, € L(A,),
Widerspruch.

Al — (QlazalhAhFI)
mit Q1 = {¢€Q| L(A) =0}, L=1NQ,Fi=FNQ
und Al = AﬂleX]lele

Nun ist L(A) = L(A;). Beachte, daf es in A; einen Zustand ¢ geben kann,
so daf L((A1)y) =0, aber L(A,) # 0.

Durch Iteration des obigen Verfahrens erhélt man aber eine Folge A, As, . ..
von Biichi-Baumautomanten mit L(A) = L(A;). Da @ endlich ist, wird spéte-
stens nach dem |@|-ten Schritt kein Zustand aus dem aktuellen Automaten
mehr eliminiert.

Satz: Sei n = |Q|. Es gilt L(A) = L(A,) # 0 genau dann, wenn I,, # 0.

Beweis:
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»<=" Sei I, # 0. Dann ist F,, # 0, sonst ist L((A,),) = 0 fiir alle ¢ € Q,,. Sei
F,={f1,..., [r}. Wir wissen, dak

L(An) = <U L(Aq)> SE(AD ), LA ()

q€ln

Nach Konstruktion von A, existieren tq € L((A,),) fiir ¢ € I,,, und
ti € L((Ay)f,). Dann ist der folgende w-Baum ¢ ein Element der rechten
Seite von (%), und somit ¢t € L(A):

{t} = {to} 7 ({ta},..., {tx )™

,=" Klar.
|Satz: EMPTY,, € P

Beweis: obiges Verfahren ist in P.

3.6 Erfiillbarkeit
3.6.1 Erfillbarkeit von ALCune

Ziel ist die Reduktion von SAT 4.¢,, . . auf EMPTY,,. Zu einem gegebenen C
definieren wir A¢, so daf C erfiillbar ist genau dann, wenn L(A¢) nicht leer
ist.

Im Folgenden werde fiir eine ALCy,,.-Konzeptbeschreibung C' die Menge
der in C' vorkommenden Konzeptnamen mit Ng bezeichnet, und Ny =
{ro,...,mk_1} sei die Menge der in C' vorkommenden Rollennamen. Weiter

sei " Ng = {—\A ‘ A€ Nc}

’Lemma: ALCqncbesitzt die Baummodelleigenschaft.

Fir ALCpume betrachten wir eine Interpretation I mit Baumstruktur als
einen w-Baum iiber ¥ = 2N¢U™Ne it k-stelligen Symbolen, so daf fiir alle
v €{0,...,k—1}* die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. I(v) =0 oder (A € I(v) genau dann, wenn —A ¢ I(v) fiir alle A € N¢)
2. Aus I(v) = 0 folgt, dak I(vi) = 0 fiir alle ¢ € {0,...,k—1}.

Rollenbeschreibungen R betrachten wir im Folgenden als reguldre Ausdriicke
iiber Ngr. L(R) C N}, bezeichne die zugehorige Sprache. Fiir eine Interpreta-
tion / und ein Wort w = w[0] - - - w[k — 1] € N}, sei

w = w[0) o...ow[k—1)f C AT x A!
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Fir L C Ny, sei LT =, w'.

Ein Quasi-NFA B = (Q, Ng, -, A, F) iiber dem Alphabet Np ist ein NFA
ohne Anfangszustandsmenge. Mit ¢ € @ sei B, = (Q, Ng,{q}, A, F') der aus
B 7zu q entstehende NFA. Dann sei ¢’ = L(B,)".

Zu einer ALCpyn-Konzeptbeschreibung C sei B = B, = (Q, Ng, -, A, F') ein
Quasi-NFA, so daf fiir alle Ausdriicke in C' der Form (V R.D) oder (3 R.D)
ein Zustand ¢ € @ existiert mit L(R) = L(B,).

Die Konzeptbeschreibungen, die man aus C' erhélt, indem man alle Aus-
driicke der Form (V R.D) bzw. (3 R.D) ersetzt durch (V ¢.D) oder (3¢.D) mit
L(B,) = L(R), bezeichnen wir mit Cz oder einfach C’. Wir nennen C” eine
zustandsbasierte ALC tune-Konzeptbeschreibung. Die Interpretation von C” ist
nun in offensichtlicher Weise definiert. Es gilt: C' = C".

Eine ALCyne-Konzeptbeschreibung C' ist in Negations-Normalform (NNF),
falls die Negation nur unmittelbar vor Konzeptnamen auftritt. Offensicht-
lich 14t sich unter Ausnutzung der folgenden Aquivalenzen jede ALCjune-
Konzeptbeschreibung mit linearem Aufwand in Negations-Normalform ge-
bracht werden:

—\(CUD)E—!OH—'D und ﬁ(CI_ID) =-CU-D
~(VR.C)=3R~C und —(3R.C) =VYR.~C

Analog fiir zustandsbasierte ALCg,n.-Konzeptbeschreibungen.

Definition: Es sei C eine ALCpune-Konzeptbeschreibung und ¢’ = Cp
die zustandsabasierte Variante von C'. Weiter sei ()5 die Zustandsmen-
ge und Ap die Transitionsrelation von B. Der Fischer-Ladner-Abschlufs
von C' ist die kleinste Menge FL(C') von zustandsbasierten ALCypc-
Konzetbeschreibungen, fiir die gilt:

1. C' e FL(C)

2. C,NCy e FLIC) = Cy,Cy € FL(C)
3. C1UCy € FL(IC) = C,Cy € FL(O)
4. No U-N¢g C FL(C)

5. fur alle (V¢.D) € FL(C) gilt: D € FL(C) und (V¢'.D) € FL(C) fiir
alle ¢ € Qp mit (q,r,¢") € Ap fir ein r € Ng

6. fiir alle (3¢.D) € FL(C) gilt Entsprechendes.
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Definition: Fiir eine ALCjne-Konzeptbeschreibung C sei ¥ = 274() ein
Alphabet mit k-stelligen Symbolen, wobei k = | Ng| sei. Ein ¥-Baum ¢ heift
Hintikka-Baum fiir C, falls fiir alle Knoten v € dom(t) gilt:

(1) C' € t(e)

(2) entweder t(v) = (), oder es gilt fiir alle A € FL(C)N Ng: (A € t(v)) &
(A ¢ t(v))

(3) t(v) =0 = t(v-i) =0 fiir alle i < k.

(4) wenn C, M Cy € t(v), so auch Cy,Cy € t(v)

(5) wenn C; UCy € t(v), so auch C € t(v) oder Cy € t(v)
(6) wenn (V¢.D) € t(v), dann gilt:

(a) falls e € L(B,), so D € t(v)

(b) entweder ¢(v - i) = () oder es gilt fiir alle i: (V¢'.D) € t(v - i) fiir alle
q, mit (q7 T'is q,) € AB

(7) wenn (3¢.D) € t(v), dann gibt es ein j > 0 und ein Wort r;, -+ -7y, €
L(B,),sodak D € t(v-i;-...-i;) und (g, D) € t(v-iy-...-1dp) fiir
alle 1 < h < j, wobei (¢,74,,q1,7i,, - .,7i;,q;) ein erfolgreicher Pfad in
B sei. Insbesondere ist ¢; ein Endzustand von B,.

Beispiel: Der Zusammenhang zwischen einen Baum mit einer (unvollstandi-
gen) Beschriftung und dem Automaten ist in Graphik 9 dargestellt.

Lemma: Eine ALCy,,.-Konzeptbeschreibung C' ist erfiillbar genau dann,
wenn es zu C' einen Hintikka-Baum gibt.

Beweis:

=" Ist C erfiillbar, dann existiert ein Baummodell I, so daf ¢ € CT ist.
Definiere einen 274(“)-Baum t wie folgt: Setze t(v) = (), falls I(v) = 0.
Sonst setze
t(v)={D e FLC)|veD}

Wir zeigen, dafs ¢ ein Hintikka-Baum fiir C' ist:
(1) e e CT =", also (' € t(e)
(2) trivial nach Definition von ¢(v)

(3) trivial nach Definition der Interpreation [/
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NFA B,

Abbildung 9: Zusammenhang zwischen Baum und Automat

(4) Wenn C, 1 Cy € t(v) ist, ist v € (C M Cy)?, also ist v € Cf und
v € C}, also auch C € t(v) und Cs € ¢(v).

(5) Entsprechend.
(6) Sei (Vq.D) € t(v). Dann ist v € (V¢.D)!. Betrachte nun L(B,).

(a) Falls € € L(By,), so ist v € D, also D € t(v).

(b) Falls t(v - i) # () ist, so ist insbesondere I(v -i1) # 0, d.h. v
besitzt in I einen 7;,-Nachfolger. Wegen v € (V ¢.D) gilt fiir alle
erfolgreichen Pfade (¢, 74, q1, 7y, Q25 - - - 74, qn) In By, dab v €
(Vri,ri, .. .3, D)" ist. Insbesondere ist v - iy € (Vry, ... 71;, D).
Dies zeigt, dak v-i; € (Vq;.D)! fiir alle ¢; mit (q,7;,,q1) € Ap.
Also gilt (Vq1.D) € t(v - iy).

(7) Sei (3¢.D) € t(v). Dann gilt v € (3¢.D)’. Daraus folgt, dak
ein erfolgreicher Pfad (q,7i,,q1,...,7i;,q;) in By, so daf gilt: (v -

iy -+ -i;) € DT Dann ist (v-iy---4p) € (qp.D)! fiiralle 1 < h < j.

Also ist sowohl D € t(v iy ---1;) als auch (F¢,.D) € t(v -4y ---1ip).

<" Sei t ein Hintikka-Baum fiir C'. Setze

](U):t(v)ﬂ(NOU_|Nc)VU€{0,...,]{3—1}*

Zeige per Induktion iiber den Formelaufbau: Aus D € t(v) folgt v € D’;
denn mit C” € t(¢) und C' = C’ folgt dann: ¢ € C'.

1. Sei D € No U —Ng¢. Dann gilt v € D! nach Definition von 1.
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2. Sei D = Dy M Dy. Sei (D1 M Dy) € t(v). Dann sind Dy, Dy € t(v),
also nach Induktionsvoraussetzung auch v € DI und v € DI, damit
also v € (D M Dy)T.

3. Sei D = Dy U Dy. Sei (Dy U Dy) € t(v). Dann sind D; oder
D, € t(v), also nach Induktionsvoraussetzung auch v € DI oder
v € D damit also v € (D; U Dy)?.

4. Sei D = (Vq.D'). Sei dann r;, ---7;; € L(B,). Zu zeigen ist, dak
aus (v,v -4y ---1;) € (ry ---1y;)" folgt: (v-4y---4;) € D", Wir
zeigen dies per Induktion iiber j:

— Induktionsanfang: Fiir j = 0, so ist nach Definition der
Hintikka-Baumen D’ € t(v), per Induktion iiber den For-
melaufbau folgt dann v € D',

— Induktionsschritt: Wegen (v,v - iy ---ij41) € (13 - 7iy,,)" ist
t(viy) # (). Dann gibt es einen Zustand ¢’ mit (q,7;,,¢") € Ap
und (74, ---75,,,) € L(By).

Aus der Definition von Hintikka-Béumen folgt wieder: (V¢'.D’) €
t(v - 41), und nach Induktion iiber j folgt (v -4y ---i;41) € D'

5. Sei D = (3¢.D’). Nach der Definition von Hintikka-Baumen gibt es
J > 0und ein Wort (r;, ---1;) € L(B,), so dak D" € t(v iy -- -1 )
und (3 ¢,.D’) € t(v-iy---ip). Insbesondere ist (v - iy ---ip) # 0
fir alle 1 < h < j. Also ist (v,v -d;1---v;) € (ril---rl-j)l. Per
Induktion iiber j zeigt man nun, daf (v - ---i;) € D'

Vorgehen: Nun kénnen wir einen Biichi-Baumautomaten Ac = (Q, %, I, A, F')
konstruieren, der genau die Hintikka-Béume zu C' erkennt.

Betrachte die einzelnen Punkte (1) bis (7) aus der Definition der Hintikka-
Béaume. Davon lafst sich (1) durch die Menge der Startzustidnde kléren; die
Punkte (2), (4) und (5) kénnen wir lokal abhandeln (diese sprechen nur iiber
einen Knoten im Baum), die Punkte (3) und (6) werden durch die Transitionen
im Biichi-Automaten behandelt (da sie nur iiber Knoten und ihre Nachfolger
sprechen), und fiir (7) benétigen wir dieBiichi-Akzeptanzbedingung,.

Nun kénnen wir die Komponenten des Automaten definieren:

o Y = 2]—"£(C)

e Q= QX Qg, wobei Qp, als diejenigen S € 27%(°) sind, die die Punkte
(2), (4) und (5) aus der Definition der Hintikka-Baume erfiillen, und

Qc = ol (Be-D) | (3¢-D)eFL(C)}
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o I={SeqQ.| CeS}x{0}

e ((5,9),8,(50,50), -, (Sk-1,55_1)) € A genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

- 5,80, ...,k erfiillen (3) und (6) aus der Definition der Hintikka-
Baume.
— Fiir (3¢.D) € S gilt
* entweder € € L(B,) und D € S
 oder es existieren ¢ und ¢’ mit (¢, r;,¢') € Agund (3¢'.D) € S;.

— Falls 8" = ), dann existiert fiir jedes (3¢.D) € S mit (¢ ¢ L(B,) V
D ¢ S)einiund ein ¢/, so dak (3¢'.D) € S/NS; und (q,7;,¢') € Ap.

— Falls " # (), dann existiert fiir jedes (3¢.D) € S' mit (¢ ¢
L(B,) VD ¢ S) ein ¢ und ein ¢, so dak (3¢.D) € S/ N S; und
(quiaq/) € AB-

o F=Qx{0}

Lemma: As erkennt genau die Menge der Hintikka-Baume zu C'.

Beweis: Wir zeigen durch doppelte Inklusion, daft L(A¢) gleich der Menge
der Hintikka-Baume zu C' ist.

,2“ Sei t ein Hintikka-Baum zu L. Wir konstruieren einen Lauf von Ac
auf t, indem wir jede Beschriftung ¢(v) mit einer Beschriftung t'(v)
analog zur Definition der Transitionen von Ag erweitern und dann
[(v) = (t(v),t'(v)) setzen.

Zu (3¢.D) € t(v) existiert ein erfolgreicher Pfad (q,7:,,q1,...,73;,¢;) in
B, so daf (3gn.D) € t(v-iy---ip) und D € t(v - iy - - -4;).

Wihle einen eindeutigen solchen Pfad, wihle also einen Pfad minimaler
Lénge, und unter diesen den lexikographisch kleinsten Pfad (fiir eine
lexikographische Ordnung auf N und den Zusténden von B). Wir
nennen diesen Pfad den mit (3 ¢.D) in v assoziierten Pfad. Es folgt, daf
der zu (3 q,.D) in viy - - - iy assoziierte Pfad (qn, 73, .-, 74;, q;) ist.

Wir setzen nun t'(¢) = 0.

— Falls t/(v) = 0, dann setzen wir (3¢'.D) € ¢'(v - i), falls (3¢.D) €
t(v) ist und falls der mit (3 ¢.D) in v assoziierte Pfad von der Form
(q,7i,q,...) ist.
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— Falls t/(v) # 0, dann setzen wir (3¢'.D) € (v - i), falls (3¢.D) €
t'(v) ist und falls der mit (3¢.D) in v assoziierte Pfad von der
Form (q,r;,¢/,...) ist.

Sei nun [(v) = (t(v),t'(v)). Wir zeigen, dafs [ ein erfolgreicher Lauf von
Ac auf t ist.

— Es gilt I(¢) € I, da t ein Hintikka-Baum ist.

— Nach Konstruktion von ¢ und da ¢ ein Hintikka-Abum ist, ist
folgendes eine Transition in A¢:

(l(v),t(v),l(v-0),...,l(v-(k—1)))

— Die Biichi-Akzeptanzbedingung ist erfiillt: Auf jedem Pfad wird
die zweite Komponente (') unendlich oft auf () gesetzt, da ¢ ein
Hintikka-Baum ist und die mit den Formeln in #'(v) assoziierten
Pfade in jedem Schritt kiirzer werden.

,C Sei nun [ ein erfolgreicher Lauf von As auf t. Es ist leicht zu sehen, daf
die Bedingungen (1) bis (6) fiir Hintikka-Baume erfiillt sind (dies sind
lokale Bedingungen, die allein mit Hilfe der Zustédnde und Transitionen
von Ac getestet werden).

Ist (3¢.D) € t(v) und I(v) = (S5,0), dann existiert nach Konstruktion
ein ¢; und i1, so dak (3¢1.D) € S;, NSy, fir I(v-iy) = (5;,,5;,). Da
| erfolgreich ist, existiert ein Pfad (q,7i,,q1,...,7i;,q;) in By, so dak
(thD) e S5, N Sl/z firalle 1l < h < 7 mit l(U . leh) = (Sh,S,/L)
Aukerdem ist D € Sj und (3¢;.D) ¢ S = ). Damit ist (7) ebenfalls
erfiillt.

Der Fall, dafs (3¢.D) € t(v) und l(v) = (S5,5") mit (F¢.D) € S’ ist
ahnlich. Falls (3¢.D) € t(v) und l(v) = (S,5") mit (¢.D) ¢ 5,
dann existiert ein Pfad (q,7i,,q1,...,7;,¢;), so daf mit [(v-iy---4p) =

(wa S;L)

-5, # 0 firallel <h<j, (3qg.D) € S firalel <h < j,
e € L(B,;) und D € S;. In diesem Fall ist (7) erfiillt.

— (3¢.D) € Sy fiiralle 1 < h < j (mit e ¢ L(B,,;) oder D ¢ S;), und
S§ = 0. Dann existiert ein ¢;;; und 741, so dak (3¢;41.D) € 57,
fiir {(v -4y -+ ij41) = (911, Sj41). Dal ein erfolgreicher Lauf ist,
kann nun wie oben der Pfad verldngert werden, so daf (7) erfillt

ist. |
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Nun erhalten wir:

Folgerung: C' ist erfiillbar genau dann, wenn L(A¢) # ().

Die Grofe von A ist exponentiell in der Grofe von X und kann in exponen-
tieller Zeit aus C konstruiert werden. Daraus folgt:

Satz: SAT 4zc,,.. € EXPTIME.

3.6.2 Erfiillbarkeit von ALC,.,

Wir reduzieren SAT azc,., auf SAT 4z¢,,,.. Sei C eine ALC,q,-Konzeptbeschrei-
bung, in der die Rollennamen Ng = {rg,...,rx_1} vorkommen. Sei C’ eine
ALC tune-Konzeptbeschreibung, die man aus C' erhélt, in dem fiir jedes i
jedes Vorkommen von r; ersetzt wird durch n; o s} — wobei n; und s; neue
Rollennamen sind. Idee dahinter:

n
r rir r r
S 5 5 5

mehrere r;-Nachfolger ein n;-Nachfolger,
danach s;-Nachfolger

Lemma: C ist erfiillbar genau dann, wenn C’ erfiillbar ist. ’

Beweis: Ist C' erfiillbar, dann existiert ein Baummodell 7, so daf die Wurzel e
von I zu C' gehort. Fiir v € Al sei S;(v) = {v1,...,v.} = {v'| (v,0) €r]}.
Wir konstruieren eine neue Interpretation I’: Die Konzeptnamen werden wie
fiir I interpretiert. Die Interpretation von n; und s; ist wie folgt: Definiere
(v,v1) € !’ und (vj,v11) € 3]1-/ fiir alle j = 1,...,n—1. Es ist leicht zu sehen,
dak e € C'".

Gegeben I’ mit v € C"" fiir ein v € A", Wir setzen r! = (n; o s7)!'. Es ist
leicht zu sehen, dak v € CL.

Aus diesem Lemma folgt mit obigem Satz:

Satz: SAT 4cc,., € EXPTIME.

Daraus wiederum folgt:

Satz: SAT 4.c € EXPTIME.

39



3.7 Vorfiihrung: PROTEGE

Vorfithrung von PROTEGE, was eine Oberflache u.a. fiir Konzeptbeschrei-
bungen mit verschiedenen Backends wie z.B. RACER und FACT ist.
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4 Kryptographische Protokolle

4.1 Einfiihrung

Kryptographische Protokolle dienen der sicheren Kommunikation iiber offene
Netzwerke, wie etwa dem Internet. Konkrete Sicherheitsziele dabei sind
u.a. die Authentifizierung von Kommunikationspartnern (mit wem spreche
ich?) und der Schlisselaustausch (d.h. am Ende eines erfolgreichen Protokoll-
laufs sollten die beiden beteiligten Kommunikationspartner einen gemeinsamen
Schliissel besitzen, den nur sie kennen und sonst keiner).

Crashkurs: Grundlagen der Kryprographie:

o symmelrische Verschliisselung: Alice (A) und Bob (B) teilen sich einen
gemeinsamen Schliissel k. Alice mochte eine Nachricht x an Bob schicken,
sie verschliisselt diese symmetrisch, Notation enc; ().

e asymmetrische Verschlisselung: Alice und Bob haben jeweils einen
privaten Schliissel (I%A und ]ACB> sowie einen offentlichen Schliissel (k4
und kp). Die Nachricht = wird jetzt von Alice mit Bobs 6ffentlichem
Schliissel verschliisselt, Notation enc} ()

o Message Authentication Codes: Alice méchte Bob eine Nachricht schicken,
und diese soll unveréndert bei Bob ankommen. Dazu senden Alice ne-
ben der Nachricht x auch den Wert hashy(x) (fiir einen gemeinsamen
Schliissel k) — wobei hashg(z) zur Vereinfachung der Schreibweise oft
auch z schon im Klartext enthalten soll.

Problem: Die Entwicklung sicherer kryptographischer Protokolle ist dufierst
fehleranféllig! Auftretende Schwierigkeiten sind u.a.:

e Der Angreifer kontrolliert in unserem Modell das Netzwerk vollstan-
dig, kann also Nachrichten verdndern, unterdriicken, erzeugen, in der
Reihenfolge verdndern etc. — siehe Graphik 10.

e Mehrere Instanzen eines Protokolls konnen gleichzeitig ablaufen und
sich gegenseitig beeinflussen.

Beispiel: Das Needham-Schroeder-Protokoll wurde 1976 vorgestellt, und
Lowe entdeckte 1995 einen Angriff auf dieses Protokoll.

(1) A— B: enci, (A Na)
(2) B— A: ency,(Na,Np)
(3) A— B: enci, (Np)
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Netzwerk Bob

Eve
>

Alice

Abbildung 10: das Angreifer-Modell: der Angreifer ist das Netzwerk

Dabei sind Ny und Np Zufallszahlen (N ist eine Abkiirzung fiir Nonce,
number used once): Man schickt einen zufélligen Bitstring und erwartet, daf
dieser wieder zuriickgeschickt wird. Im Needham-Schroeder-Protokoll werden
zwei Nonces benutzt zur gegenseitigen Authentifizierung; gleichzeitig wird ein
Nonce (beispielsweise Ng) als Sitzungsschliissel benutzt.

Bei Lowes Angriff gegen dieses Protokoll glaubt Bob am Ende, mit Alice
gesprochen zu haben, und ist bereit, Np als geheimen und gemeinsamen
Sitzungsschliissel mit A zu benutzen. Dieser ist allerdings dem Angreifer
bekannt:

) A—1: enc (A, Ny)
" I(A) — B: enc} (A, Na)
2') B — I(A): enc} (Na,Np)
) I — A: enc}, (Na, Np)

) A—1I: enc} (Np)

" I(A) — B: enc}_ (Np)

Beide Protokolllaufe sind ordnungsgeméfs, aber Bob kann annehmen, daf k
ein Sitzungsschliissel ist, der nur Alice und ihm bekannt ist und dafs er mit
Alice kommuniziert.

Eine von Lowe vorgeschlagene Modifikation (NSL-Protokoll) fiigt in der
zweiten Nachricht Bobs Absender ein und verhindert damit den Angriff:

(1) A— B: enci (A, Ny)
(2) B— A: ency, (Na,Ng,B)
(3) A— B: enc} (Np)

Weiteres Beispiel fiir ein Protokoll ist das Bull-Otway-Rekursionsprotokoll:
Mehrere Parteien (hier im Beispiel drei Parteien A, B, C') wollen mittels eines
Servers S kommunizieren, der ihnen jeweils paarweise symmetrische Schliissel
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(kap, kpc und keog) zuteilt. Dabei seien kx jeweils vorhandene symmetrische
Schliissel von X und dem Server S.

(1) A— B: my ‘= hashkA(A,B,NA,—)

(2) B—C: mp:= hashg,(B,C,Ng,ma)

(3) C—S: me:= hashg.(C,S,No,mp)

(4) S — (' mg ‘= eIlekC<Kcs,S, Nc),eDCZC(KBc,B,Nc),
encskB (KBCH C, NB)7 GHCZB (KA37 A, NB))
enc (Kap, B, Na)

(5) C — B: eHCSkB(KBc,C, NB>7GDCSkB(KAB,A, NB),
encskA (KAc, B, NA)

(6) B — A: enczA(KAC,B,NA)

Ziel dieses Kapitels ist es nun, ein formales Modell zu definieren, in dem wir die
Sicherheit von Protokollen spezifizieren und automatisch analysieren kénnen.
Dazu werden wir die einzelnen Empfang-Sende-Schritte eines Teilnehmers
durch Baumtransducer beschreiben.

4.2 Baumtransducer

Sei ¥ ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, V' = {x¢, x1, ...} eine Menge von
Variablen mit XNV = ().

Definitionen:

e Seien 7% die Menge der Terme iiber ¥ (Grundterme), und 7% (V) die
Terme {iber X U V', wobei Elemente von V' die Stelligkeit null haben.

e Ein Term t € Ty (V) ist linear, falls jede Variable in ¢ genau einmal
vorkommt — beispielsweise ist f(x,z) nicht linear, f(z, g(y)) ist linear.

e Sei var(t) die Menge der in ¢ vorkommenden Variablen, und sub(t) die
Menge der Teilterme von .

Definition: Eine Teilmenge 7 C Tx, x Ty, heilst Transduktion tiber 3. Wir
schreiben 7(t) = {t' | (¢,t') € 7}; entsprechend ist 77! das Urbild von 7:

rhi={teTy| I;H: (t,t)cT}

Definitionen:

e Eine Substitution ist eine Funktion o: V' — Tx(V), so dafs die Men-
ge dom(o) = {x € V| o(z) # x} endlich ist. Es bezeichne {z¢ —
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to, ..., T, — t,} eine Substitution mit o(x;) = ¢; fir alle i < n.

e Eine Substitution o heift Grundsubstitution, falls o(x) € T, fiir alle
x € dom(o).

e Die Anwendung einer Substitution o auf t € Tx(V) ist induktiv
definiert:

— o(c) =cfir c € 3
= o(flt,. . tn)) = flo(tr), ..., o(tn))

— Sei T% = Txs({zo,...,%n_1}). Fir t € T¢ und t; € Tx(V) sei
tlto, ..., th1] = o(t), wobei o0 = {xg — to,...,Tp_1 — t,_1} ist.

Definition: Sei s,t € T (V). Eine Substitution ¢ ist ein Matcher fiir s auf
t, falls o(s) =t ist. In diesem Fall sagen wir, daf s mit ¢ matcht.

Wir werden in Transducern einzelne Baumautomaten benutzen, die sich bis
auf die Endzustandsmenge gleichen. Daher definieren wir:

Definition: Ein Semi-Blatt- Wurzel-Baumautomat (Semi-BWBA) B =
(@, %, A) ist ein Blatt-Wurzel-Baumautomat ohne Endzusténde. Einen de-
terministischen und vollstandigen Semi-BWBA bezeichnen wir mit DBWBA.
Sei weiter B, = (Q, X, A, {¢}).

Sei nun im Folgenden () eine Menge Variablen (nullstelliger Symbole) mit

QN =0.

Definition: Sei ¢t € Ty(Q). Nun sein [t]p C @ die kleinste Menge, die
folgende Bedingungen erfiillt:

e Fallst € ), dann ist ¢ € [t]5.

e Falls t = f(to,...,tn_1) ist mit (f(qo,.--,qn-1) — ¢) € A und ¢; €
[ti| g fiir alle i < n, dann ist ¢ € [t]p.

Seit € T3 und Sy, ..., S,—1 € Q. Dann sei

t[So, .- Snallp={a€ Q| ¢ € [t{qo, - - ., gn—1]]p mit ¢; € S;}

Lemma: Sei B ein Semi-BWBA wie oben, ¢ € @, t € Tx. Dann gilt ¢ € [t]5
genau dann, wenn ¢t € L(B,) ist.

Beweis: als Ubung.
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Wir geben nun zunéchst ein Beispiel fiir einen Baumtransducer an, diese
werden danach dann formal definiert.

Beispiel: Sei ¥ = ¥y U Xy mit ¥y = {a,b} und ¥y = {f, g}. Definiere 7 so,
dak 7 jedes Vorkommen von f durch g und jedes Vorkommen von a durch b
ersetzt wird. Dann gilt 7 = 77 fiir folgenden Transducer 7"

T = ({S}’ %, {3}7 K F)
mit T' = {s(f (w0, 71)) — g(s(20), 5(x1)),
s(9(xo, 1)) — g(s(x0), 5(z1)),
s(a) — b,s(b) — b}

Definition: Ein Baumtransducer (BT) iiber ¥ (mit reguldrem Look-Ahead
und e-Transitionen) ist ein Tupel T'= (S, %, I, A, T") mit

e ciner endlichen Zustandsmenge S
e ciner Menge I C S von Anfangszustéinden
e cinem Semi-BWBA A = (Q, %, A)

e ciner endlichen Menge I' von Transitionen der Form

S(t) —4 t/[So(to), 500 ,Srfl(trfl), Ligy e 7:Cil—1] (*)
mit
— Zustanden s, sg,...,8._1 €S
— einem Automaten-Zustand ¢ € () zum Look-Ahead,
— einem linearen Term ¢ € Ty mit Variablen zy, ..., z, 1,
— einem Term t' € Tg“ mit Variablen xg, ...,z 1,

— Teiltermen t; € sub(t) fiir alle j < r,
— und mit {ig,..., 51} C{i| x; € var(t)}.

Wir erlauben auch Transitionen, bei denen g weggelassen wird.

Wir geben nun die Berechnungen eines Baumtransducers 7" an.

Definition: Sei -7 C Txyus X Txus die kleinste Relation, die folgende
Bedingung erfiillt:
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Sei u = ¥[s(v)] und v = t{wg,...,w,_1] € Ts mit s € S, 0 = {xy —
Wo, -y Ty1 — W1} (dh. o(t) = v). Der Transducer T' enthalte eine
Transition der Form (x), und es sei ¢ € [v] 4 (mit v € L(A,)). Dann gelte:

u b7 Wt'[s0(0(to)), - s 8r-1(0(tr-1)), 0(Ti), - -+, 0 (24, )]

Eine Berechnung des Transducers 1afst sich wie in Graphik 11 darstellen.

ein
Transducer-
é Schritt

Abbildung 11: Berechnungsschritt eines Transducers

Definitionen:
e Die reflexiv-transitive Hiille von |- sei |—7.

e Eine Berechnung ist nun eine Folge der folgenden Form (mit ¢, ¢ €
TE)I
S(t[) ’_T tl |_T tg |_T Ce ’_T t,

e Die von T induzierte Transduktion 7 ist

= {(t,¢) € Ty x Tsy | Is € I: s(t) =5 '}

e Eine Transduktion 7 heift BT-realisierbar, falls es einen BT T' gibt
mit 7 = 7p.

e Zwei Baumtransducer 7" und 7" sind dquivalent, falls 7 = 77 ist.

Definition: Ein Braumtransducer heifst einfach, falls alle Transitionen von
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einer der folgenden Formen sind:

s(f(xo, .. xn1)) —9 t[so(to),.--,8r—1(tr—1)] (3-Transitionen)
s(x) — t[so(x),...,S—1(x)] (e-Transitionen)

Satz: Jeder Baumtransducer 7 ist dquivalent zu einem (aus T effizient
berechenbaren) einfachen Baumtransducer.

Beweis: siche Ubung.

4.3 Iteriertes-Urbild-Wortproblem

Definition: Gegeben sei ein Alphabet ¥, t € Ty, ein Blatt-Wurzel-
Baumautomat [ iiber ¥ und Baumtransducer Ty, ..., T,y (mit 7; = 77, iiber
Y. Das Iteriertes-Urbild-Wortproblem ist zu entscheiden, ob ¢ € 77 1(L(I)),
wobel T =T7p0...07T,_1.

Satz: Das Iterierte-Urbild-Wortproblem ist entscheidbar. ‘

Beweis: Wir zeigen dazu den folgenden Satz, aus dem direkt der obige
Satz folgt, da 77'(L(I)) regulér ist und daf der zugehorige Blatt-Wurzel-
Baumautomat P berechnet werden kann.

Satz: Sei I = (Q,%,A, F;) ein Blatt-Wurzel-Baumautomat, T =
(S, %, I, A,T'r) ein Baumtransducer mit einem Semi-BWBA A =
(Qa,%,Ay4). Dann kann effektiv ein DBWBA P = (Qp, >, Ap, Fp) be-
rechnet werden, der 75 '(L(I)) erkennt.

Bemerkung: Der Satz gilt nur fiir das Urbild von 7, nicht fiir das Bild von
7, dies ist nicht regulir — sieche Ubung!

Beweis: Wir konnen nach Satz aus dem letzten Kapitel davon ausgehen, daft
T einfach ist. Wir konstruieren nun das gewiinschte P und zeigen L(P) =

70 (L(D)).
Idee der Konstruktion von P: Wenn P einen Baum ¢ liest, dann simuliert

P die Berechnung von [ fiir alle Ausgaben t' von T auf t. Dies geschieht
schrittweise fiir jede einzelne Transition von 7.

e Zustandsraum von P: In einer Komponente speichert P den Zustand
des simulierten Look-Ahead-Automaten. Eine zweite Komponente spei-
chert eine Zuordnung, bei welchen s € Sp der Automat [ welche
Zustiande () erreichen kann.
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Formal: Der Zustandsraum von P sei

Qp = 9QA ¢ 99T XQr

Fiir einen Zustand b = (L, M) € Qp bezeichne LA(b) = L den Look-
Ahead (erste Komponente), und My(b) = {q | (s,q) € M} bezeichne fiir
jedes s € Sr die von [ erreichbaren Zusténde fiir den Fall s(t) (zweite
Komponente).

Pim
Zustandb

Abbildung 12: der Zustandsraum von P

Ist P nach dem Lesen von ¢ im Zustand b; dann enthélt LA(b) alle
Look-Ahead-Zustéande, die der Semi-BWBA A nach dem Lesen von ¢
erreichen kann. Die Menge M, (b) enthélt alle Zusténde aus @y, die bei
einem Lauf von I auf einem Term ¢', den T von s(t) aus erzeugen kann,
erreichbar sind.

e Transitionssystem von P: Fiir f EAZn und bp, .oy b1 € Qp enthilt
P die Transition f(bg,...,b,_1) — b, wobei b der e-Abschluf (siehe
unten) des Zustandes b € Qp ist, der wie folgt definiert ist:

— LA(b) = [f(LA(by), ..., LA(by—1))]a
— Fiir jedes s € St setze

M5<b> = { q¢€ [t/[Mso (bi0>’ e M, (birfl)]]f |
es gibt ein g4 € LA(b) und eine 3-Transition

s(f(xoy...,xn-1)) =9 t[so(xiy), ..., sr—1(zi._,)] € 1}

e c-Abschlufs: Sei b € Qp. Wir definieren den e-Abschlufs b zu b iterativ
wie folgt: Setze zunéchst by = b. Dann ist
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— Fiir jedes s € St setze

Mi(bitr) = My(bi) U{ g € [t'[Myy(bi), - .., My, (b:)]]1 |
es gibt ein g4 € LA(b;) und eine e-Transition
s(x) =94 t'[so(2),...,8_1(x)] € Tp}

Setze b = by, fiir ein k mit by, = bri1. Da @ p endlich ist, existiert
ein solches k.

¢ Endzustande von P:

Fp={b| 3se€lr,qe Fr: q€ M)}

Nun fehlt noch der Beweis der Korrektheit der Konstruktion.

Lemma: Sei ¢t € Tx. Dann existiert genau ein b € Qp, so dak b € [t]p, und
dieser Zustand ist e-abgeschlossen, d.h. b = b.

Beweis: Folgt direkt aus der Konstruktion. 0

Lemma: Sei t € Ty, b € [t]p, und s € Sy. Dann gilt:
1. LA(b) = [t]a
2. Ms(b) = Ms(t) mit Ms(t) = {q | J¢' e TEZ q e [tl][ VAN S(t) ’—% t/}

Beweis: Die erste Aussage ist beweisbar mittels struktureller Induktion iiber
t, wird hier nicht gezeigt. Die zweite Aussage zeigen wir durch doppelte
Inklusion; zunéchst die Richtung ,,C* per Induktion iiber t¢:

e [nduktionsanfang: Falls ¢t € ¥ ist, dann enthalt P nach Konstruktion
die Transition t — b, wobei b der e-Abschlufs von b ist und b wie oben
(bei Definition des Transitionssystems) definiert mit n = 0 und f = t.

Mit by = b seien die b; wie oben definiert beim e-Abschlufs, dann ist

b = by, fiir by, = bi41. Wir zeigen per Induktion {iber ¢, daf M,(b;) C M.

A~

Damit folgt sofort, dafs M,(b) C My ist.
— Induktionsanfang: Im Fall i = 0 gilt M(b;) = M(b) mit

M(b) = {q €t
es gibt ein g4 € LA(b;) und eine X-Transition
S(t) —aa ¢/ € FT}

Hieraus sieht man M,(b;) = M(b) C M.
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— Induktionsvoraussetzung: Sei i € N und M(b;) € M fiir alle
s € Sp. Zu zeigen: My(biy1) C M.

— Induktionsschlufs: Sei ¢ € My(biy1) \ Ms(b;). Dann existiert eine
e-Transition

s(x) =9 t'[so(x), ..., s.—1(x)] € Ty  mit g4 € LA(Y;),

so dak gilt: ¢ € [t'[My,(b;), ... My, (b;)]]1. Es gibt also q; € M, (b;)
mit ¢ € '[qo, - - ., Gr1]r-

Nach Induktionsvoraussetzung existieren t(, ..., ¢, _; mit s;(t) -5
tiund q; € [tj];. Also s(t) =3 t'[tg, ..., t._y] = t" und q € [t"];.
Dies zeigt, daft M(biy1) C M.

e Induktionsvoraussetzung: Sei t = f(to,...,t,_1). Die Behauptung gelte
fiir alle ¢;.

e Induktionsschlufi: Nach obigem Lemma existiert fiir alle j ein eindeutiger
Zustand b} € [tj]p, und es folgt, dak f'(bp,...,b, ;) — b€ Ap.
Seien b sowie by = b, by, by wie oben definiert (3-Transitionen). Dann
zeigt man, analog zum Fall t € 3, per Induktion, daf M,(b;) C My
ist. Daraus folgt MS(I;) C M.
Nun die Gegenrichtung (,,2%) per Induktion iiber die Lénge der Berechnung
s(t) 4 t".

o Induktionsanfang: Falls die Lange null ist, so ist nichts zu zeigen, da
keine Ausgabe produziert wird.

e Induktionsvoraussetzung: Es sei t” € Tyx, eine Ausgabe, ¢ € @); mit
q € [t"]; und s(t) -4 t”. Wir miissen ¢ € M,(b) zeigen.

o Induktionsschluf$: Wir unterscheiden, ob die erste Transition v, die in
s(t) -4 t" angewendet wird, eine - oder eine e-Transition ist.

— X-Transitionen: Es sei v von der Form wie oben (3-Transition).
Damit ist ¢ von der Form f(ty,...t,—1) mit t; € Tx. Sei b; € Qp
der eindeutige Zustand mit b; € [t;]p.

Wir wissen, daf b der e-Abschluf von b ist, mit b wie oben (bei
den Y-Transitionen). Nach Anwendung von v auf s(t) erhalten wir
folgenden Term:

t'[so(tig)s - - sr—1(tin_y)]
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Seien &y, ...,t._; € Ty mit s;(t;, ) =7t und ¢ = ['[qo, .., ¢r]]r-
Nach (1) gilt, dak g4 € LA(b) = LA(b) = [t] 4.

Nach Induktionsvoraussetzung ist q; € M;,(b;;). Damit folgt
te [t/[MSiO (bi0)7 X Msir_l (bir—l)HI

Also gilt t € M,(b) C M,(b).

— e-Transitionen: Analog; benutze, daft b e-abgeschlossen ist. 0

Lemma: Es gilt L(P) = 7' (L(1)).

Beweis:

»,C“ Seit € L(P). Dann existiert ein b € Fp mit b € [t|p. Nach Definition
von F'p existiert ein s € Iy und ein ¢ € F; mit ¢ € M,(b). Nun folgt
aus vorigem Lemma, daf ein ¢ € Ty existiert, so daf s(¢) E* ¢ und
q € [t'];. Damit gilt ¢ € L(I) und (t,t') € 7p. Also ist t € 7. (L(I)).

»2% Sei t € 7' (L(I)). D.h. es existiert ' € Tx, ¢ € F; und s € Iy mit
s(t) E* t' und ¢ € [t'];. Nach dem ersten obigem Lemma existiert ein
eindeutiger Zustand b € [t]p. Mit dem zweiten obigen Lemma folgt auch,
daf ¢ € M,(D) ist. Aus der Definition von Fp folgt damit, dak b € Fp

ist, also gilt auch ¢t € L(P). O

4.4 Protokoll- und Angreifermodell

Sei A eine endliche Menge von Konstanten (typischerweise Namen von Teil-
nehmern, Nonces, Schliissel, ... ) mit secret € A ein Geheimnis und K C A der
Menge der 6ffentlichen und privaten Schliissel. Wir definieren die Bijektion ~!
auf K, die jedem privaten Schliissel den offentlichen Schliissel zuordnet und
umgekehrt.

Definition: Die Signatur ¥, enthalte neben A noch folgende Mengen von
Funktionssymbolen:

e cinstellige Funktionssymbole fiir MACs: {hash,() | a € A}

e cinstellige Funktionssymbole fiir symmetrische und asymmetrische

Verschlisselung: {enci(:) | a € A} und {enci(-) | k& € K}

e zweistelliges Funktionssymbol zur Konkatenation {(-,-)} (nicht asso-

ziativ, d.h. (a, (b, c)) # ({(a,b) ,c)).
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Definition: Sei M = Ty, die Menge der Nachrichten.

Beispiel: Eine Nachricht hat beispielsweise die Form enci((b, enc:(b))).

Um den Angreifer zu modellieren, benétigen wir nun die Menge aller Nach-
richten, die er aus einer mitgelesenen Kommunikation extrahieren oder kon-
struieren kann.

Definition: Es seien m,m’ € M, a € A, k, k=1 € K. Fiir S C M sei d(S) die
kleinste Menge mit S C d(S5), die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Dekomposition: (m,m’) € d(S) = m,m’ € d(5)

(2) Sym. Entschl.: enci(m),a € d(S) = m € d(5)

(3) Asym. Entschl.: enci(m), k™! € d(S) = m € d(S)

(4) Extraktion: hash,(m) € d(S) = m € d(S)

(1) Konkatenation: m,m’ € d(S) = (m,m') € d(5)
(2') Sym. Verschl.: m,a € d(S) = enc}(m) € d(S)
(3")  Asym. Verschl.: m, k € d(S) = enci(m) € d(S5)
(4") Hashing;: m,a € d(S) = hash,(m) € d(95)

Der Abschluf von S unter Verwendung der Bedingungen (1) bis (4) bezeich-
nen wir mit an(,S), den Abschluf unter (1) bis (4’) als syn(.S).

Lemma: Fiir alle S C M gilt d(S) = syn(an(S)).

Wir definieren nun Protokolle:
Definitionen:

e Ein Nachrichtentransducer (NT) oder Empfang-Sende-Schritt ist ein
Baumtransducer iiber 4.

e FEine Instanz 11 ist eine endliche Folge T, ..., T, von Nachrichtentrans-
ducern.

e Ein Protokoll ist ein Tupel ({Il; | ¢ <n},I) mit einer Familie von
Instanzen und einem initialen endlichen Angreiferwissen I C M.

Als néchsten Schritt definieren wir Angriffe; dazu stellen wir uns den Angreifer
so vor, dafs er Kontrolle {iber das Netzwerk hat und mit verschiedenen Parteien
mit verschiedenen Protokollinstanzen kommuniziert. D.h. er legt jeweils die
Nachrichten fest, die an einzelne Transducer geschickt werden — siehe Graphik
13.

Definition: Sei P ein Protokoll wie oben mit IT; = T¢, ..., T}, _,. Ein Angriff
auf P besteht nun aus den folgenden Komponenten:
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Protokoll- :
Instanz TCA’O Alice

ESS
O

Empfang-
Sende- ESS

Bob

119: %),
M- ESS

ms:

Schritt Netzwerk = Angreifer

ESS

Abbildung 13: das Protokoll- und Angreifer-Modell

e ciner Menge O C {(4,7) | ¢ <n,j < n;}, so dab fiir (¢,5') € O auch
(i,7) € O fiir alle j < j' ist.

e ciner totalen Ordnung < auf O, so dak aus (i,7) < (¢, ) folgt, daf
J < j'ist,

e ciner Abbildung v, die jedem (i,5) € O ein Tupel (1},s}) € Trs
zuordnet, so daf mit S} =1U {s;/, (7, 7)) < (z’,j)} gilt:

L. ri € d(S}) fiir alle (4, j) € O und
2. secret € d(JU {S!| (i,5) € O}).

Die Menge O gibt die Menge der vom Angreifer verwendeten Protokollschritte
an, wobei die Bedingungen (und auch die totale Ordnung auf O) sicherstellen,
dafs der Angreifer die Protokollschritte in der richtigen Reihenfolge abarbeiten
muk und daf die Protokolle liickenlos ausgefithrt werden, d.h. dafs keine
Protokollschritte iibergangen werden.
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4.5 Entscheidbarkeit der Sicherheit von Protokollen

Wir kénnen nun unsere Suche nach Angriffen auf Protokolle als Entschei-
dungsproblem formulieren:

Definition: Das Entscheidungsproblem ANGRIFF sei folgendes Problem:

ANGRIFF = { P | 3 Angriff auf P}

Falls P ¢ ANGRIFF ist, so nenen wir P sicher.

Beispiel: Modell des Servers im Bull-Otway-Rekursionsprotokoll (siehe oben):
Seien Fy, ..., P,_; Teilnehmer und S = P,,. Der symmetrische Schliissel zwi-
schen P; und S sei k;, der vom Server erzeugte Schliissel fiir die Kommunikation
zwischen P; und P; sei s;_;. Der Nachrichtentransducer hat die Form

T = ({start,read}, Xa, {start}, T

Damit kann S genau einen Empfang-Sende-Schritt ausfiihren. Sei nun I’
definiert mit ¢, 7,7 < n und z¢, x1, x5 Variablen. Dann verwende folgende
Transitionen:

start(hashy, (P;, Py, xo,x1)) — read(hashy,(P;, P,, o, 1))
read(hashy, (P, Pj, 70, —)) — enc, (s, P}, 7o)
read(hashy, (B, P;, zo,
hashy, (P, P, x1,12))) — <encf€i(s,~j, P;, xp), <encski(sm, P, ),
read(hashy, (P, P;, 1, 22))))

|Satz: ANGRIFF ist entscheidbar. |

Wir werden dieses Problem zuriickfithren auf das folgende Entscheidungspro-
blem:

Definition: Gegeben sei eine endliche Menge I C M und ei-
ne Folge Ty,...,T,_1 von Nachrichtentransducern iiber ¥,. Dann ist
(I, To,...,T,—1) € SEQUENZANGRIFF, falls gilt: Es gibt Nachrichten
(ri, 8;) € 7, so dal mit r, = secret gilt: r; € d({ U {so,...,s;_1}) fiir alle
1 <n.

Ist SEQUENZANGRIFF entscheidbar, dann offensichtlich auch ANGRIFF,
indem wir eine Folge von Transducern raten. Wir werden jetzt das Problem
SEQUENZANGRIFF noch auf das Iteriertes-Urbild-Problem zurtickfiihren.

Satz: Es existiert ein Nachrichtentransducer Ty, so dass 77,  (m) = d({m})
fiir alle m € M.
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Im Folgenden konstruieren wir einen solchen Transducer Ty, = (S, Xa, I, D, T).

e Look-Ahead-Automat D: Zunéchst definieren wir D = (Qp, Xa, Ap).
Mit Hilfe dieses (vollstdndigen und deterministischen) Semi-BWBA wer-
den wir feststellen, welche Schliissel, d.h. welche atomaren Nachrichten,
von m abgeleitet werden kénnen. Die Zustandsmenge @Qp ist die Menge
aller Funktionen der Form

QDZQA_>2A

Wir wollen die Transitionen von D so definieren, dass [m|p(K) =
an({m} U K)NA fur alle m € A und K C A.

— Fiir jedes a € A enthélt Ap die Transition
a—dmitd(K):=KU{a} VK CA
— Fiir alle a € Aund d € QQp enthélt Ap eine Transition

K falls a¢ K

s ! : ! _
enci(d) — d mit d'(K) = { d(K) falls ac K
— Fiir alle k € K und d € QQp enthédlt Ap eine Transition

K falls k7'¢ K
d(K) falls k'e K

ency(d) — d mit d'(K) = {
— Fiir alle a € A und d € Qp enthilt Ap eine Transition
hash,(d) — d
— Fiir alle d,d’ € Qp enthélt Ap eine Transition
<d7 d/> N dl/
wobei fiir alle K C A die Menge d”(K') minimal ist, so dass
x K Cd'(K),
x K' Cd'(K)=d(K') Cd'(K),
x K' Cd'(K)=d(K') Cd'(K).

Lemma: Fiir alle m € M und K C A gilt:

[m]p(K) = an({m} U K)

Beweis: Strukturelle Induktion iiber m, als Ubung.
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e Zustandsmenge:
S = {51} U (({Seyn, San}) x 2*) und I = {s;}

e Transitionen: Zunéchst als Idee. Eingabe sei m, dann ermitteln wir
ausgehend von s; die Schliissel (Atome), die von m abgeleitet werden
konnen. In der syn-Phase (sgy,) konstruieren wir die Nachricht mgy, =

tim,...,m] € M fiir einen linearen Term ¢. In der an-Phase (s,,) wird
die Nachricht erzeugt, indem m durch Nachrichten in an({m}) ersetzt
wird.

Dazu enthalt I" die folgenden Transitionen:

— Fiir alle d € Qp: s7(x) —? (sgyn, d(0))(z).
— Fur alle K C A:

(Ssyn: K)(2) = ((Ssyn, K) (@), (Ssyn, K)(2))

(Ssyns K) () — ency((ssyn, K)()) fira e K

(Ssyns K) () — ency((ssyn, K)()) fir ke KNK

(Ssyns K) () —  hash,((Ssyn, K)(2)) firae K

(Ssyn, K) (@) = (San, K)(2)

(San, K) () -

(San, K)(2) — a fira e K

(San, K)((T0,21))  —  (San, K)(20)

(San, K)((T0,21))  —  (San, K)(21)

(San, K)(encs(z))  —  (San, K)(7) firae K

(San, K)(enci(z))  —  (San, K)(x) fir k7' e K

(San, K)(hash,(x)) —  (San, K)(2) fira e K
Die Korrektheit der Konstruktion ist nun leicht einzusehen. =

Wir kénnen nun die Reduktion von SEQUENZANGRIFF auf das Iteriertes-
Urbild-Problem zuriickfithren. Sei I = {mq,...,m, 1}, To,...,T;_1 wie oben.
Wir wollen jetzt im Prinzip feststellen, ob

secret € Tp, 0 Tr,_, 0T, O...0 T, ©Tr, ©Tr,, ()

Hier miissen wir noch ergénzen, daf das wachsende Wissen des Angreifers
mittransportiert wird.

e Wir definieren eine Variante T3, von Tge, so dafs

71y, = {(m, (m,m’)) | m" € d({m})}
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Dies ist moglich, indem 77, einen neuen Anfangszustand s} enthélt
sowie eine neue Transition

sp(x) = (z,51()) .

. .
Nun schreiben wir 73, = 77+ .

der

e Wir definieren eine Variante 77 von 7;, so dafs

Ty = {(<m> m,> ) <ma m//> ’ (m/> m”) S TTi}

Dazu ergédnzen wir fiir jeden initialen Zustand s von 7; die Menge der
Transitionen von T; um die Transitionen

s" (20, 21)) = (w0, 5(21))

Die neue Menge der Anfangszustande ist I = {s* | s € I, }.

Wir definieren zudem R = {secret}, dies ist offensichtlich regulér, und weiter
eine Konkatenation aller Nachrichten des initialen Angreiferwissens:

Setze nun

mr = (mo, (M1, ..., (Mp_o,Mp_1)...))

_ * * * * * * *
T = TTyer ©T1—1 ° Tder © T1—2 © Tder © - -+ © Tder © To © Tder

Lemma: Es gilt

(I, Ty, ..

., T—1) € SEQUENZANGRIFF < m; € 7 (R)

Es folgt:

| Satz: SEQUENZANGRIFF ist entscheidbar. |

Komplexitétsiiberlegungen: Das Verfahren ist nicht elementar, d.h. es ist von

der Komplexitét

g f
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5 Syntaxanalyse

5.1

Einfiihrung

Im Compilerbau werden Automaten in der Syntaxanalyse verwendet. Dabei
ist der Ablauf wie folgt: Aus dem Quellcode wird mittels der lezikalischen
Analyse eine Folge von Tokens generiert (zum Beispiel (42, int). Mittels der
Syntazanalyse erzeugt man dann einen Syntaxbaum, d.h. ein Ableitungsbaum
fiir die zugrundeliegende Grammatik.

Der CYK-Algorithmus, der das Wortproblem zu kontextfreien Grammatiken
16st, hat die pessimale Laufzeit ©(|n|*). Effizientere allgemeine Verfahren,
die ebenfalls alle kontextfreien Grammatiken erkennen, haben mindestens
quadratische Laufzeit. Daher schrankt man sich auf gewisse Klassen von
kontextfreien Grammatiken ein, um auf diesen Klassen lineare Algorithmen
zu entwickeln.

Definitionen:

Eine Kontextfreie Grammatik ist ein Tupel G = (A, N, S, P) mit
einem Terminalalphabet A, einem Nichtterminalalphabet N, einem
Startsymbol S € N und einer Menge von Transitionen P C N x (AU
N)*. Dabei nimmt man an, daft A und N disjunkt sind; weiterhin
bezeichne > = AU N.

Eine Satzform ist ein Element aus *.

Ein Ableitungsschritt ist agBay |- apfay fiir B — 3 € P. Rechts-
bzw. Linksableitungsschritte sind solche, bei denen zuséatzlich a; € A*
bzw. oy € A* ist, Schreibweise dann |-, bzw. |—;.

Eine Ableitung ist eine Folge von Ableitungsschritten a |—* (3 etc.

Die erzeugte Sprache ist gleich
LG) = {ue A" | S}F"u}
= {ued"| S| u}
= {ued"| S u}

Bemerkung: Aus Links- und Rechtsableitungen lassen sich schnell Ablei-
tungsbaume gewinnen.

Das Problem ist nun, wie man zu einem gegebenen u € L(G) einen Ablei-
tungsbaum bestimmt, und das mdglichst in linearer Zeit. Methode dazu ist
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die Konstruktion von deterministischen Kellerautomaten — diese sind generell
schwiicher als nichtdeterministische Kellerautomaten®.

5.2 Kellerautomaten

Wir werden Kellerautomaten mit Vorausschau und Endmarkierung verwenden.

Definition: Ein Kellerautomat sei ein Tupel (A4, C, @, $, q;, z7, A) mit

einem Alphabet A,

e cinem Kelleralphabet C,

e ciner Zustandsmenge @,

e einer Endmarkierung $ ¢ A (oder <),
e einem Anfangszustand g,

e cinem Kellerstartsymbol z;,

e ciner Ubergangsrelation

ACQRXA e+ ) xC"x A (e+3) xC*" xQ

Dabei gibt die zweite Komponente an, was wir (mit Vorausschau) sehen, die
vierte Komponente hingegen, was wir lesen. Zusétliche Bedingung daher: Fiir
alle (¢,u,a,v,3,q¢") € A mufs v Prifix von u sein, d.h. v € pfx (u).

Definitionen:
e Eine Konfiguration ist ein Tupel (¢, u, «).

e Ein Berechnungsschritt ist von der Form (q, uvw, af3) — (¢, vw, af’),
falls (q,uv, B,u, 3',q") € A ist. Dabe sieht der Automat uv, oben auf
dem Keller ist (3, der Automat liest u, ersetzt 3 durch 4’ und geht in
den Zustand ¢’ tiber.

e Eine akzeptierende Berechnung ist eine solche mit (qr,u$,z;) |-*
(q,¢,¢).

Bemerkung: Damit der Kellerautomat deterministisch ist, darf es keine

9wohlgeklammert und a™b" ist kein Problem, aber Palindrome.
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zwei Transitionen (q,u,«,...), (¢, u/,a/,...) € A geben mit u € pfx (u') und
entweder « € sfx (/) oder o € sfx ().

Wenn wir Kellerautomaten mit Ausgabe bendtigen, erweitern wir diese um
ein zusétzliches Ausgabealphabet D, die Transitionsrelationen sind dann von
der Form

QXA (e+3) xXC"x A"(e+8) x C* x \D; xQ

Ausgabe

Definition: Ein Kellerautomat mit reguldrer Kontrolle ist ein Tupel (A, B)
mit

e cinem Kellerautomaten A = (A, C,Q,$, z;, A) mit einer reduzierten
Transitionsrelation der Form

QxA(e+3) xC*"x A*(e+8$) xC”

e cinem DEA B = (C,Q, q1,9)

Der aktuelle Zustand ist dann immer gegeben durch 6*(g;, a) mit aktuellem
Kellerinhalt «.

Definitionen:

o [ ist deterministisch kontextfrei, falls L von einem deterministischen
Kellerautomaten mit Endmarkierung erkannt wird. L ist strikt deter-
manistisch kontextfrei, falls L von einem deterministischen Kellerauto-
maten ohne Endmarkierung erkannt wird.

e G ist reduziert, wenn fiir alle B € N\ {S} Satzformen «, 3, u existieren
mit S -* aBB |-* .

e (G ist schwach startsepariert, wenn S -1 S nicht gilt.

Beispiel: Betrachte folgende Grammatik:
S — (LlBlCl |CLQBQCQ Bl — b BQ — b

Die Sprache enthélt die Worte a;bc; und asbcs. Beim Lesen des Symbols b
miiftte der Automat dieses zu B; oder Bs reduzieren, das kann er jedoch
nur, indem er nach dem bisherigen Keller-Inhalt a; bzw. ay entscheidet, dies
erlaubt die reguldre Kontrolle auf einfache Weise. Nétig ist sie jedoch nicht:
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Lemma: Jeder Kellerautomat mit regularer Kontrolle ist dquivalent zu
einem herkommlichen Kellerautomaten und umgekehrt.

Beweisskizze:

, =" Idee: Kodiere den von einem Automaten ,gewiinschten* Zustand im
obersten Kellersymbol.

,<=" Idee: Kodiere den von B erreichten Zustand in einer zweiten Komponente
im Kellersymbol.

Die Umwandlung einer kontextfreien Grammatik G in einen Automaten kann
auf zwei Weisen erfolgen:

e Produce-Shift-Automat: (A, N,{q},q, S, A) mit
A= {(q,e,B,e, B,q)| (B—p)e G} U{(q,a,a,a,e,q) | a € A}

e Shift-Reduce-Automaten: Der Automat soll eine umgekehrte Rechts-
ableitung erzeugen.

Beispiel: Fiir die Grammatik S — S5 | (5) | € und den Ausdruck ,,(())()*

wire eine Rechtsableitung:
S 55 S08) S0 (50 = ((5)0 = ()0

Der Automat soll diese Ableitung von rechts nach links liefern, das hiefie
in diesem Fall (mit s fiir die Shift-Vorgénge, r fiir Reduce):

®» [~ —~ N —
=0
=

ﬁ/\/\({)
S | — W

)
S
(

w |~~~
®» [0 —~
S| — W

( S
s r

Formal: Der Automat sei (A, N, {q},$,q,¢,A) mit

A= {l(q,a,¢a,a,q)| a € A} Shift-Regeln
U{(g,¢,0,¢,B,q9) | (B— B) € G} Reduce-Regeln
U{(q7$7575757q)} Ende

Bemerkung: Dies funktioniert so noch nicht vollsténdig, da in manchen
Fallen zu friih die End-Regel angewandt werden kann. Dies wird behoben
durch die Einfiihrung eines neuen Zustands.
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Bemerkung: Im allgemeinen Fall kann ein Automat gezwungen sein, an einer
speziellen Stelle viele e-Transitionen zu verwenden: Betrachte die Sprache

{0Va2* | (a=3nj=k)V(e=4Ni=k)}

Hier mufs der Automat zunéchst alle 0 und 1 auf dem Keller speichern und
im Falle a = 4 beim Lesen von a durch entsprechende e-Transitionen alle
Vorkommen von 1 vom Keller 16schen.

Lemma: Fiir jeden deterministischen Kellerautomaten gilt: Die Anzahl
der Schritte in terminierenden Berechnungen ist O(n) fiir eine Eingabe der
Lange n.

Beweisskizze:

1. Umbau des Automaten in eine schwache Normalform: Verdnderungen
des Kellers bestehen nur noch im L&schen oder Hinzufiigen eines Sym-
bols; der neue Automat benotigt dann mindestens so viele Schritte wie
der alte.

2. Benutze ein Pumping-Argument: Es gibt eine Konstante ¢, so daf der
Kellerautomat nach Hintereinanderausfithrung von ¢ vielen e-Schritten
entweder den Keller um ein Symbol abgebaut hatoder nicht terminiert.

Sei dazu eine Konfiguration gegeben mit einem Keller der Lange n,
und einem weiteren Lauf, in dem der Automat ab diesem Zeitungpunkt
immer mindestens einen Keller der Lange n behélt. Sei d = |C] - |Q)|.
Fallunterscheidung;:

e Falls der Automat ab diesem Zeitpunkt immer hochstens n +
d Symbole auf dem Keller behélt (dargestellt in Graphik 14),
dann wiederholt sich irgendwann eine Konfiguration, da es nur
endlich viele Moglichkeiten fiir Konfigurationen mit hochstens d
Kellersymbolen und jeweils einem Zustand gibt. Daher gerét der
Automat in eine Endlosschleife.

e Falls die Lange des Kellers zu einem Zeitpunkt n + d tibersteigt
(dargestellt in Graphik 15), dann wiederholt sich irgendwann eine
Konfiguration aus oberstem Kellersymbol und Zustand, wobei zwi-
schen diesen auch nicht mehr auf tiefere Kellersymbole zugegriffen
wird. Auch in diesem Fall terminiert die Berechnung nicht. Hier
ist ¢ = d.
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A
Kellergrofe

ndp------------

Y
Periode

Laufzeit

Abbildung 14: Beweis zur linearen Laufzeit: beschrinkter Fall
A

Kellergrofle

ndfp------------ d

Laufzeit

Abbildung 15: Beweis zur linearen Laufzeit: unbeschrankter Fall

5.3 LR-Grammatiken

Ziel: Wir wollen den kanonischen Shift-Reduce-Kellerautomaten durch regu-
lare Kontrolle und Vorausschau — wenn moglich— deterministisch machen.

Definition: Definiere zu jeder Satzform a dessen First-Menge:
first(a) = {ue A" (e +9) | Jv: a |- w}
Fiir alle k£ € N definiere zusétzlich:

firsty (o) = {u € A% | a - u} U {ue AF | v: o |-* w}

Wir {iberlegen uns nun, wie eine Grammatik G beschaffen sein mufs, um

83



mit k£ € N Symbolen Vorausschau einen deterministischen Kellerautomaten
konstruieren zu kénnen, der L(G) erkennt.

5.3.1 Charakterisierung durch mogliche Ableitungen

Definition: Sei k € N, G eine Grammatik. G heifs LR (k)-Grammatik, falls
gilt: Falls die Grammatik zwei Ableitungen erlaubt der Form

S  owBu - opfu = oau }
g I_: ong’u’ i_ azg’u’ _ mit first,(u) = firsti(v), (1)
dann ist
aw=aqa, B=B, pg=p§, Ju=wv. (2)

Lemma: In die Pramisse darf man auch |o(5'| > |apf| aufnehmen, ohne
daf sich die Klasse der LR (k)-Grammatiken &ndert.

Beweis: Zu zeigen: Wenn G keine LR (k)-Grammaitk ist, so wird die neue
Bedingung verletzt. Da G keine LR (k)-Grammatik, gibt es Beispiele, die die
urspriingliche Bedingung verletzen.

Wir wihlen eines mit minimalem n := |ap3|. Falls |a{3'| > n, so sind wir
fertig — betrachte den anderen Fall. Dann gibt es € AT mit o'z = apf,
da a(f’ ein Préfix von « sein muf.

Damit gilt auch: o' zv = apfv = av = o', also auch zv = u’. Also gilt
insgesamt:

S | apB |- i .,
S F: awBu | afu =oqpfzu = yru
Weiter wissen wir aus first,(u) = firsty(v) auch firsty(zu) = firsty(zv) =

firsty,(u'). Damit ist die Préamisse aus der Definition der LR (k)-Grammatiken

erfiillt, aber zu # u, d.h. dies ist ein Gegenbeispiel dafiir, daf die Grammatik
LR (k) ist.

Dieses Gegenbeispiel ist jedoch kiirzer als das im Beweis verwendete, dies ist
ein Widerspruch zur Wahl des kleinsten Gegenbeispiels!

Beispiel: Betrachte die Grammatik
S — a3101 |CLBQCQ B1 — b Bg — b

Diese Sprache enthilt die beiden Wérter abe; und abes. Es existieren folgende
Ableitungen:

S |- aBjcy |- abc;  und S |- aBacy |- abey
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Da firstg(u) = ¢ = firsto(v) ist, ist die Pramisse fiir LR (0)-Grammatiken
erfiillt, aber wegen By # B, gilt B # B’. Damit ist die Grammatik nicht
LR (0). Die Grammatik ist aber eine LR (1)-Grammatik.

Definitionen:

e Eine Rechtssatzform ist eine Satzform, die in einer Rechtsableitung
beginnend mit dem Startsymbol vorkommt. Ein Rechtsprdfix ist eine
Satzform «, fiir die es ein u gibt, so daft au eine Rechtssatzform ist.

e Eine punktierte Regel ist eine Tripel (B, (o, /1) mit B — [y € P,
das als B — [y - 1 geschrieben wird.

e Ein Rechtsdatum ist ein Tupel [B — [y - 1, u] mit u € A*. Die Menge
aller Rechtsdaten mit u € A* bezeichnen wir mit Py, (G).

e Wir definieren nun noch Py («) fiir eine Satzform «a: Es gilt
[B — Bo - f1,u] € Py (a),

falls ap mit o« = apfp und v mit u € firsty(v) existieren, so daf es
folgende Ableitung gibt:

S |- apBv |-, By f1v
~—~——

«

5.3.2 Charakterisierung durch Rechtsprifixe

Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) G ist LR (k)-Grammatik.
(2) Fiir jedes Rechtspréfix o und zwei unterschiedlichen Rechtsdaten
(B — Bo-e,u]l € Py (a), [B — Bo-01,v] € Py ()

gilt: u ¢ first? (Bv).

Dies heifst, daft bei der Syntaxanalyse nach dem Lesen von [y mit Hilfe
der (vorberechneten) first(-)-Mengen entschieden werden kann, ob schon
reduziert wird (zu B), oder ob noch f3; gelesen und dann zu B’ reduziert wird.
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Dafiir sei definiert:

Definition: Die Menge first () ist definiert als:

¢ [ {wefisstp(a) | Jv:a EF wo} falls o € NX*
ihiigglles) = { firsty (a) sonst

Dabei gilt o [£} u, falls § ¢ Nu existiert mit o |-* 3 |-, u.

Beweis des obigen Satzes, zundchst die Hinrichtung durch Kontraposition.
Sei eine LR (k)-Grammatik gegeben, fiir die Bedingung (2) nicht erfiillt ist.
Wir werden hieraus einen Widerspruch ableiten.

Folgende Ableitungen sind méglich (mit first,(z) = u € first?(6,2') und
v € firsty(fr2’) und o By = apf = ):

S F: aBx |- aff = wegen [B —f -, ul €Pi(a)
S i oyB'Y |- ayffir’ wegen [B'— [y-f1,v] € Py ()

Weiter gilt fiir ein y € A*, daR B2’ |£;5 uy. Fallunterscheidung:

1. Fall: B = €. Es gilt u € firsty(v) = {v}, d.h. u = v. Auferdem gilt
S | agB'r |-, o B’

Wende die Bedingung (1’) fiir LR (k)-Grammatiken an, dann gilt: og =
ay, B = B' und # = (. Damit sind die zwei Rechtsdaten [B — (3 - ¢, u]
und [B' — [y - (1, v] identisch, Widerspruch.

2. Fall: f; = z € AT. Dann gilt: u € firsty(z2'), auberdem v € firsty(z2’),

da diese Menge aber nur ein Element enthélt, ist u = v = firsty(x) =
firstg(z2'), aukerdem: S |- B2’ |-, ajfpzx’ = aza’. Da G LR (k)-
Grammatik, folgt 2’ = zz’, Widerspruch!

3. Fall: In 3, gibt es ein Nichtterminalsymbol. Dann ist ' € sfx (uy),
also uy = u'z’, so dafl B [£;F v/, wobei wir v/ in uguus mit ugu; # €
zerlegen konnen, erhalte insgesamt:

S i agB'x |- ayBofia’ -5 agBougCugz’ |- agpBouguiusa’ = au'z’ = auy
Dabei gilt firsty,(z) = u = firstg (upuiusz’). Da G eine LR (k)-Grammatik

ist, erhalten wir afGoug = ap, B = C und usz’ = upujuga’. Dies impli-
ziert aber insbesondere ugu; = € — Widerspruch!

Riickrichtung: Wir nehmen an, wir hiatten Ableitungen:
S K agBu | afu au

S ¥ ogBY |- o for’  av

T
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mit w = firsty(u) = firstg(v) und |apf| < |agF’|. Aukerdem gelte die Bedin-
gung (2), wir konstruieren nun einen Widerspruch.

Zuerst einmal ist [B — (3 - ¢, w] ein Rechtsdatum fiir o. Das zweite Rechtsda-
tum gewinnen wir aus der Rechtsableitung von af4'v’. In ihr gibt es einen
Schritt vCy |-, vdod1y mit ydy = v, von dem wir den am weitesten rechts
liegenden fixieren. Dann ist [C' — g-07, w'] mit w’ = first,(y) ein Rechtsdatum
zu o f.

Wir haben auterdem d,y |-* v. Daraus erhalten wir w = first,(v) € firsty(d1y).
Wir haben sogar w € ﬁrst,’:f (01y). Denn wire die Ableitung 6,y |-} v von der
Form &1y |-* Dv |- v, so hatten wir auch v = ~vdy, C = D, y = v, dg = £ und

01 = v wahlen konnen.

AUs der Annahme erhalten wir B = C, §p = ( und 0; = ¢ sowie w = w'.
Zum einen ist dann C' — 9¢d; identisch mit C' — (. Zum anderen wird aus
01y |-F v einfach y |-F v, also y = v. Aukerdem haben wir dann oy = 7.
Damit erhalten wir

S b1 4C |-y 4Bu = agfv

Daraus kénnen wir yCv = a(B'u’ schliefen, was wiederum of, = 7 = ay,
B =C = B,v=1/,also f = [ liefert. O

5.4 LR-Automaten

Konvention: Ab jetzt ist jede Grammatik reduziert und schwach startsepa-
riert.

Wir betrachten den nicht-deterministischen endlichen Automaten Ny (G) ohne
Endzustédnde, der definiert ist durch

Ni(G) = (B U{$}, Bi(G), [, A)
Dabei sei I = {[S — ¢-a,¢| | (S — a) € P}, und weiter sei

A= {([B— Bo-CB,ul, e, [C—e -v,0]|C—veG,v e firsty(Bu) }
U {([BHﬂO'aﬂlau]aaa [Bﬁﬂoa'ﬁhu] IGGEU{$}}

Lemma: Sei G eine kontextfreie Grammatik und k& > 0. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent fiir a € ¥* und [B — ) - 81, u| € Py (G):

1. [B —>ﬁ0 'ﬁl,U] - Pk (Oé)

2. [B — [y - f1,u] ist in Ni(G) iiber « erreichbar.

Beweis: siche Dozenten-Script, Seite 87f. 0J
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Sei Dy (G) ein zu Ni(G) dquivalenter, deterministischer endliche Automat.
Fiir jedes Wort « sei dann dg(«) der Zustand, der in Dy (G) durch Lesen von
a erreicht wird.

Folgerung: Sei G eine kontextfreie Grammatik und £ > 0. Dann gilt fiir
jedes a € X*:

Py (o) = dg(a)

Folgerung: Sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann sind dquivalent:
1. G ist eine LR (k)-Grammatik.

2. Fiir jeden in Dy (G) erreichbaren Zustand ¢ gilt: Falls zwei unterschied-
liche Rechtsdaten [B — (- ¢e,u] und [B' — [y - 01, v] € Py, (o) sind, so
ist u ¢ first?(Gyv).

Folgerung: Fiir eine kontextfreie Grammatik 1aft sich entscheiden, ob eine
gegebene Satzform ein Rechtspréfix ist.

Folgerung: Es ist entscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik
eine LR (k)-Grammatik ist.

Sei nun G eine LR (k)-Grammatik. Wir konstruieren einen deterministischen
Kellerautomaten mit Vorausschau k, regularer Kontrolle und Ausgabe, der
L(G) erkennt. Diesen nennen wir den LR (k)-Automaten fir G (bzw. L) und
bezeichnen ihn mit A® (G).

Der Kellerstartinhalt ist ein Startsymbol c;. Die reguldre Kontrolle ist gegeben
durch Ay (G), der wie folgt abgewandelt wird: Fiir jedes Wort, das nicht mit
cr beginnt, geht der Automat in einen neuen Zustand g;. Fiir jeden Zustand
q und jede Vorausschau u € AS* sind die Transitionen wie folgt gegeben:

e Reduce-Transitionen: Falls [B — (3-¢,u| € ¢, so haben wir eine Reduce-
Transition

(q7u7/67€’B7B_>/8)

e Shift-Transitionen: Falls [B — [y - f1,v] € ¢ mit v € ﬁrst,f(ﬁlu), SO
haben wir fiir jedes a € A eine Shift-Transition

(¢, u,€,a,¢€,¢€)

o Terminaltransitionen: Zusétzlich gibt es noch die Terminaltransition

(Q>€aCISa€75>€)
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Satz: Sei G eine LR (k)-Grammatik. Dann ist A;™ (G) ein deterministischer
Kellerautomat, der dquivalent zu G ist und fiir jedes Wort, das er akzeptiert,
eine umgedrehte Rechtsableitung ausgibt.

Beweis: Daf A;™ (G) deterministisch ist, folgt aus dem Satz {iber Rechtsda-
ten. Man zeigt leicht per Induktion folgende Behauptung fiir alle uv € A*:
Falls (c;,uv) —* (cra,v), so gilt av |-F u. Gleichzeitig wird dabei eine
entsprechende Rechtsableitung in umgekehrter Reihenfolge ausgegeben.

Da bei der Berechnung auf einem Wort der Form v mindestens eine Transition
ausgefiihrt werden mufl, um den Keller zu leeren, kann jede akzeptierende
Berechnung nur enden mit der Terminaltransition. Aus der obigen Behauptung
kénnen wir dann aber u € L(G) schliefen.

*

Fiir die andere Richtung behaupten wir. Es sei S |-% ayBu |-, apfu eine
Rechtsableitung und a3 = yv. Dann gibt es eine akzeptierende Berechnung
ausgehend von (c;v,vu). Wir beweisen diese Behauptung per Induktion tiber
die Lénge der Rechtsableitung und danach |ao3| — |7].

e Induktionsanfang: Wir betrachten die Ableitung S |-, # und wir wollen
zeigen, dafs es ausgehend von (¢;f3, ) eine akzeptierende Berechnung
gibt. Da G eine LR (k)-Grammatik ist, haben wir [S — (-¢,¢] € Py (3),
so dak wir auch (¢;3,e) — (¢;5,¢) haben. Die Terminaltransition fiihrt
dann zum Akzeptieren.

e Induktionsanfang: Wir unterscheiden zwei Félle:

— Falls |apf| = ||, so kénnen wir wie beim Induktionsanfang vor-
gehen und feststellen, daf zuerst einmal (c;opf,u) — (cropB, )
gilt. Aukerdem haben wir (c;a0B,u) —* (¢r,€) nach Induktions-
annahme, was ausreicht.

— Falls |apB3| > |7], so folgt aus der Annahme, dafs G eine LR (k)-
Grammatik ist, dafs keine Reduce-Transition anwendbar ist, da an
einer spéteren Stelle eine Reduktion durchgefiihrt werden kann.
Desweiteren ist deshalb Py (y) # (), was bedeutet, dal wir mit
v = av’ nun auch (¢y,vu) — (¢rya,v'u) haben. Wir kénnen also
die Induktionsvoraussetzung anwenden, um eine akzeptierende
Berechnung zu konstruieren.

Bemerkungen zu ,echten Parsern bzw. Parsergeneratoren (YACC etc.):

e Die Parser vermischen die reguldre Kontrolle mit dem eigentlichen
Kellerautomaten.
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e Parsergeneratoren setzen in der Regel £k = 1. Die vorgeschaltete le-
xikalische Analyse fafit jedoch schon einzelne Buchstaben zu Tokens
zusammen, so dafl ein Token Vorausschau ausreicht.

e In der Praxis werden nach der Analyse hdufig Optimierungen (z.B.
Zustandsreduktion in der reguldren Kontrolle) durchgefiihrt, YAacc
erzeugt beispielsweise LALR(1)-Automaten.

Beispiel: Betrachte die folgende Grammatik:
S —aA|bB A—cAd|le B — cBd|e

Die erzeugte Sprache ist L = {(a + b)c"d™ | n € N}.

5.5 Vorfiithrung: YAcCC

YAacc angeworfen auf eine Grammatik liefert einen Parser fiir die Spra-
che — entsprechende Tools gibt es in zahlreichen Varianten fiir zahlreiche
Programmiersprachen (u.a. JCup fiir Java und Happy fiir Haskell).

5.6 LR (1)-Sprachen

Bemerkung: Jede Sprache, die von einer LR (0)-Grammatik erkannt wird,
ist préfixfrei, d.h. aus u € L folgt uv ¢ L fiir alle v € A*. Damit kann nicht zu
jeder deterministischen Sprache eine dquivalente LR (0)-Grammatik gefunden
werden; aber:

Satz:

(1) Zu jeder strikt deterministischen Sprache gibt es eine dquivalente
LR (0)-Grammatik.

(2) Zu jeder deterministischen Sprache gibt es eine dquivalente LR (1)-
Grammatik.

Beweis von (1): Sei zur strikt deterministischen Sprache L ein Automat A =
(A, C,Q,cr,qr, A) in schwacher Normalform gegeben, der den Anfangszustand
nur am Anfang annimmt. Nun konstruieren wir eine dquivalente kontextfreie
Grammatik G mit folgenden Regeln:

1. S — a fur alle (q7,¢r,a,e,q) € A

2. S — |qr,qla fur alle (q,¢cr,a,e,¢') € A
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[QI7Q] quur (q17617a7617Q> EA

[QI,Q] - <QI,C[C, ql> flir (q/acva75aQ) € A

q,cc,q) — a fir (q,c,a,¢c,q) € A

q,cc,q

/

3

4

5. ¢

6. {(qr,crc,q") — lqr, ¢"]a fir (a”,cr,a,crc,q') € A
7. " —{q,cd,q¢")afir (¢",ca,d,¢) € A
8

<q’ CC/, q/> N <q’ CC/, q//> <q//’ C,C//7 q///> a fur (q///’ C//7 a’€7 q/) c A

Beispiel: Betrachte wieder die Beispielsprache von oben:

Der zugehorige Automat:

a"b*0c"$ + a*b" 1"
(qa7 cr, a, Cra, Qa)
(qcu Cr, b7 Cfb) Qb)
(Qau a, a, aa, Qa)
(qaa a, b7 aba Qb)
(Qb7 b7 b7 bba qb)
(qaa a, 07 a, qO)
(QZH b7 07 b7 QO)
(QG7 a, ]-7 a, (11)
(va b: ]-7 b7 Q1)
(q07 ba €, ¢, q0)
(QO7 a, y (Jc)
(q07 Cr, &, Cr, QC>

Sei das Wort x = aaabOccc$ gegeben.

erzeugter Automat sim. Automat
Schritt | Keller Rest-Eingabe | Keller Zustand
€ aaabOccc$ | ¢ qa
shift a aabOccc$
reduce | (qa,c1a,qa) aabOccc$ | cra qa
shift (qascra,qa) a abOccc$
reduce | (qa, 1@, qa) (qa,aa, qa) abOcec$ | craa qa
shift (qa,cra, qa) {qa, aa, qa) a bOcec$
reduce | (qa, €16, 4a) (qa,aa, qa) (qa,aa, qa) bOcee$ | craaa qa
shift (9a; €1, qa) {qa, aa, qa) {ga,aa, qa) b Occc$
reduce | (¢a,c1a,4a) {¢a,aa, ga) {¢a,aa, ga) {qa, ab, qy) Occc$ | craaab @
shift (4a;s 18, 9qa) (¢a, aa, qa) (da, aa, ga) (da, ab, q») 0 cec$
reduce | (qa,c1a,qa) {qa,aa, qa) {qa,aa, qa) {¢a, ab, qo) cce$ | craaab qo
reduce | (qa,c1@,qa) {qa,aa, qa) (¢a, aa, qo) cee$ | craaa q0

Beweis von Teil (1) in mehreren Schritten:
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1. Zeige: [q1, q] - u genau dann, wenn (g7, u, ¢;) —* (¢, e,¢r) {q,¢c, ') |-*
u genau dann, wenn (g, u,c) —* (¢, &, cc)

2. Es gibt jeweils eine Rechtsableitung mit Satzformen « der folgenden
Form:
e a=S_5
o o =lqr,qlu
e a = (go;coC1,q1) *** (Gr—1, Cr—1¢rGy) u mit go = I und co = ¢1

3. Zeige: Die Grammatik ist eindeutig, d.h. es gibt immer nur eine Rechts-
ableitung.

Folgerung: Alle Rechtssatzformen, d.h. alle Rechtspréfixe, sind von
obiger Form.

4. Zeige, dah G eine LR (0)-Grammatik ist mit Riickgriff auf die Definition.

Beweis von Teil (2): Wir betrachten beliebige LR (0)-Grammatik G fir LS.
Eine solche gibt es nach Satz 1. Konstruiere Grammatik G’ fiir L mit Regeln
P'=PyUPsmit b={B—B€cP|$¢p} Ps={B— 3| B— B%e P}
Zeige dann mit Riickgriff auf die Definition, daft G’ eine LR (1)-Grammatik
fiir L ist.
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