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1 Definitionen
Ableitung, Differenzienquotient

/ o flo) = f(xo) . fzo+h) — f(x0)
f(x) := lim —————= = lim .

T—To T — 2o h—0

Ableitung der Umkehrfunktion

1—1 _ 1
Ableitung verketteter Exponentialfunktionen
() = sy (L) ) + 108 1(0) - (0))

Binomialkoeffizient

(1) = e = [P e Pttt 17 =)

Bernoullische Ungleichung
Va>-1,neNy : (1+a)" > (1+na)
Bolzano-Weierstrass, Satz

In R hat jede unendliche beschrinkte Teilmenge einen Haufungspunkt.
In R hat jede beschrinkte Folge einen Haufungspunkt.

Cauchyfolge (l’n)neN

Ve>0dny € Nmit d(z,,x,) <eVn,m>ng
Konvergent = Cauchy. In R: konvergent < Cauchy.

Dreiecksungleichung
o — 0] <fa] +[b] = |a+b|

Haufungspunkt h von M



Jede Umgebung von h enthélt wenigstens ein x € Mx # h
Jeder Haufungspunkt einer Folge ist Limes einer Teilfolge

Integrationsmethoden

partielle: /fg’ = fg—/f'g

durch Substitution:

Konvergenz, Funktion oder Folge

lim f(x)=a & Ve>03dxg Ve > 20 : |a— f(z)] <e

Tr—00

lim (z,),cy =0 © Ye>03IngVn>ng:la—x,| <e¢

n—oo

Konvergenz, Reihe

x—ZmU <e

v=0

lim va—x & Ve > 0dng Vn > ng :

n—oo

>

v=n

<é€

Cauchy: lim ny—x & Ve > 0dng Vn,m > ng :

n—~oo

Zwv konvergiert = (r,),.y Nullfolge
v=0

Konvergenz, absolute

Za:v konv. absolut < lim Z|xv| exist. = va konv.

n—oo

v=0 v=0
Konvergenz, Majorantenkriterium
> abs. > abs.
M) (Zyv konv.) A <|a:n| < |yl Vn) = ( Ty konv.>
v=0 v=0
Konvergenz, uneigentliche

lim f(z) =400 YueRIzpeR: f(z) >uVa>x

T—00

lim f(z) =—c0o< VueRIzgeR: f(z) <uVax >z

r—00

Konvergenzradius r



>y aix’ konvergiert fiir jedes z € R mit |z| <7
Y ooep @izt divergiert fiir jedes € R mit |z| > r

Leibnitzkriterium fiir alternierende Reihen

(@n),eny monoton fallende Nullfolge = 0 < Z (—1)"a, < ag
n=0

Limes superior und inferior bei H Menge der Haufungspunkte von (z,,), .y

lim sup x,, := max(H) und liminf z,, := min(H)

Mittelwertsatz f in [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar
f(b) — f(a)
b—a
falls f(a) = f(b) : Fxo € (a,b) : f'(xg) =0 (S.v. Rolle)
Mittelwertsatz, Erweiterung g : [a,b] — R integrierbar und g(z) > 0V x

Jxg € (a,b) : f'(x0) =

EIuEDmit/b*fg:f(u)-/bg

Metrik, Eigenschaften der Metrik d
dlz,y) =0 z=y A dz,y)=d(y,z) AN d(z,y)+d(y,z)>d(z,z2)
Stetigkeit

Ve>036>0V(xeD|dx,xg) <9) : d(f(x), f(zg)) <&
Stetigkeit, gleichmafiige

30>0Ve>0V (x e D|d(x,x) <0) : d(f(x), f(x)) <e
Stetigkeit, Folgenkriterium fiir Stetigkeit von f in x:

Fiir jede Folge (2,),,cy in M mit lim,, . (2,,),,cy = © gilt:

Stetigkeit, fiir auf einem Intervall [a, b] stetige Funktionen in R gilt:

f ist gleichmékig stetig
s f(D) ist kompaktes Intervall in R
ist f streng monoton, so ist f~! von f(D) nach [a, b] stetig



Taylor-Satz fiir a < b € D und f" existiert:

30 € (0.0) « 10 = fla) + 3 L= g0+ O gy
.. . o o L (b — a)Z Lo
fiv n=2 ()= fla)+ (b—a) - f'a) + (z0)

2
Taylor-Formel mit Integral

" f0(a : [z — 1)
) = (Zf—,” (@~ a>1> + [ e a

a

Vollstandigkeit

jede von oben beschrénkte nichtleere Teilmenge hat eine obere Grenze
jede von unten beschréankte nichtleere Teilmenge hat eine untere Grenze



2 Reihen

2.1 wichtige Reihen

geometrische Reihe
- L falls |z| <1
So-{
— oo falls |z|>1

harmonische Reihe

1
IR
n
n=1
Binomialreihe
i P\ n (1+2)? falls |z| <1
€T =
— \n +oo  falls |z| > 1
Exponentialreihe

2 133 {L‘4 1;5

PN ot ot a2
e_zom_1+x+2+3!+4!+5!+

Logarithmusreihe fiir |z| < 1 oder z =1

> n 2 3 4
logldz=S (=1L, 2 2 %4
ogl+x ;( ) " x 5 + 3 1
Sinusreihe
00 220+ T
e = 3 (0 Gery) =T 5
Cosinusreihe
o0 g R T R
cosxz%((—l) -(2n)!):1—§+z—ﬁi

Arcustangensreihe fiir [z| < 1 oder x =1

e xanl 5(33 [ES ZL'7
arctgw=2(<—1>”“'m) BRI

n=1



2.2 absolute Konvergenz und Divergenz von Reihen

Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen:

1. ¢ < 1mit {/|a,| < q fir fast alle n

o

dq < 1 mit

Cimy e {an] < 1

an41
n

An41
a

< ¢ fir fast alle n

w

W

Climy, e < 1 und a, # 0 fiir fast alle n

. limsup {/|a,| <1

n—oo

ot

(=}

fntll < 1 und a, # 0 fir fast alle n

an

. limsup

n—oo

(Analoge) Kriterien fiir Divergenz:

1. {/|ay| > 1 fir unendlich viele n
2. a”—:l > 1 fiir fast alle n

3. limy, oo V/]an| > 1

An+41

n

5. limsup {/]a,| > 1

n—oo

4. lim,, > 1 und a,, # 0 fir fast alle n

6. (kein analoges Kriterium)

7. ({/]ay|) unbeschrénkt

An41
an

8. lim,, oo = 400 und a, # 0 fir fast alle n




3.1

3.2

Normierte Raume

Funktionenraume
F(A, B): Menge aller Funktionen f: A — B
B(A, B): Menge der beschrankten Funktionen (Banachraum)
C(A, B): Menge der stetigen Funktionen (Banachraum)
C"(A, B): Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
L(A, B): Menge der stetigen linearen Funktionen
LV) =LV, V)
R(A, B): Menge der integrierbaren Funktionen

Inklusion:

CcCtcBcCF

Normen

p-Norm auf R™:

oo-Norm auf R"™:
(a1, ..., an)|| . = max {|a;| | i =1,...,n}
Supremums-Norm auf B(D,R):
I/l = sup{|f(2)| | = € D}
Operator-Norm auf L(V, W):

laf == inf{c>0] [la(z)| <cllzf| V2 eV}
up { —HT‘S‘?H xeV\ {0}}

= sup{[la(y)| | y € V' \ {0} mit [y[ <1}
Operator-Norm auf R,,,y,:

A =inf{c>0]| [[A-v]| <c-|v| VveR"}
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