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1 Grundlagen

1.1 Logik
1.1.1 logische Zeichen
e A= B (aus A folgt B; A impliziert B; wenn A, dann B)

e A< B (aus A folgt B und aus B folgt A; A und B sind dquivalent /-
gleichwertig; A gilt genau dann, wenn b gilt)

e A:& B (A wird definiert durch B)

e Ine N:n=+2bzw. dpenn = V2 (es existiert ein n aus N, fiir das

gilt: n = \/5)

e Vn € N:n >0 bzw. V,enn > 0 (fiir jedes n aus N gilt: n > 0)

1.1.2 logische Regeln
e ~(Ja:b) < Va: b
e ~(Va:b) < Ja: b

1.2 Mengen
1.2.1 Grundlagen

e Menge, Teilmenge, Element, N C Ny C Z C Q C R C C, leere/nichtlee-
re Mengen, endliche/unendliche Mengen, Betrag/Méchtigkeit, disjunkte
Teilmengen (keine gemeinsamen Elemente)

o Endlichkeit: M endlich < 3n € N: (3a: {1,2,...,n} — M bijektiv).
e Potenzmenge: Menge aller Teilmengen
- P(A) :={U|U € M}

- P({0}) = {0, {01}
- [P(M)] =2



1.2.2 Bildung neuer Mengen

e Sei [ eine Indexmenge und seien M;, i € I, Mengen

o Vereinigung: | = {z|x € M, fireini € I} = My UMy U...

i€l
o Durchschnitt: (| :={z|x € M; firallei e I} =My NMyN...
iel
o kartes. Produkt: Q) := {(z1,...,x.)|z; € My, € I} = My x My x ...
i€l
(Fiir endliche Mengen Ay, ..., Ay gilt: |A; X Ay X ... X A,| = |A1] - | A2 -

A

o Differenz: M\ N := z|x € M ANx ¢ N, eine Differenzmenge M \ N
heifst Komplement von N in M, falls N C M.

e Regeln von de Morgan:

— Sei N C P(M).

— kurzfristige Sondernotation: N := M \ N

M\ N N=UM\N)e N N=UN
NeN NeN NeN NeN

M\ UN=NM\N)e UN=NN
NeN NeN NeN NeN

-~ ACB=BCA

1.2.3 Partitionen/Klasseneinteilungen

Eine Partition (Klasseneinteilung) ist eine vollstédndige Aufteilung einer Menge

in Teilmengen ohne Schnittmengen. Wenn fir NV C P(M) gilt: |J N =
NeN

MA () N=0,soist N eine Partition von M.
NeN

1.2.4 Permutation

Sei A eine Menge mit |A| = n. Die Menge aller n-Tupel (ay, ..., a,) mit a; € A
und a; # a; fiir i # j (paarweise verschieden) hat genau n-(n—1)-(n—2)-...3-2-1

n—1 n
Elemente, also [] (n —¢) = [] * = n! Elemente.
=0 =1



1.2.5 Menge von Tupeln

Sei A eine Menge mit |A] = n. Sei 1 < m < n. Die Menge aller m-Tupel

(a1,...,an,) mit a; € A und a; # a; fiir i # j (paarweise verschieden) hat
n—(m—1))

genaun-(n—1)-(n—2)-....n— (m—1)) Elemente, also =[] z= =]

r=n

Elemente.

1.3 Relationen

Sei M eine Menge. Sei o eine Relation auf M. Dann ist ¢ € M x M. Seien
x,y,z € M.

e Kigenschaften von Relationen
— Reflexivitat: zox
— Symmetrie: xoy < yox
— Anti-Symmetrie: xoyoxr < =y

— Transitivitat: zoyoz < xoz
rsar Die Gleichheit ist eine Relation, die alle Eigenschaften erfiillt.

rst Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heift Aquiva-
lenzrelation (z.B. «).

rat Eine Relation, die reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist, heifst
Ordnungsrelation (z.B. <,>,Q)

r Relationen kénnen rein transitiv sein (z.B. <, >, Q).

1.3.1 Eigenschaft von Aquivalenzrelationen

Definition einer Relation: z v« y 1< (z,y) € Amit A C M x M.
Die zugehorige Aquivalenzklasse: 7 := {y € M|z « y}.
Es gilt fiir alle x,y € M:

(a) z €

by M= 2

zeM

(¢) a b fir alle a,b € T

(d) z=gvang=10



1.4 Abbildungen

Seien M und N Mengen. Eine Abbildung ¢ von M in N ordnet jedem Element
aus M genau ein Element aus N zu, welches Bild heift. z € M ist ein Urbild.
Mit z¢ wird das Bild bezeichnet. Die Zuordnungsvorschrift kann geschrieben
werden als: ¢ : . — xp. Sei T C M. Ty := {xp|x € T}. Spezialfall: o = 0.
M heifst das Bildp.

1.4.1 Spezielle Eigenschaften von Abbildungen

e o heifst injektiv, falls gilt: Jedes Bild besitzt genau ein Urbild (m,n €
M,myp =np = m =n).

o © heilt surjektiv, falls gilt: Jedem Element der Menge N (in der die Bilder
enthalten sind) ist mindestens einem Urbild zugeordnet (Bildy = N).

e o heil’t bijektiv, falls eine Abbildung injektiv und surjektiv ist.
o Genau dann ist eine Abbildung ¢ : A — B zwischen englichen Mengen

A, B mit |A| = | B| injektiv, wenn sie surjektiv sind.

1.5 Folgen
1.5.1 reelle Zahlenfolge

Eine unendliche Folge x1, zo, ..., x, von reellen Zahlen z; wird z. B. bezeichnet
als ()nen oder z. B. (z,)ne123,...-



2 Binomialkoeffizienten

2.1 Definition
Fiir ganze Zahlen 0 < m < nist () := |Pn(A4)| mit |A] = n (Betrag der

n
m
Menge aller m-Elementigen Teilmengen aus einer n-elementigen Menge).

2.2 Spezialfille

G =L =n()=1(")=n
2.3 Die binomische Formel

(@t = 35 () 0m)
Beispiel: (a + b)! = (a +b); (a + b)* = a® + 2ab + b*

informeller Beweis: Sei n > 1. Multipliziere das Produkt (a + b)" = (a + b) -
(a+Db)-...(a+0b) aus. Erhalte eine Summe von Produkten, wobei jedes Produkt
n Faktoren besitzt: a™ - "™ von m = 0 bis n = 0. Wie oft das Produkt
fiir ein festes m vorkommt, ist durch den Binomialkoeffizienten bestimmt -
der Summand a™ - "™ komm so oft vor, wie ich unter den n Faktoren m
auswahlen kann.

2.4 Summe von Binomialkoeffizienten

2= (2)

m=0

2.5 gewohnliche Definition von (77;1)

(1) = "—'), Daraus folgt auch: (") = (" ). Unter einem leeren Produkt

n
m m!-(n—m m

(Produkt mit 0 Faktoren) ist 1 zu verstehen.

BEWEIS:

e Sei A eine Menge mit |A| = n Elementen. Sei T die Menge aller
m-Tupel (ay,...,a,), wobei a; € A und paarweise verschieden (also

Hai,...,am}| = m).

e Definiere eine Aquivalenzrelation v auf 7" durch (a1, ..., ap) (b1, ..., Q) >
{al, ceey am} = {bl, ceey bm}

e Anzahl der Aquivalenzklassen: (:;)
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e Jede Aquivalenzklasse hat genau m! Elemente.

e Also (Klassengleichung) |T] = (") - m!.

e nach (siche oben) ist |T|=n-(n—1)- (n —2)-...- (n — (m — 1)).
e Daher: [T]= (") -m!l=n-(n—1)-(n—2)-...- (n— (m —1)).

= (n) _ n-(n—1)-(n—2)-....(n—(m—1)) __ n!

m m!  ml(n—m)!

2.6 Addition von Binomialkoeffizienten

BEHAUPTUNG: () + (m:Lq) = (7’;‘;11) gilt fiir beliebige n € R, wenn () so

definiert wird, wie in 2.5.

BEWEIS: is so, steht ellenlang an der Tafel

2.7 Das Pascalsche Dreieck

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 d 10 10 3 1
1 6 15 20 15 6 1
Usw.

2.8 Die Bernoullische Ungleichung
(14 a)">1+mnafira>—1und n e Ny
e Firn=0und n=1gilt (1+a)" =1+ na.
e Fira>0undn>2folgt (14+a)*>1+naaus2.3:1-a’-1"+n-a'-
1"t (5) a1+ (5) -a® 1. > 1+ na.

e Beweis von (1 4+ a)” > 1+ na fir n > 2 und a > —1,a # 0 durch
vollstandige Induktion nach n.

Fiir n = 2 ist die Behauptung richtig: (1+a)*> =1+ 2a+a* > 1+ 2a.
Zu zeigen bleibt: Wenn die Ungleichung fiir ein beliebiges n gilt, so mufs
die Ungleichung auch fiir n — 1 gelten.

(14+a)" = (1+a)" ' (1+a) > (1+(n—1)-a)-(1+a) = 1+na+(n—1)-a> >
1+ na.



3 Abbildungen

3.1 Definition, Schreibweise

Seien M und N Mengen. Eine Abbildung ¢ von M in N ordnet jedem Element
aus M genau ein Element aus N zu, welches Bild heiftt und mit z¢ bezeichnet
wird. x € M ist ein Urbild. Die Zuordnungsvorschrift kann geschrieben werden
als: ¢ : & +— xp. My heilst das Bildy. Schreibweisen fiir Anwendungen: x%;
TP; T Pu; pr oder o(z).

Die Gleichheit von Abbildungen «, 6 mit demselben Definitionsbereich M
wird definiert durch: o = 3 : & ax = a2V x € M.

3.2 Allgemeine kartesische Produkte

Sei M eine Menge. Fiir jedes © € M sei eine Menge A, gegeben. Die Menge
aller Abbildungen o auf M mit ax € A, Vo € M wird mit [[ A, bezeichnet

zeM
und das kartesische Produkt der Mengen A,(z € M) genannt.
3.3 Umkehrfunktionen
f:M— f(M)= f7': f(M) — M (f! ist eine Abbildung zwischen

Potenzmengen!)

3.4 die Funktionen der Schulmathematik

Umkehrfunktionen
Winkelfunktionen von Winkelfunktionen
(sin; cos; tan; cot) (arcsin; arccos; arctan; arccot)
Exponentialfunktionen Logarithmusfunktionen
n
Polynomfunktion > (a; - x")
i=0
rationale Funktionen f(x) = %




4

4.1

Geordnete Mengen

Sei M mit einer Menge, < Ordnungsrelation auf M, dann ist M eine
geordnete Menge (Hauptbeispiele: M = R mit <, P(A) mit C).

Eine Menge ist linear geordnet, wenn fiir alle z,y € M gilt: x < y oder
y<uw

Die geordnete Menge M ist wohlgeordnet, wenn fiir jede nichtleere Teil-
menge 7' von M gilt: T hat ein Minimum (z.B. ist R nicht wohlgeordnet,
da (0,1) kein Minimum hat).

Zu jeder Ordnungsrelation gibt es eine duale Ordnungsrelation mit
r<*y:=y <z und M* mit <* ist die duale geordnete Menge zu M
mit <.

Aus der Wohlordnung einer Menge folgt, daf diese linear ist.

Aus a ist Minimum folgt a ist ein minimales Element (siehe 4.1), fiir
linear geordnete Mengen gilt die Folgerung auch fiir die Gegenrichtung

Definitionen

Sei X C M.

Xew = {reX|z<a}
X<, {z € X|z <a}
Xso {z € X|x > a}
Xoy = {zx€X|x>a}

das Mazimum: jedes Element ist kleinergleich dem Maximum (Sei a € M
das Maximum von M. Dann gilt fiir alle z € M: a > x).

das Minimum: jedes Element ist grofergleich dem Minimum (Sei a € M
das Minimum von M. Dann gilt fiir alle z € M: a < x).

ein maximales Element: es gibt kein groferes Element (Sei a € M ein
maximales Element von M. Dann gilt fir alle x € M: 2 > a = = = a).

ein minimales Element: es gibt kein kleineres Element (Sei a € M ein
minimales Element von M. Dann gilt fir alle x € M: z < a =z = a).

obere Schranke: alle Elemente sind kleiner gleich der oberen Schranke
(Sei a eine obere Schranke. Dann gilt fiir alle x € X: x < a)
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untere Schranke: alle Elemente sind grofer gleich der unteren Schranke
(Sei a eine untere Schranke. Dann gilt fir alle z € X: z > a)

obere Grenze/Supremum: die kleinste obere Schranke (Sei a eine obere
Grenze. Dann gilt fiir alle oberen Schranken s: a < s)

untere Grenze/Infimum: die grofte obere Schranke (Sei a eine untere
Grenze. Dann gilt fiir alle unteren Schranken s: a > s)

von oben beschrankt: Es existiert mindestens eine obere Schranke
von unten beschrankt: Es existiert mindestens eine untere Schranke

Intervall: X ist ein Intervall von M bedeutet: x,y € X,z € M,z < z <
y=>z2€X

[u,v] = {re Xlu<z<w}
(u,v] = {reXlu<z<v}
u,v) = {reXlu<z<wv}
(u,v) = {reXu<z<v}

unterer Abschnitt: X ist ein unterer Abschnitt von M bedeutet: z €
XyeMy<z=ycX!

oberer Abschnitt: X ist ein oberer Abschnitt von M bedeutet: z €
XyeMy>r=yec X

Beispiel M = P(A) mit C, sei A C P(M).

A hat die obere Grenze |J U
UeA

A hat die untere Grenze (| U
UeA

P hat das Minimum ()
P hat das Maximum A

Fir A :=P(A)\ {0} hat A als minimale Elemente alle einelementigen
Teilmengen

Fir A := P(A) \ {A} hat A als maximale Elemente alle (|JA] — 1)-

elementigen Teilmengen

I Schade, daf ich hier keinen Stock habe... Moment, was ist denn das hier? Eine Antenne?

Wozu braucht man hier eine Antenne? *zup,

ke



4.2 Vollstandigkeit

Die Eigenschaften (a) und (b) der geordneten Menge M sind dquivalent:
(a) Jede von oben beschriankte nichtleere Teilmenge hat eine obere Grenze
(b) Jede von unten beschriankte nichtleere Teilmenge hat eine untere Grenze

Erfiillt die Menge M die Eigenschaften (a) und (b), so heiftt die vollstindig
(z. B. R ist vollsténdig).

4.2.1 Beispiel zur Vollstindigkeit

Ist Q vollstéindig? Nein, z.B. die Menge {a € Q | a < v/2}: die obere Grenze
in R ist v/2.2 Nehme man nun an, g sei eine obere Grenze in Q selbst. Dann
findet man bei ¢ > /2 immer noch eine rationale Zahl zwischen g und v/2,
damit ist g nicht die kleinste Schranke. Wenn g < v/2 ist, so gibt es noch eine
Zahl dazwischen, damit ist g gar keine Schranke.

4.3 Morphismen

Seien (G, og) und (H,oy) zwei Gruppen. Seien ¢y, g2 € G. Sei f eine Abbil-
dung mit f : G — H. Diese Abbildung f heifst...

e ... Homomorphismus, falls f(g10cg2) = f(g1)on f(ge) fiir alle g1, g2 € G
gilt.

e ... Monomorphismus, falls f ein Homomorphismus und injektiv ist.

e ... Epimorphismus, falls f ein Homomorphismus und surjektiv ist.

o ... Isomorphismus, falls f ein Homomorphismus und bijektiv ist.

o ... Automorphismus, falls f ein Isomorphismus und G = H ist.
Bezogen auf geordnete Mengen gilt:

e ... Homomorphismus, falls ¢ < go = fg1 < fgo fiir alle g1, g0 € G gilt.

e ... Monomorphismus, falls f ein Homomorphismus und injektiv ist.

e ... Epimorphismus, falls f ein Homomorphismus und surjektiv ist.

o fist Isomorphismus, falls f ein Homomorphismus und bijektiv ist.

2 Hinreichend fiir die Erlangung des Ubungsscheines ist die erfolgreiche Bearbeitung
von 99% der Aufgaben. Notwendig ist die erfolgreiche Bearbeitung von 1% der Aufgaben.”
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o ... Automorphismus, falls f ein Isomorphismus und G = H ist.

o ... Anti-Isomorphismus, falls g1 < go = fg1 > fgo fiir alle g1,90 € G
gilt mit bijektivem f.

Schreibweise: H = G < H ist isomorph zu G :< 3 Isomorphismus f : G —
H.
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5 Geordnete Gruppen

5.1 Definitionen
5.1.1 Halbgruppe

Eine Halbgruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G mit
multiplikativer oder additiver Notation ((z,y) — zy oder (x,y) — x + y),
wenn folgendes gilt:

1. (ab)c =a(bc)Va,b,c € G
2. die Halbgruppen, die in der Mathematik interessant sind, haben auch
alle ein Einselement

5.1.2 Gruppe

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G mit
multiplikativer oder additiver Notation ((z,y) — zy oder (x,y) — x + y),
wenn folgendes gilt:

1. (ab)e = a(bc) V a,b,c € G

2. de € G mit ex = x = xe (Anmerkung: es gibt nur ein solches , Finsele-
ment®, schreibe 1 fiir e)

3.VaeGIbeG : ab=ba =1 (Anmerkung: zu jedem a gibt es nur
ein einziges ,Inverses“ b, schreibe a=* fiir b)*

Bemerkungen:
l.ab=1=b=a'=a=0b"
2. ()t =a
3. (ab)™' =a'b! (,a und b téten sich gegenseitig)

4. YV a € G : x+ za ist bijektiv

5.1.3 abelsche Gruppe

Eine Gruppe heiltt kommutativ bzw. abelsch, falls V a,b € G : ab = ba gilt.
Dann wird die Gruppe additiv notiert (mit Nullelement statt Einselement)
mit (z,y) — x +y und a + (—a) = 0; zusétzliche Notation: a — b := a + (—b).

3 Ansonsten sind Vorlesungen nur dafiir da, weil sonst kein Politiker dazu bereit wire,
flir uns Geld zu bezahlen.*
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5.1.4 Potenzen in multiplikativer Notation

Sei G eine Gruppe?, a € G,b € Z. Dann ist a” :=a-a-...-a bzw. bein =0
ist a := 1. Es gelten die ,normalen* Regeln der Potenzrechnung:

® =a -

(]
—
IS
S
N~—
L

I

(@) =

(ab)™ = a™b" bei abelschen Gruppen

5.1.5 Vielfache in additiver Notation

Sei G eine Gruppe, a € G,b € Z. Dann ist n-a := a4+ a + ... + a bzw. bei
n =01st 0-a := 0. Es gelten die ,normalen” Regeln:

e (n+m)a =na-+ma
e (nm)a = n(ma)
e —(na) =n(—a) =(—n)a

e n(a+b) = na+ nb bei abelschen Gruppen

5.1.6 geordnete Gruppe

Eine geordnete Gruppe ist eine abelsche Gruppe G, auf der zusétzlich eine
lineare Ordnungsrelation < definiert ist®, derart daR r Sy < rx+a <y +a
fir alle z,y,a € G gilt (gilt auch mit = statt < oder mit < statt <). Fiir die
Ordnungsrelation werden positiv und negativ als Bezeichnungen iibernommen
(grofser bzw. kleiner als das neutrale Element).

Regeln in additiver Notation:
LaSynd Sy =ax+2Sy+y
2.z <ysSy—x>0
3. x<0& —x>0

4. x <y —x>-—y

4 Potenzen... so wie im zweiten Schuljahr!“

5 Leute die alles ganz besonders prizise haben wollen, ... ja, das kann leicht zu Sadismus
ausarten...
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Regeln in multiplikativer Notation:
LaSynad Sy =ar' Sy
2. r<ysyrt>1
.r<lesr>1

4. <y t>y?t

5.2 Séatze zum Supremum und Infimum
5.2.1 (Anti)-Automorphismen und deren Supremum /Infimum

Die Abbildung o : G — G mit « : & — x + a ist ein Automorphismus der
geordneten Menge G, fiir jede Teilmenge X C G und jedes Element a € G
gilt:

sup{z+a|ze X}) = sup(X)+a
inf{x+a|zeX}) = inf(X)+a

Die Abbildung §: G — G mit a : x +— —x ist ein Anti-Automorphismus der
geordneten Menge G, fiir jede Teilmenge X C G gilt:

sup({—z |z e X}) = —sup(X)
inf({-vlveX}) = —inf(X)

5.2.2 gemeinsames Supremum zweier Teilmengen

Voraussetzung: A, B C G. a = sup(A); f = sup(B). Behauptung: o + =
sup({a+0b|a € Abe B}). Zu zeigen:

l.a+pB>a+bVac A be B
2. ueGu>a+bVaeAbeB=a+<u
Beweis:

1. a < a;b < § nach Voraussetzung fiir alle a, b; mit den oben genannten
Eigenschaften gilt: a + b < a + (3.

2. Fiir alle a € A,b € B gilt: u — a > b. Das heifst u — a ist eine obere
Schranke von B. Damit ist u > a + 3. Daraus folgt: u — § > a. Da dies
fiir alle a € A gilt, gilt es auch fiir das Supremum: v > a + (.
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5.2.3 gemeinsames Supremum mehrer Mengen

Voraussetzung: Sei I = {i € N | i < n} Indexmenge mit n Elementen, sei

A, CGVielmita; =sup(A;) Vie I Behauptung: > o = sup (Z Ai) .
il i€l

(und genauso fiir das Infimum) Beweis:

e Fiir n =1 trivial; fiir n = 2 gilt es nach 5.2.2.

e durch vollstiandige Induktion (steht sehr wirr und klein an der Tafel,
ist relativ trivial)

5.2.4 Supremum eines Produkts

Voraussetzung: A C G, a = sup(A), n € N. Behauptung: n - a = sup({n -
x| x € A}). Beweis: Setzte A’ = {n-a | x € A}. Wende 5.2.3 an mit
A=Ay =...=A,. Dann ist na = sup(A; + As + ...+ A,,)) = sup(U). Damit
geniigt es zu zeigen, daft U und A’ die gleichen oberen Schranken haben.
Betrachte dazu:

1. AACU
2.VueUdse A mitu<s

zua (2):u=a;+as+..+a, OBdA. ist a1 <ay < ... < a,. Setze s =n-a,.
Dann gilt: s > u.

5.3 archimedische Ordnung

Sei a > 0. Dann ist 0 < a < 2a < 3a. G heifit archimedisch geordnet genau
dann, wenn V a > 0 gilt: die Teilmenge Na := {na | n € N} nicht von oben
beschrénkt (und N(—a) ist nicht von unten beschénkt).

5.3.1 hinreichende Bedingung fiir archimedische Ordnung

Satz: Aus der Vollstéandigkeit von G folgt: G ist archimedisch. Beweis durch
Widerspruch: Annahme: G sei nicht archimedisch. Dann existiert a > 0, derart
dak Na von oben beschrénkt ist. Dann existiert ein kleinste obere Schranke
g = sup(Na) (nach der Vollstandigkeit). Wegen a > 0 ist g — a < ¢g und
g — a nicht mehr obere Schranke. Es exitiert also ein Element na € Na mit
na > g — a. Daraus folgt na +a > g = (n+ 1)a > g. Da aber (n + 1) auch
eine natiirliche Zahl ist, kann (n + 1)a nicht groser als die obere Grenze g
sein. Das fiirt zu einem Widerspruch , also ist G archimedisch!
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6 Geordnete Korper

6.1 Definition des Ringes

Ein Ring ist eine (additiv geschreibene) abelsche Gruppe A zusammen mit
einer Multiplikation A x A — A derart daf fiir alle a,b,c € A gilt:

e (ab)c = a(be)
e a(b+c)=ab+ac®
o (b+cja=ba+ca
Bemerkungen:
e Ein Ring heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.

e Beziiglich der Multplikation ist ein Ring u.a. deswegen keine Gruppe,
da es bei der Multiplikation nicht unbedingt inverse Elemente gibt!

e a(—b) = —ab = —a(b) (Beweis fiir den ersten Teil: 0 = a0 = a(b +
(=0)) = ab+a(=b))

6.1.1 Beispiele
o 7

e Menge aller Funktionen von der Menge M in R (F(M,R)) mit f + ¢ :
z— f(x)+g(x); f-g:x— f(z) g(x)
(Nullelement (Neutrales der Addition): x — 0; —f : z — —f(x);
Einselement (Neutrales der Multiplikation): 2 — 1, kommutativ)

e Menge aller Funktionen von der Menge M in R (F(M,R)) mit f +
g:z — f(x)+g(x); fog:xz — f(g(x)) (Nullelement (Neutrales
der Addition): x — 0; —f : + — —f(z); Einselement (Neutrales der
Multiplikation): idg, nicht kommutativ)

o A:= {0} ist ein Ring!

6Konvention: Punkt- vor Strichrechnung
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6.2

Definition des Korpers

Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring K mit Einselement 1 # 0, derart daf
jedes Element a # 0 von K ein multiplikatives Inverses a ! hat. Bemerkungen:

6.3

Fiir a # 0 # b ist auch ab # 0.

a0 =a(0+0) = a0+ a0 =0 und Oa =0
Bezeichnung: § := ab! fiir alle b # 0 mit ,normalen “Regeln der
Bruchrechnung

Charakteristik eine Korpers siehe Lineare Algebra

Interessant: Korper der rellen, komplexen und rationalen Zahlen, andere
Félle eher uninteressant

Definition des geordneten Korpers

Ein geordneter Korper ist ein Kérper K zusammen mit einer linearen Ord-
nungsrelation < derart dak fiir alle z,y € K gilt:

r <y < r+a < y+a (d.h. beziiglich der Addition ist K eine geordenete
Gruppe)

r <y < xa < ya fir positive a

Bemerkungen /Regeln:

r <y r+a<y+a (echt kleiner)

r <y < za < ya (echt kleiner) fiir positive a

a positiv i< a > 0

a negativ : & a < (

ab > 0 fiir positive a, b

ab < 0 fiir negative a, b

ab < 0 fiir ein negatives und eine positives Element
a? ist positiv

das Einselement ist positiv
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e a positiv = a~! positiv

1

e a negativ = a~ negativ

e Die Menge K. der positiven Elemente von K ist beziiglich der Multi-
plikation eine geordnete Gruppe.

6.4 Definition: archimedischer Korper

Ein Korper K heife archimedisch genau dann, wenn K (d.h. die geordnete
Gruppe beziiglich der Addition) archimedisch ist; d.h. fiir jedes positive
Element a € K hat die Menge Na := {na | n € N} keine obere Schranke.

e Die Folge a,2a, 3a, ... ist streng monoton wachsend (d.h. a < 2a < 3a <
da < ...)

e Hinreichend fiir K archimedisch ist, die Bedingung fiir a = 1 zu zeigen.

6.4.1 weitere Satze zur Vollstandigkeit

Sei K ein vollstdndiger Korper. Aus der Vollstéandigkeit von K folgt: K
ist vollstandig und K+ und K- sind archimedisch. Ist K vollstindig, so
ist fiir jedes a > 1 die Folge a,a?, a® a*,... von oben unbeschrinkt (und
a < a® < a® < a%). Die Folge a™! > a2 > a™3 > ... ist fiir jedes a > 1 nach
unten unbeschriankt in Kvq, d.h. 0 = inf{a"',a7%,a73,...}.
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7 Eigenschaften des Systems R der reellen
Zahlen

R ist ein vollstdndig angeordneter Korper
e N={1,1+1,1+1+1,...}
e Z=NU{0}U—-N
e Q={%mecZnecN}

7.1 Satze zur Ordnungsrelation

l.o<yer+a<y+a (bzw. <)

2. z<yNa<b=z+a<y+0b(zT. auch <)
J.rx<yey—xz>0

4. 2<0& -2 >0

D. x <Yy —xr > —yY

6. * <y < zra < ya (fiir positive a)

r<yAa<b= za < yb (fiir positive a,b)

o X

r<ysi>1
9. 1<l 1>1

10 z <y &

8]~
V

Bezeichnung: Menge der positiven reellen Zahlen P := R

7.2 ,Vererbung* von Grenzen/Schranken

Aus den oben genannten Eigenschaften folgt: Fiir Teilmengen X C R oder
X C P gilt:

e Genau dann ist b € R obere Schranke/obere Grenze, wenn —b untere
Schranke/untere Grenze von —X ist.

e Genau dann ist b € R obere Schranke/obere Grenze, wenn b~' untere
Schranke/untere Grenze von X ! ist fiir b > 0
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e Genau dann ist b € R obere Schranke/obere Grenze, wenn b + a obere
Schranke/obere Grenze von X + a ist fiir a,b > 0.

e Genau dann ist b € R obere Schranke/obere Grenze, wenn ba obere
Schranke/obere Grenze von Xa ist fiir a,b > 0

7.3 Archimedes etc.

e Fiir jedes x > 0 ist die Folge 1z, 2z, 3x, 4x, ... streng monoton wachsend
und von oben unbeschrankt.

e Fiir jedes # > 1 ist die Folge x!, 22, 23, 2%, ... streng monoton wachsend
und von oben unbeschrankt.

o Ist x1, 9,23, ... irgendeine (streng) monoton wachsende Folge positiver
Zahlen. Dann ist die Folge der Kehrwerte (streng) monoton fallend.

e Ist die (streng) monoton wachsende Folge positiver Zahlen xy, 25, x3, ...
unbeschrankt, so ist die Folge der Kehrwerte in P von unten unbe-
schrankt; aber 0 ist das Infimum der Folge der Kehrwerte.

e Die Zahl 0 ist Infimum der Menge der Kehrwerte der natiirlichen Zahlen
({17 %’ %7 i’ })

e 7u jeder positiven Zahl ¢ existiert ein n € N mit % <e.

7.4 Definition von dicht

Zu reelen Zahlen x < y existiert eine rationale Zahl a € Q mit z < a < y. Q
heiftt damit dicht in R.

Beweis: Wegen y — x > 0 existiert ein n € N mit n(y — z) > 1. Also existiert
ein m € Z mit nx < m < ny. Damit folgt: x < ™ < y. Somit gibt es eine
rationale Zahl zwischen beliebigen x und y.

Folgerung: Fiir jede reelle Zahl” u € R ist u = sup Q., und v = inf Q,,.

Satz: Sei n € N. Die Funktion f: P — P mit f : x — 2" ist streng monoton
wachsend und bijektiv.

BEWEIS:

1. streng monoton wachsend: Sei 0 < z < y. Dann ist ™ < y™.

7.Das R gibt es nur einmal, das ist so eine Art Naturkonstante, das hat der liebe Gott
so gewollt. Und dann hat der Mensch auch die Verpflichtung, sich damit zu beschéftigen.“
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2. Vorbermerkung: Fiir X C P und b = sup(X) bzw. b = inf(X) gilt:
b" = sup(X™) bzw. b" = inf(X")

surjektiv: Sei jetzt u € P. Gesucht: w € P mit w" = u. Wir diirfen v > 1
annehmen (da u < 1= 1 > 1). Setze X := {z > 1|2" < u}. Die Menge
ist nicht leer (1 € X) und von oben beschriankt (z < 2™ < u), damit
kann die Vollstandigkeit verwendet werden.

Damit hat X eine obere Grenze w. w" = sup(X™) < u. Annahme:
w™ < u. Betrachte a > 1; w < wa = sup Xa Dann existiert ein x € X
mit za ¢ X. Also ist (za)” > u. Damit ist " > 2 > - > 1. Also
existiert ein g > 1 mit a” > g fiir alle a > 1.

7.5 Potenzen mit rellen Exponenten

zunéchst rationale Exponenten: Fiir ¢ = 2 und a > 0 setze a? = ({/a)™. Fiir

alle p,q € Q und a,b > 0 gilt: a?™? = aPa?; a?? = (aP)?; (ab)? = a?b?. Problem:

Uneindeutigkeit der Darstellung von rationalen Zahlen (¢ = = = 2)

Erweiterung zu reelen Exponenten: Gesucht ist eine Definition von a” fiir
xr € R. Fiir alle diese x ist ¢ = supQ., und x = inf Q-,. Zudem gilt:
sup{a?l¢ < z} < inf{a?q > z}. Es gilt sogar die Gleichheit, setze dann
a® = sup{a?|q < z} = inf{a?q > z}.
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8 Konvergenz reeller Zahlenfolgen

8.1 der Betrag einer reellen Zahl, Dreiecksungleichung

Der Betrag einer reelen Zahl: |a| = a fiir a > 0, |a| = —a fiir a < 0. Klar:

o =0 a =05 ab] = Jal o |5 = I

Dreiecksungleichung: |a +b| = |a — b| < |a| + |b]; BEWEIS: Fallunterschei-
dung:

e beia,b>0gilt: [a+bl =a+b=|a|] + b
e beia,b<0gilt: |a+b =—(a+b) =(—a)+ (=b) =|a] = |b|

e beia <Oundb>0unda+b<0git: [a+b =a+b<a+b+(-2b) =
a+(=b) = |a| + 0]

ebeia < Ound b >0und a+b > 0 gilt: [a+b] = —(a+0) <
—(a+0)+(2a) = a+ (=b) = [a] + |0]

e analog fiir b < 0 und a > 0

8.2 Induktive Definition einer Folge

Eine Folge® x1, 22, 23, ... ist definiert durch:

1. gebe 1 an (etwa x; = 5)

2. gebe an, wie ich z,4; aus x, erhalte (etwa durch z,,, = 2z, — 1)
bzw. allgemeiner:

1. gebe xy bis zp an

2. gebe an, wie ich x, .1 aus x, bis x,,, erhalte

Sie wird notiert als (z,)nen. Beispiel: Fibonaccifolgen: Vorgegeben seien
x1, 29 € R. Die Fibonaccifolge ist definiert fiir alle n € N mit n > 3 definiert
als x, = x,_1+x,_2 (bedeutend z.B. in der Linearen Algebra als Vektorraum)

8Folge bedeutet immer unendliche Folge
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8.3 Beschranktheit

e Eine Teilmenge X C R heilst beschrankt, wenn gilt: 4 a,b € R mit
a<x<bVaxecX.Dies ist dquivalent zu: 3 ¢ > 0 mit |z| < cVx € X.
Dies ist dquivalent zu: 3¢ >0 und v € R mit |u —z| < c¢Vz € X.

e Eine Funktion f : D — R ist beschréinkt genau dann, wenn f(D)
beschrankt ist.

e Eine Folge (z,)nen ist beschrankt genau dann, wenn {z,|b € N} be-
schrankt ist.

e Bemerkung: Die Vereinigung von endlich? vielen beschrinkten Teilmen-
gen (C R) ist beschrankt.

8.4 e-Umgebung

Zahlen, die von einer Konstante ¢ maximal den Abstand a haben, liegen in
Ua) == (a—e,a+e)={xr € R| |z —a|] <e}. Sei (x,) eine streng monoton
steigende und beschrénkte reelle Folge. Setze a = sup{z,, | n € N}. Dann gibt
es zu jeder reellen Zahl € > 0 eine Zahl m € N mit |a —x,| < eV n > m.
(analog mit fallend).

8.5 Limes

a heifit Limes von (z,) genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein m € N existiert
mit |a — x,| < € Vn > m. Schreibe lim,,_., x,, (kurz: limz,, oder z,, — a.

lim (zy)pen =a < Ve>0ImVn>m:ja—x,| <e

n—oo

Satz: Es gibt hochstens ein a. BEWEIS: Seien a, b Grenzwerte der Folge (x,,)
und a < b. Setze ¢ = %5, Dann existiert ein n, so daf |a — z,| < € und
|b — z,| < e. Damit erhalten wir: b —a = [b—a| = |(b—x,) — (a — x,)| <
b—x,| +]a—x,] <26 =b—a,alsob—a < b— a. Damit gibt es nur einen
Grenzwert.

Beispiele:
o lim, oo - =0
o lim, o(—1)"-1 =0

Eine Folge heifst konvergent, wenn fiir sie ein Limes existiert.

9nach einem Hinweis auf einen Fehler an der Tafel: ,Wenn ich Sie in der Mensa, treffe,
geb’ ich Thnen ein Bier aus!* (Gibt’s in der Mensa Bier?!)
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8.6 Beschranktheit konvergierender Folgen

Eine konvergente Folge ist beschrénkt: Sei (x,) eine Folge. Sei a = lim z,,.
Dann existiert ein m € N mit |a — z,,| <1V n > m. Also ist {x,, | n > m}
beschréankt.

8.7 Nullfolge
Eine Folg eheiftt Nullfolge, wenn ihr Limes gleich 0 ist. Das bedeutet, zu jedem

e > 0 existiert ein m € N mit |z,| < eV n >m. Also gilt: a = lim,,_ x, &
(a — x,) ist eine Nullfolge.

8.7.1 Rechenregeln
1. Sind (z,) und (y,) Nullfolgen, so ist auch (z, + y,) eine Nullfolge.

2. Ist (z,) eine Nullfolge und (y,) beschrénkt, so ist auch (z,y,) eine
Nullfolge.

BEWEIS:

1. Sei e > 0 gegeben. Es existiert ein m € N mit |z,| < eV n > m und
ein m’ € N mit |y,| < eV n>m' Sei mpe = max(m,m’) Es folgt:
T + Yn| < [@n| + |yn| <26V 02> Mg

Anmerkung: Ob der Beweis fiir € oder xe mit x > 0 gezeigt wird, ist
egal. Im Zweifelsfall wird m bzw. m’ so gewahlt, dak |z,| fiir alle n > m
kleinergleich £ ist.

2. Es existiert ein ¢ > 0 mit |y, | < c fiir alle n. Sei wieder € > 0 gegeben. Es
existiert ein m € N mit |z,| < eV n > m. Es folgt: |z,yn| = |2a] [yn] <
ceVn>m.

8.8 Limes von mehreren konvergenten Folgen

VORAUSSETZUNG: Sei a = limz,, und b = limy,,.

BEHAUPTUNG:
1. a+b=Ilimzx, +y,
2. ab =limx,y,
3. a? = limad fiir alle ¢ € N

BEWEIS:
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L. zu zeigen: ((a +b) — (2 + Yn)),en ist eine Nullfolge. 2z, = (a +b) —
(Xn + yn) = (@ — x,) + (b — y,). Wie eben gezeigt, ist z, als Summe
zweier Nullfolgen ebenfalls eine Nullfolge.

2. zu zeigen: ((a — ,)(b — Yn)),en ist eine Nullfolge. z, = (ab — ay, —
b, + Tpyn = ab — Ty, + (2 — a)yn + (Yo — b)x,. Die beiden hinteren
Summanden sind Nullfolgen. Die Folge (ab — x,yn),,cy ist eine Nullfolge,
d.h. lim z,y, = ab.

3. zuriickzufiihren auf das Produkt von Folgen

8.9 Uneigentliche Konvergenz

lim z, =too <oz, > +0 & VueRdmeR :z,>uVn>m

n—oo

lmz,=-c0sx, > —00 & VueRIdmeR: z, <uVn>m

n—oo

Regeln:
e Ist limx, = oo und (y,),,cy beschrinkt, so ist auch lim z,, + y, = oo.

e Ist limz, = oo und existiert ein ¢ > 0 mit |y,| > ¢ V n, so ist auch
limz, + v, = oo.

e Wenn z, # 0V n und a # 0, gilt: % :limﬁ bei a = lim,,_,o0 Zp,-
° limxn20©1imi:oound limxn:oo@hmizo

zu den letzten beiden Satzen:

o Es gilt: % — i = (z, —a)- é . xin Da (z,, — a) eine Nullfolge ist, reicht

es zu zeigen, dafs i beschrinkt ist (wie oben gezeigt). Sei etwa a > 0.
Dann existiert ein € > 0 mit s := a — ¢ > 0 Fir alle bis auf endlich viele
xy, gilt: s < x, < Z. D.h. % > é > % (nur mit Zeichnung logisch, aber

offensichtlich)
e Setze ¢ := 2 > 0. Dann existiert ein m mit |z,| < ¢ fiir alle n > m.
Also |- =+ >1=u.
Tn |Zn €
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8.10 wichtige Folgen

1. lim,,— % = 0 fiir jedes rationale ¢ > 0
2. lim, o /a =1 fiir jedes a > 0

3. lim, o /0 =1

4. lim, o a™ = 0 fiir alle @ mit |a| < 1

5. limy, oo = Z—: = 0 fiir alle ¥ € N und @ mit |a| > 1.1°

BEWEIS:

1. Es geniigt zu zeigen: lim,,_.,,n? = oco. Die Funktion R.y — R mit
x +— x4 ist streng monoton wachsend und unbeschrankt. Also Die Folge
(n7),,cn ist streng monoton wachsend und unbeschrankt.

2. Die Folge ist fiir a > 1 streng monton fallend.

Beweis: {/a < "/a. Daraus folgt: (/a)" < (" /a)"™' = a- a <
a=Ya<l=a<l.

Es bleibt fiir a > 1 zu zeigen: 1 ist untere Grenze. Annahme: 3b > 1
mit b < Ya V n. Es folgt: " < a V n € N, Widerspruch! Der Fall a = 1
ist trivial, der Fall a < 1 ist analog mit +.

3. zwel Beweise:

(a) Zeige genauer: Die Folge ist ab n = 3 streng monoton fallend und
1 ist untere Grenze.

(b) Setze x, := Yn—1Vn (z, >nVn>2). Zu zeigen: (z,)nen ist

10 Mich interessiert an der Mathematik nicht, wo man sie anwendet, sondern nur der
Spafs, den man damit hat!“
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eine Nullfolge.

14+ z,)"
()
= . 'TTZ
: i
1=0
n
> 1 2
+ 2)xn
1 2
n—1 > §n(n—1) x,
na?

1 >

2
v
r < —
n
Die Folge <\/%) ist monoton fallend mit unterer Grenze 0.
neN

Also ist lim,,_. z,, = 0. Das heifst:

/2
Ve>0 dmeN:y//—<e Vn>m:x,<c¢
m

4. Fiir a # 0 ist die Folge (|a|"),cny = (Ja"]),cy streng monoton fallend
mit unterer Grenze 0.
5. Es darf @ > 1 angenommen werden. Zu zeigen: lim,,_ .., = Z—Z = 00.
Setze b=a—1> 0. Firn > 2k gilt: n — k > %n und daher
a* = (1+0b)"

n
b
- <k+1)

nn—1)...(n— k‘)karl

(k+1)!
> (ﬁ)kﬂ.ﬂ
= 9B THE
a® bk+1
nk "(2k+1(k+1)!)
bk+1
© T (k1)

— > nc
n
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8.11
Sei a
1.
2.

3.

Sei nun u > 0 gegeben. Es existiert ein m € N mit m > 2k und mc > u
(Archimedes!). Fiir alle n > m ist dann % > nc > mc > u.

= limx,,b € R. Es gilt:
Tp <bVn=a<hb.
Tp>bVn=a>b

b=limy,,z, <y, Vn=a<b

Es gentigt zu zeigen: Es gilt fiir fast alle (d.h. fiir alle bis auf endlich viele).

8.12

Seil a

Einquetschungssatz

= limx, = limz, und aukerdem z, <y, < z, V n. Dann ist (y,),cy

konvergent mit Limes a.

8.13

Beispiele

- existiert ein Grenzwert

. . . . 2n+1
Gegeben sei die Folge ($n2)neN mlf Ty 1= 3
n

55 + 375, der hintere Summand geht gegen

0, fiir den vorderen Summanden betrachte die inverse Folge % Diese

wird wieder zerlegt in % — S_Z Der vordere Summand geht gegen null,

der hintere gegen —g, die ganze Folge daher gegen den Kehrwert, also
2

gegen —z.

fiir n — 00? Zerlegung:

Gesucht ist der Grenzwert lim,,_,.. vVn? + an + b — n. Betrachten wir
L(vn? + an + b—n)(vn? + an + b+n) = a+2. Esfolgt: vn? + an + b—

n=_(y/14+ %+ L5 +1)"" (a+2). Der hintere Faktor geht geben a, der

vordere gegen 27!, das Produkt also gegen 5

Ein wichtiges Beispiel: Die Folge (z,)nen mit @, := (1 + )™ ist kon-
vergent, der Grenzwert ist kleinergleich 3, genauer: Streng monoton
wachsend mit x,, < 3.
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1 nn—-1 nn—-1)mnN-2) nn-—1)(n—-2)(n—23)
-1 L=
o njL 2n? n-2n-3n n-2n-3n-4n
1 1
< 1 1 - )2 ~\3 ~\n—1
+ +2+( ) +(2) + +(2)
1—(3)?
N
)
— 1492=

(mit geometrischer Reihe: 3277 ¢ = 111(1; )

e Sei lim,_.o = a und z, > 0. Dann gilt lim,_. \/Z,, = v/a. BEWEIS:
Erster Fall: a = 0. Sei € > 0. Es existiert ein m mit |xx| < &2V n > m.
Daraus folgt: |\/a:_n’ < eV n > m. Zweiter Fall: a > 0. Zu zeigen:
Va—y/z, — 0. Es gilt: (va—/z,)(va+/T,) = a—x,. Da a—x, gegen
0 geht und der Faktor (y/a + \/Z,,) grofer als 0 ist, folgt: /a — /z, =

Tt o= Mit (8.7.1) und der Beschrénktheit von m (durch \/La und

0) folgt: v/a — /Z, — 0.

e Sei X C Rmit 0 ¢ X. Dann gilt: (X und {1 | 2 € X'} sind beschréinkt)
< (de,d>0mit c <x <dVaxe X). Eine solche Teilmenge X heifst
(bei Bender!) positiv beschrankt.
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9 Metrische Raume; Haufungspunkte

9.1 Vorbemerkung
Fir x,y € R setze d(z,y) = |x — y| (Abstand). Dann gelten folgende Regeln:

L. dz,y) =0 x=y

2. d(z,y) = d(y, »)

3. d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2)
Beweis: Setze a = x —y und b=y — z; Es gilt: |[a + b < |a|+ 0] & |z — 2| <
[z =yl + |y — 2|
9.2 Metrischer Raum

Ein metrischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einer Abbildung
d: M x M — Ry mit den Eigenschaften aus (9.1). Hauptbeispiel: R.

9.3 Umgebungen, Beschranktheit

e Sei M ein metrischer Raum, X C M, a € M. Definition: U.(a) :=
{z € M| d(z,a) < e} (wobei € > 0) ist eine e- Umgebung von a (bzw.
ein Kreis um a mit dem Radius ¢).

e X ist eine Umgebung von a genau dann, wenn ein € > ( existiert mit
U.(a) € X. Aquivalent dazu ist die Bezeichnung: a ist ein innerer Punkt
von X. Definitionen fiir duflere Punkte und Randpunkte folgen spater
genau.

e X heifst beschrénkt genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert mit d(z,y) <
cVz,ye X. (dh. X ist Teilmenge eines Kreises)

e a ist Haufungspunkt von X genau dann, wenn jede Umgebung von
a unendlich viele ,,Punkte* von X enthélt. Es geniigt hier auch: Jede
Umgebung von a enthélt wenigstens ein Element aus x € X mit z # a.

9.4 Folgen im metrischen Raum, Cauchy

Sei M ein metrischer Raum.
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(Zn)nen Folge in M; a € M. a heifst Limes von (x,) genau dann, wenn
zu jedem € > 0 ein m € N existiert mit d(a,x,) <eVn >m.

lim (2,)pen = a < Ve >03ImV¥n>m:d(a,z,) <e
Analoge Formulierung: Jede Umgebung von a enthélt fast alle Glieder
der Folge

e a ist ein Haufungspunkt von (x,),en genau dann, wenn jede Umgebung
U von a unendlich viele Glieder!! der Folge enthihlt.

e Beispiel: Die Haufungspunkte der Folge (in R) 12121212 ... sind 1
und 2; die Folge der natiirlichen Zahlen hat keine Haufungspunkte.

e Eine Folge (z,)nen in M heifst konvergent genau dann, wenn sie einen
Limes besitzt.

e Eine Folge (x,,)nen in M heifit beschrinkt genau dann, wenn { x,, | n € N}
beschrankt ist.

e Die Folge (x,)nen heift Cauchyfolge genau dann, wenn zu jedem & > 0
existiert ein m mit d(x,,x,) < € V p,q > m. Gleichwertig: zu jedem
€ > 0 existiert ein m mit d(z,,,z,) < eV q>m.

® Sei (2 )nen eine Folge in M. Eine Folge (yy),,cy ist eine Teilfolge von
(Zn)nen genau dann, wenn es natiirliche Zahlen j; < jo < j3 < ... gibt

mit y1 = x;,, Y2 = Tj,, Y3 = Tj,, .... Beispiele: Die Folgen der Quadrat-
zahlen und der Primzahlen sind Teilfolgen der Folge aller natiirlichen
Zahlen,

9.5 Grundregeln

Sei M ein metrischer Raum.
1. Eine Folge in M hat hochstens einen Limes.

2. a ist Haufungspunkt von (x,),eny genau dann, wenn a Limes einer
Teilfolge ist.

3. Wenn (z,,),en konvergent ist, ist sie eine Cauchyfolge.

4. Wenn (x,,),en eine Cauchyfolge ist, ist sie beschrankt.

"Uhzw. unendlich viele durch ihre Indizes unterscheidbare Folgeglieder
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D.

Wenn (z,)nen eine Cauchyfolge ist und a Haufungspunkt von (z,,)nen
ist, ist a@ der Grenzwert der Folge.

a ist Limes von () nen genau dann, wenn (d(a, z,,)),,c €ine Nullfolge ist.
Aquivalent dazu: es existiert eine Nullfolge (y,), oy in R mit d(a,z,) <
ly,| fiir fast alle n.

a ist ein Haufungspunkt der Folge (z,)neny genau dann, wenn a Hau-
fungspunkt der Menge {z,, | n € N} ist oder die konstante Folge (a)
eine Teilfolge von (x,)nen ist.

neN

8. Sei X C M. Wenn a ein Hiaufungspunkt von X ist, existiert eine Folge
in X, deren Grenzwert a ist'?.
BEWEIS:
1. Zu a,b € M mit a # b existieren Umgebungen A und B mit AN B = (.

2.

Wenn a Limes einer Teilfolge ist, ist a trivialerweise Haufungspunkt von
(Zn)nen- Andere Richtung: Annahme: a ist Haiufungspunkt der Folge
(Zn)nen- Damit gilt: Us enthélt unendlich viele Folgenglieder. Definiere
eine Teilfolge (yn)neNn:: (75,) ey J1 = 1 und jny1 = die kleinste
Zahl p > j, mit d(a,x,) < n+r1 Es gilt: d(a,y,) < * fiir alle n. Also:
lim,, .o ¥ = a.

Sei ¢ > 0 und a = lim,_, z,,. Dann existiert ein m mit d(a,z,) <
e V'n > m. Erhalte d(z,,z,) < 2¢ V¥ p,q > m.

Im:d(xp,x,) <1V p,q>m.Dannn ist {z, | n > m} beschrénkt.

Sei e > 0. Es existiert ein m mit d(x,, x,) V p, ¢ > m. Es existiert ein p >
m mit z, € U(a). Dann ist d(a, z,) < 2¢ V ¢ > m (Dreiecksungleichung,
d(a,z,) < e und d(zy, x,) <€)

Siehe Definition von Limes
(nur miindlich)

Fiir jede n € N wihle x, € X mit x,, € U1(a). Betrachte die Folge der
Absténde d(a,z,) < L, dann ist a Grenzwert'?.

12 Warum schreibe ich das so kompliziert auf? Moglicherweise laufe ich zu viel in den
Ubungsgruppen herum...”
13Sprechstunde: Di 2 — 14 (das kann man doch kiirzen!) und Mo 2 — 3 — 14 (also -37)
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9.6 Satz von Bolzano-Weierstrass

1. In R hat jede unendliche beschrankte Teilmenge einen Haufungspunkt.

2. In R hat jede beschrankte Folge einen Haufungspunkt.

BEWEIS:

1. Sei X C [a,b] mit a,b € R und a < b. Definiere (simultan induktiv) zwei
Folgen in R mit a1 < as < ag < ...und by > by > by > ... mit a, < by,
bpi1 — Qpi1 = % - (b, — a,,) und X N [ay,, b,] ist unendlich fiir alle n.

Setze a; = a und by = b. Seien aq, ..., a, und by, ..., b, bereits definiert.

Setze m := a, + 5% (Mittelpunkt des Intervalls).

(a) X N [ay,,m] ist unendlich. Setze a1 = a, und b, 11 = m.

(b) X N [m,b,] ist unendlich. Setze a,, 1 = m und b, 11 = b,,.
Erhalte also eine Folge von Intervallen (Intervallschaltelung) mit [a,,, b,] D
(@1, bpy1] und limy, oo (b, — a,) = 0 und | X N [a,, b,]| = occ.

Dann gilt fiir alle 4,7 : a; < b;. Also: lim,, .o a; = u = sup{a;} <
inf{b;} = v =lim, .o b;. Zudem ist (b, — a,) = 5= (b — a) Nullfolge.
Also ist u = v!

BEHAUPTUNG: u ist Haufungspunkt von X. Zu zeigen: Zu € > 0
exsitieren unendlich viele + € M mit x € U.(u). BEWEIS: Es existiert
ein n mit b, — a,, < €. Dann ist U.(u) > [by, a,]. Damit gilt: M N U.(u)
unendlich.

Beispiel: v = sup{a; | i} Dann: v € [an,b,] V n € N. Zu jedem
e>0dnmit b, —a, <e (dh. [a,,b,) C U(u)).

2. Sei (x,,)nen beschriankt. Setze X = {z, | n}.

(a) |X|= oo, wende (1) an

(b) X endlich. Dann hat (z,)nen konstante Teilfolge (a)
Héaufungspunkt.

nens also ist a

9.7 Konvergenz von Cauchyfolgen

In R konvergiert jede Cauchyfolge.

BEWEIS: Cauchyfolge mit (9.6) = beschrénkt; mit (9.6) = 3 Haufungs-
punkt a; mit (9.5) = a ist Limes.
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9.8

abgeschlossen

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heiflt abgeschlossen, wennn sie alle
ihre Haufungspunkte enthalt.

Beispiel: In R ist jedes Intervall [a,b] (kompaktes Intervall) abgeschlossen,
jedes Intervall (a,b] o.4. ist nicht abgeschlossen, da a Haufungspunkt ist,
jedoch nicht zum Intervall gehort.

Allgemeine Regeln:

1.

2.

Jeder Schnitt von abgeschlossenen Teilmengen ist abgeschlossen.

Jede Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen ist
abgeschlossen.

Die Menge H aller Haufungspunkte einer Teilmenge X ist abgeschlossen.

Die Menge H aller Haufungspunkte einer Folge (x,,),en ist abgeschlos-
sen.

Bezeichne X := X U H (sieche 3.) als den Abschluf von X, er ist
abgeschlossen. H ist dicht in X.

BEWEIS:

1.

Sei D := ((A;, h € H(D). Zu zeigen: h € D. Es gilt: D C A;, ein
icl

Héaufungspunkt von D ist also automatisch ein Haufungspunkt von A;,

da aber alle A; abgeschlossen sind, liegen die Haufungspunkte in A;.

Sei V:=|J A;, h € H(V). Zu zeigen: h € V. Annahme: h ¢ V| dann
i€l

folgt: h ¢ V.= h ¢ H(A;), H(A3),.... Dann existieren Umgebungen

Uy, Us, ..., U, von h, bei denen U; N A; endlich ist. U := [ U; ist Umge-

iel
bung von h und U NV endlich, damit ist h ¢ H(V).
Sei a ein Haufungspunkt von H. Zu zeigen: a € H, d.h. a ist Haufungs-
punkt von X. Sei U ein Kreis um a. Dann existiert ein h € H mit h € U.

Es existiert ein Kreis V und H mit V' C U. Da h Haufungspunkt von
X ist, ist |V N X| = oo und insbesondere |U N X| = co.

Annahme: ¢ Hiufungspunkt von X und @ ¢ X. Dann: a ¢ X, a ¢ H,
also ist a kein Haufungspunkt von X und kein Haufungspunkt von H.
Es existiert eine Umgebung U von a mit U U X = () und eine Umgebung
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V von a mit VUH = (. Dann ist (UNV)N(XUH)=0.Da (UNV)
jedoch eine Umgebung von a ist, ist der Schnitt wieder eine Umgebung
von a, die aber keine Elemente enthélt, also kann a kein Haufungspunkt
von X sein!

9.9 Teilmenge eines Metrischen Raumes

VORAUSSETZUNG: M metrischer Raum; X C M. Jede Folge in X hat einen
Haufungspunkt in X; BEHAUPTUNG: X ist beschrankt und abgeschlossen.

BEWEIS:

e Annahme X ist nicht beschrankt. Dann existiert eine Folge (z,)nen in
X mit d(z,,z;) > 42V j < n. Induktive Definition: Sind z1, ..., z,—;

n—1

gegeben, so ist X ¢ |J U(x;). Wahle z,, € X so, dab z,, € Up(z;)
i=1

fir j =1,...,n — 1. Damit hat (x,),en keinen Haufungspunkt.

e Sei a Haufungspunkt von X. Zu zeigen: a € X. Es existiert eine Folge
(Tp)nen in X mit a = lim,,_,, x,,, damit ist a der einzige Haufungspunkt
von (Z,)nen. Also ist a € X.
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10 Stetige Funktionen

10.1

VORAUSSETZUNG: D, M metrische Raume (Hauptbeispiel: M = R und D
kompaktes Intervall, also [a, b]). Betrachtet wird f : D — M im Punkt a € D.
DEFINITION: f heifit stetig in a genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
existiert mit d(f(z), f(a)) < e fir alle x € D mit d(x,a) < 0.

Ve>030>0VxeDl|dx,a)<d : d(f(z),fla) <e

Andere Formulierungen:
e Zu jedem Kreis U um f(a) existiert ein Kreis V um a mit f(V) C U.

e Zu jeder Umgebung U von f(a) existiert eine Umgebung V' um a mit
f(V)cu.

e Fiir jede Umgebung U von f(a) ist die Urbildmenge f~'(U) C D eine
Umgebung von a.

e anschaulich: zu jedem ¢ existiert ein ¢, so daf im Intervall (a — 0, a + 0)
alle Funktionswerte im Intervall (f(a) — ¢, f(a) + ¢) liegen.

e ganz anschaulich: die Funktion macht keinen Sprung

DEFINITION: f heifit stetig, wenn f in jedem a € D stetig ist.

Beispiel fiir eine nicht-stetige Funktion: Sei a gegeben. Sei f(z) = 1 fiir alle
x < a, ansonsten f(x) = 2. Dann ist f an der Stelle a nicht stetig, da zu
e = 0,5 kein ¢ existiert, da f(x) fiir alle z > a gleich 2 ist.

10.2 Stetigkeit von Komposita

Jedes Kompositum f o g von stetigen Funktionen ist stetig, genauer:

f:D— M stetig

g:E— D stetig }f og:xz— f(g(x)) stetig

BEWEIS: durch Kreise.
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10.3 Lemma

VORAUSSETZUNG: D, M metrische Rdume; f : D — M Abbildung, die in
a € D nicht stetig ist.

BEHAUPTUNG: Es existiert ein ¢ > 0 und eine Folge (z,)neny € D mit
lim,, . = a, so dak fiir alle n € N gilt: d(f(z,), f(a)) > €

BEWEIS: f nicht stetig in a bedeutet: 3¢ > 0V § > 0 3 = € Us(a) mit f(x) ¢
U.(f(a)). Halte ¢ fest (sic!), Anwendung auf § = < fiir n € N liefert: z, €

U%(a) mit f(z,) ¢ U(f(a)), lim, ooz, = a

10.4 Folgenkriterium fiir Stetigkeit
VORAUSSETZUNG: D, M metrische Rdume, f: D — M, a € D.
BEHAUPTUNG: Folgendes ist dquivalent:

(a) f ist stetig in a

(b) fiir jede Folge (x,)neny in D mit lim, .z, = a gilt: lim, ., f(z,) =
f(a)
bzw.

lim f(z,) = f(lim (2,)nen) ¥V (Tn)nen

n—oo n—oo

BEWEIS:

»= Sei U Umgebung von f(a). Dann existiert eine Umgebung V' von a mit
f(V) CU. Fiir grofse n ist z,, € V, also f(z,,) € f(V) C U. Damit gilt:
lim,, o f(x,) = f(a).

»<=* Annahme: f ist nicht stetig in a. Wende (10.3) an und erhalte ¢ > 0
und (2, )neny mit d(f(z,), f(a)) > € ¥ n, das ist ein Widerspruch zu

lim,, .o f(x,) = f(a).

10.5 Stetigkeit einer Summe etc. von Funktionen

VORAUSSETZUNG: D sei ein metrischer Raum und f, g Funktionen von D
in R, die in a stetig sind.

BEHAUPTUNG:
1. f+ g ist stetig in a

2. f-g ist stetigin a
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3. 5 ist stetig in a bei g(z) #0V x

BEWEIS: Folgt aus (10.4) und Konvergenzregeln fiir Folgen, als Beispiel:

2. Sei (2, )nen eine Folge in D mit Limes a.'4

— f@)- (@)
= f(lim (z,)) - g(lim (z,,))
— (fg)(lim ()

10.6 Gleichmilliige Stetigkeit

Eine Funktion f ist gleichméfig stetig, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert
mit d(f(z), f(a)) < e fur alle ,a € D mit d(x,a) < 0.

36>0Ve>0Va,aeD|dz,a)<d : d(f(z), fla) <e

D.h. im Prinzip, dafs 6 unabhéngig von a gewéhlt werden kann. In R ist jede
stetige Funktion auch gleichméfbig stetig (siehe (10.9)).

10.7 Folgenkompaktheit

Nenne einen metrischen Raum folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge
einen Haufungspunkt hat. Beweis mit (9.6) und (9.5). Damit folgt: Jede
abgeschlossene, beschrankte Teilmenge von R ist folgenkompakt.

SATZ: VORAUSSETZUNG: D, M seien metrische Rdume und D folgenkom-
pakt. Sei f eine stetige Funktion von D in M.

BEHAUPTUNG: Die Bildmenge f(D) ist ebenfalls folgenkompakt.

BEWEIS: Sei (yn),cy cine Folge in f(D). Dann existiert x, € D mit y, =
f(z,). Die Folge (x,,)nen hat einen Héufungspunkt a € D. Es gibt eine Teil-
folge xj,, z;,, Tjy, ... von (T )nen mit Limes a (nach (9.5)). Da f stetig ist, folgt
f(a) = lim, . f(2;,) (Teilfolge von (yn),cny = (f(24)),en)- Nach (10.4) ist
f(a) Haufungspunkt in f(D) von (y,)

neN

l4zum Beweis: ,Erzihlen Sie das nicht meinen Hiwis...
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10.8 Hilfssatz zum Umkehrsatz

SATZ: VORAUSSETZUNG: D C R, f: D — R monoton, f(D) ist Intervall.
BEHAUPTUNG: f ist stetig (daraus folgt sofort (10.9).3).

BEWEIS: Annahme: f ist nicht stetig. Wende Hilfsats (sic!) (10.3) an. Erhalte
e > 0 und eine Folge (z,)nen in D mit lim,, .. x, = a und f(z,) ¢ U.(f(a)),
d.h. d(f(z,), f(a)) > e V n. Kann x,, monoton wéhlen. Nach (10.8.1) hat jede
konvergente Folge reeller Zahlen hat eine monotone Teilfolge. Fallunterschei-
dungen:

1. f monoton wachsend.

(a) (x,)nen monoton wachsend.

Wihle v mit f(a) —e < u < f(a). Da f(D) ein Intervall ist,
existiert ein € D mit f(x) = u. Es folgt: * < a. Wegen a =
lim,, .o x, = sup{x, | n € N} existiert ein m mit z,, > z, also
folgt f(xm) > f(x) =u > f(a) — e, Widerpruch zur Stetigkeit.

(b) (xy)neny monoton fallend. Behauptung analog, Anndherung von
oben an f(a) +e¢.

2. f monoton fallend: wende Fall 1 auf die Funktion -f an, erhalte — f
stetig, also: f stetig.

10.8.1 monotone Teilfolge konvergenter Folgen
VORAUSSETZUNG: Sei (z,)qen eine konvergente Folge reeller Zahln.
BEHAUPTUNG: Es existiert eine monotone Teilfolge.

BEWEIS: Sei a = lim,, . ,,. Es gilt mindestens einer der folgenden Félle:
1. Es gibt eine streng monoton wachsende Teilfolge
oder 2. Es gibt eine streng monoton fallende Teilfolge

oder 3. Es existiert eine konstante Teilfolge a.

10.9 Hauptsatze iiber stetige reelle Funktionen

LJAnkiindigung: Jetzt wird’s spannend...“

VORAUSSETZUNG: f : [a,b] — R stetig; a,b € R mit a <b. SATZ:

1. Zwischenwertsatz: f(D) ist ein Intervall in R.
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2. Satz vom Mazimum und Minimum: f(D) hat ein Maximum und ein
Minimum

14+2. Zusammenfassung: f(D) ist kompaktes Intervall in R

3. ,Umkehrsatz®: Ist f streng monoton (also injektiv), so ist auch die
Umkehrfunktion f~! von f(D) nach R stetig

4. f ist sogar gleichmélig stetig

1+3. gelten sogar fiir beliebige Intervalle.

BEWEIS:

1. Sei aj,by € D und f(a;) < ¢ < f(by). Zu zeigen: 3u € D : c = f(u).
Fallunterscheidung;:

a1:b1

a1<61

a1>b1

2. D=

trivial

Definiere Intervallschachtelung [a,,, b,] 2 [ans1, bns1] mit a, < apeq

und b, > b, und a; < b;. Es gelte b, 11 — api1 = %(bn — a,) und
¢ € [an, by] fur alle n.

Erstes Intervall bekannt, induktive Definition: Sei m = b”ga" +ay
und

b 1.2 lanym] falls f(m) > c
[anJrla nJrl] = [m7 bn] faHS f(m) S .

Dann existiert (analog zu (9.6)) genau ein u mit a,, < u < b, fir
alle n. Es gilt: w = sup{a, | n} = inf{b, | n} = lim, . a, =
lim,, o0 by,. Damit ist f(u) = ¢!

Es gilt: —f(b1) < —c < —f(ay). Der vorhergende Fall wird ange-
wandt auf —f und —c anstelle von f und ¢, und a; und b; anstelle
von by und a;. Erhalte v € D mit —c = (—f)(u) = — f(u).

[a, b] ist folgenkompakt (nach (10.7)). Also f(D) ist folgenkompakt

(Satz (10.7))'®. Nach (9.9) ist f(D) beschriinkt und abgeschlossen. Damit
existieren Infimum und Supremum von f(D), diese sind Haufungspunkte.
Da das Intervall abgeschlossen ist, enthélt die Menge ihr Supremum
und ihr Infimum, damit existieren Maximum und Minimum.

3. Siehe (10.8).

15 Hat hier jemand in dieser Woche Geburtstag? — Kreisel
16 Wer war fleifig? Keiner... macht nichts, in Threm Alter war ich auch nicht fleifiiger, ...
heute auch nicht.“
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4. Annahme: f nicht gleichméfig stetig. Das bedeutet: es existiert ein € > 0,
so daf fiir alle 6 > 0 Elemente z,a € D existieren mit: d(x,a) < § und

d(f(x), f(a)) = e
Halte ¢ fest. Anwendung auf § = X (n € N) liefert Folgen (,,)nen und

(an),ery In D. mit d(zy, a,) < = (*)?md d(f(zn), f(an)) > € (**). Es gilt:
D ist folgenkompakt, da beschrankt und abgeschlossen. Also: (x,,)nen
hat eine konvergente Teilfolge x;,, x;,, Ty, ... mit u = lim, . x;, € D.
Wegen (*) ist auch u = lim, . a;,. Da f stetig ist, folgt: f(u) =
lim,, o f(aj,) (mit (10.4)). Zudem ist f(u) = lim,_ f(z;,). Damit
haben die beiden Folgen nicht fiir alle Folgenglieder den Abstand ¢, das
widerspricht (**)!

10.10 Anwendungen

1. Neuer Beweis fiir die Existenz von {/z (bei x > 0): Das Bild der
(stetigen!) Funktion f : Ryp — R; f(x) := 2" ist das Intervall Ry
|Zwischenwertsatz|.

2. Die Umkehrfunktion von Rs¢ nach Rso mit f(x) := /z ist stetig
|[Umkehrsatz|.

3. Ist f: D — R(D C Rlntervall) stetig und nimmt f einen positiven und
einen negativen Wert an, dann auch den Wert 0 (3 x € Dmitf(x) = 0).

BEISPIEL: f(x) = ag + ez + asx? + ... + a 2" mit a; € R; ist eine
Polynomfunktion mit a, # 0 und n ungerade'”.

ERINNERUNG: Polynomfunktionen sind stetig!

4. f :]a,b] — [a,b] stetig, dann folgt: die Funktion hat einen Fixpunkt.
BEWEIS: Wende 3. an auf eine neue stetige Funktion g mit g(z) =
f(z) — z. Beachte: g(a) > 0 A g(b) <b.

10.11 Eindeutigkeit von stetigen Fortsetzungen

VORAUSSETZUNG: f,g : D — M stetig (D, M metrische Rdume), X C
D=X; f=gauf X

BEHAUPTUNG: f=g
BEISPIEL: D Intervallin R, X = DNQ
BEWEIS: Sei u € D. Zu zeigen: f(u) = g(u). Sei v ¢ X. Das impliziert

17 Weif jeder, was eine ungerade natiirliche Zahl ist?*
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u € H(X). Es folgt: Es existiert eine Folge (z,)nen in X mit lim,, o x, = u.
Mit (10.4) ergibt sich: f(u) = lim, o f(2,). Zudem g(u) = lim, . g(x,),
da f(z,) = g(x,) folgt: f(u) = g(u).

42



11 Konvergenz, Differenzierbark. v. Funktio-
nen

11.1 Vorbemerkung

Man kann eine Folge f1, fa, ... reeller Zahlen als Funktion f : N — R auffassen
(f(n) := fn)-

VERALLGEMEINERUNG: Eine Funktion f: D — R mit D C R und D nach
oben unbeschrankt. Alle Konvergenzdefinitionen und Regeln bleiben giiltig.

11.2 Stetigkeit in einem Punkt

VORAUSSETZUNG: Sei f: D — R eine Funktion mit D C R und D nach
oben unbeschrénkt.

DEFINITION: Folgendes sei dquivalent:

e Zu jeder Umgebung U von b existiert ein m € R mit f(z) e UV x € D
mit x > m

eVe>0dmeRVzeDjz>m : d(f(x),b) <e
Varianten:
1. lim, ., f(z) (D nach unten unbeschriankt) Vz € D mit z <m
2. lim, . f(2) (D unbeschrénkt) V a € D mit |z| > m
3. Hauptvariante: lim,_, f(z) wobei ¢ Hiufungspunkt von D

Explizite Definition: Schreibe

lim f = lim f(x) =b:=VUbB)IV(a): f(V\{a}) CU

(und & Ve > 030 > 0 : 0 < d(f(z),b) < eVz € D : d(z,a) < ). Diese
Definition gilt fiir Funktionen zwischen beliebigen metrischen Radumen.

f(z) falls = #a

Gleichwertig: Die Funktion f : DU{a} — R mit f(x) = { b falls r=a

ist stetig in a.

Also: f: D — R stetig in a € D ist dquivalent zu lim,_,, f(z) = f(a).
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11.2.1 Widerholungen
Folgende (Haupt)regeln gelten weiterhin:

1. Es existiert hochstens ein Grenzwert
2. lim f4+g=1mf+limg

3. limf-g=1limf-limg

4. lim L = S (bei lim g # 0)®

5. Folgenkriterium fiir Stetigkeit iibertragt sich

11.2.2 Variationen von ,,0*

Exemplarische Definition: lim, ., f(z) — o0 & Ve € R3J € R : |f(z)| >
eVrzeD:|z—al<é.

Hauptregel: lim,_., f(z) = oo < lim,_, ﬁ =0.

11.3 Konvergenzregel fiir Komposita von Funktionen
VORAUSSETZUNG: Seien
f:D—R g:FE—R
DCR  f(D)SECR
a€ H(D) be H(E)
lim f(x) =0 lirrig(x) =c
fla)=0bfallsa € D g(b)=cfallsbe FE

SATZ: limgo f = ¢. BEWEIS: Folgt direkt aus (10.2) und den Sétzen oben.

11.3.1 alternative Darstellung mit h — 0

VORAUSSETZUNG: D Intervall von R, g: D — R, ae€ D, be R
BEHAUPTUNG: b= lim, .« ag(z) < b= lim,_og(a+ h).
BEWEIS:

»=" Sei ¢ > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit |g(x) —b| < ¢ fiir alle z € D
mit 0 < |z —a| < 6. Fiir alle h # 0 mit |h| < § folgt (Anwendung auf
h=z—a,dh.x =a+h): |gla+h)—>b| <e. Also lim,_,g(a+h) =b.

18 Alles muk vorausgesetzt werden, ohne was die Geschichte hier nicht sinnvoll wire.“ -
Diirfen wir die Formulierung auch in Ubungsaufgaben benutzen?
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11.4 Differenzierbarkeit, Ableitung

VORAUSSETZUNG: f: D — R mit D Intervall, Linge # 0. a € D.
VORBEMERKUNG: Fiir a € R sind dquivalent:
f(z)—f(a)

Tr—a

e lim, ,, =u

e limy,_.o —f(Hh,);f(x) =u

fath)=f@) _

® limh_@ n

DEFINITION: f heilt differenzierbar in a, genau dann wenn ein u existiert,
fiir das eben genannte Gleichungen gelten.

ACHTUNG: Definitionsbereich der Funktion g : h — w ist die Menge
H aller h mit h # 0 und a + h € D. Zudem ist 0 Haufungspunkt von H.
Eindeutigkeit: u ist, falls existent, eindeutig bestimmt.

Bezeichnung: f'(a) := u.

DEFINITION: f differenzierbar < f differenzierbar in «a fir alle a € D.
Erhalte dann eine neue Funktion f’': D — R als Ableitung von f.

VERANSCHAULICHUNG: Die Ableitung in einem Punkt ist die ,Steigung"
(der Tangenten) in diesem Punkt; Physik: wenn f(¢) eine Ortsfunktion ab-
héngig von der Zeit ist, gibt f/(¢) die Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢.
Die zweite Ableitung f”(t) gibt die Beschleunigung!® zum Zeitpunkt ¢ an.

11.4.1 ¢ als Differenzienquotient

Gleichwertig zur Differenzierbarkeit von a ist: Es existiert ein v € R und eine
Funktion ¢ : H — R mit f(a+h)— f(a) = h-u+h-1(h) und limy, o9 (h) =0
fiir alle h € H.

Es gentigt: ¢ : Hy — R wobei Hy = H N U.(0) fiir geeignetes £ > 0 (dabei ist
u= f'(a)).

11.4.2 Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

SATZ: Aus f diff. in a folgt: f ist stetig in a.

19 Wenn Sie sich 'n Auto kaufen, und da steht was von ner Beschleunigung von 1 auf
100 in einer Sekunde...*
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BEWEIS:

f stetig in a

lim /(x) = f(@)

lim f(a+h) = f(a)
lim(f(a +h) = f(a)) =0
}lliir(l)(hu + hy(h)) =0

T ¢ T3

11.4.3 Beispiele
1. Aus f konstant folgt: f'(a) =0V a € D

2. f(r) =xVx € D, dann folgt: f'(a) =1Va€D

11.4.4 n-te Ableitung
Bezeichnung: Sei f() := f’ und f™ := (f(»=VY.

11.5 Regeln

VORAUSSETZUNG:

o f(a+h)— f(a) =hu+ hip(h) bei u = f'(a) und lim,_g 1 (h) =0

e gla+h)—g(a) = hv+ his(g) bei v = ¢'(a) und limy, g2 (h) =0
Dann gelten folgende Regeln?:

L(f+g)=1+d

2. (kf)Y =k(f),keR

3. (fg) = f'g+ fg' (Produktregel)

4. (by==4

)/ _ f’gg;Qg’f (Quotientenregel)

Q= Q=

5. (

8

6. (
7. (go f) = (9(f)) =g (f) [ (Kettenregel)

20kleiner Vor-/Seitengriff: Differenzierbare Funktionen bilden einen Vektorraum, die
Ableitung ist eine lineare Abbildung

"y =n-z"! (fiir alle n € N) (und per Nachtrag auch fiir n € —N!)
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BEWEIS:

L fla+h)+gla+h) = (f(a) +g(a)) = h(u+v) + h(r(h) + P2(h))
Also: f + g differenzierbar in a und (f + ¢g)'(a) =u+v

2. kf(a+h) — kf(a) = hku+ hki (h)

3.
A = [f(a)+ hu+ hiy(h)]
B := Jg(a) + hv + hipy(h)]
(f-9)lat+h) = AB

= (f-9)(a) +h(f(a)v + ug(a)) + h(Bi1(h) + Ava(h))
= (f-9)(a) + h(f(a)v +ug(a)) + h(f(b) - 0+ f(a) - 0)
Also: f - g ist differenzierbar in a mit Ableitung f(a)v + ug(a).

4.
G " gw _ 1 gla)—glath)
h b gla+h) - g(a)
_ glath) —gla) 1
h gla+h)-g(a)

- —d@ g(a)?

5. Wende die Produktregel an:

() - (s
g g

6. Induktion nach n; Verankerung: Fiir n = 1 bereits gezeigt, dak 2’ =
1 = 120 ist. Annahme: Die Behauptung ist richtig fiir 2"~ 1. Schiuf:

o= 2" lx

= (n—=1)-2" 2% 2)+ (1 -2")
= (n—1+1)- (" +2™

= na"!
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Zweiter Beweis: Betrachte den Differenzienquotient xx «® Mit Hilfsfor-
mel 2" —a" = (x —a) - (x" 'a® + 2" 2a + - - + xla"? —l—xo "1 folgt:
=" xta" " Fir @ — a geht die Summe gegen n - "L

" —a"
T—a

Nachtrag: f(z) = =" =, damit f'(z) = ’Zﬁ;;l = —Ny =
(n+1)

—NnNr
7. VORAUSSETZUNG:

e f D, a wie eben; g, F, b analog

e (D) CE, f(a) =

e fin a und g in b differenzierbar

o fla+h)— f(a) =hu+hip(h) bei uw = f'(a) und limy,_g 91 (h) =0

e gla+1)—gla) =lv+1hs(g) bei v = ¢'(a) und lim;_g (1) =0
BEWEIS: Setze [(h) := h-u+ hiy(h), damit limj,_o (k) = 0. Also:

fla+h) = b+1(h)
Na+h) = g(f(a+h))
= g(b+1(h))
= g(b) +1(h) - v+ I(h)a(l(h))
= (9o f)a) +U(h)- v+ U(h)(I(h))
paw + B (h)o -+ 00 1))
huv + h(0+ (u+0) - 0)
huv

(go

(gof)la+h)—=(go[f)a)

!

!

Also: g o f ist differenzierbar mit (g o f) = uwv.

Beispiele:

11.5.1 Ableitung von Polynom- und rationalen Funktionen

e Jede Polynomfunktion f: R — R mit x — >, a;z" ist differenzierbar

mit f=>" i-a; a7t

e Eine Polynomfunktion ungleich 0 hat nur endlich viele Nullstellen

(Anzahl < n).
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e Jede rationale Funktion g (mit f, g Polynomfunktionen) ist differenzier-
bar, Definitionsbereich: {x € R | g(z) # 0}

11.5.2 Ableitung der Umkehrfunktion

VORAUSSETZUNG: D C R, a Haufungspunkt von D, f : D — R differen-
zierbar in a und streng monoton (also injektiv), f'(a) # 0; sei g : f(D) —
mit g : f(x) — x stetig in b = f(a) (Bemerkung: aus f(D) ist Intervall folgt
nach (10.8) schon: g ist stetig).

Lo zudem (xx): b ist

BEHAUPTUNG: ¢ ist differenzierbar in b mit ¢'(b) = )

Héufungspunkt von f(D).

BEWEIS: Fiir die Funktion ¢ : D\ {a} — R mit ¢ : z — % gilt:
limgazf’( )und p(z) #0V x # a.
Wegen hmg = ¢g(b) = a folgt: lim, ., (g(y)) = f'(a) (nach (11.3)), also

lim,, m = % (nach (11.2)).
= lim,_;, 22290 also f'(a) = ¢/ (b).

g)—a  _ gy)—g(b) 1
Flow)—Ffl@ —  y=b f'(a)

Beweis von (xx): Sei U Umgebung von b (m R). Es existiert eine Umgebung
von a mit f(DNV) C U (da f stetig in @ ist und b = f(a) (11.4)). Da a
Haufungspunkt von D, ist |V N D| = oo, also |f(V N D)| = oo (da f injektiv).
Damit ist |[U N f(D)| = o0

, also

11.5.3 Differenzierbarkeit der Wurzelfunktionen

Fiir jedes n E N ist die Funktion g : Ryy — R>0, x +— {/z differenzierbar mit

g (z) = W’ andere Formulierung: (zn) = %a:ﬁ_l.

BEWEIS: Wende (11.5.2) an mit f(z) = 2", b = f(a) = a™. Fiir a € D ist
_ 1

_ 1\ (ne
f'(a ) =na""! # 0. Erhalte ¢'(b) = f,%a) =—1,= T = (o)== =
1
“bTn

—n—1

11.5.4 Differenzierbarkeit von Potenzfunktionen

SATZ: Fiir jede rationale Zahl g # 0 ist die Funktion f : Ryg — Ry mit
x +— x4 differenzierbar mit f’(z) = qz?!.

BEWEIS: Schreibe ¢ = ™ mit n € N m € Z\ {0}. Also: f(z) = (z=)™. Nach

n

Kettenregel: f'(x) = m(zn )" (xw) = m(zw)™ ' L. (gnl) = g
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12 Differenzierbare reelle Funktionen auf ei-
nem Intervall

VORAUSSETZUNG: ) # D CR, f: D — R differenzierbar (also stetig).

12.1 Ableitung an lokalen Maxima/Minima

DEFINITION: f hat ein lokales Maximum in zq € D, falls gilt: es existiert
ein e > 0 mit f(x) < f(xo) Vo € D mit |z — x| <e.

DEFINITION: f hat ein lokales Minimum in xy € D, falls gilt: es existiert
ein € > 0 mit f(x) > f(xo) Vo € D mit |z — x| < e.

SATZ: Ist zg innerer Punkt von D und f(z) lokales Maximum oder Minimum,
so ist f'(zo) = 0.

BEWEIS: Es gilt: f'(zo) = lim,_.,, ¢(x). Es existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C D
(da x¢ innerer Punkt). Fallunterscheidung:

1. lokales Minimum: ¢ kann so gewéhlt werden, daf f(zo) < f(z)Vz € D
mit |z —xo| < e. Flir x > xg ist p(x) > 0, fiir < x ist ¢ < 0, also
lim, .., ¢(z) = 0.

2. lokales Maximum: analog

12.2 Satz von Rolle
VORAUSSETZUNG: D = [a,b] (wobei a < b) mit f(a) = f(b).
BEHAUPTUNG: Es existiert xp mit a < x¢p < b mit f’(z9) = 0.

BEWEIS: Fallunterscheidung
1. Die Funktion ist konstant: f' =0

2. Die Funktion ist nicht konstant. f(D) hat ein Maximum und ein Mi-
nimum (nach (10.9)), es existiert ein xy € D mit f(a) < f(xg) =
max(f(D)) oder f(a) > f(x¢) = min(f(D)). Dann a # xy # b, f hat

ein lokales Maximum oder Minimum.

12.3 Mittelwertsatz

Sei D = [a,b] mit a < b. BEHAUPTUNG: Es existiert o € (a,b) mit

f(xo) = % (Spezialfall ist (12.2)).
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BEWEIS: Sei ' : D — R mit F(x) = f(x) — (z — a) - (b)ff(a) Dann
F(a) = f(a) = F(b). Der Satz von Rolle (12.2) liefert: es ex1stlert zo € (a,b)
mit F'(z9) = 0. Die Ableitung ist: F'(z) = f'(x) — f(b ( ). 1.

12.4 konstante Funktion < Ableitung null

SATZ: f'=0 = f ist konstant fiir Funktionen auf einem Intervall.

BEWEIS: Wende (12.3) an auf beliebige a,b € D an mit a < b, erhalte

HOZ1@) — 0 d.h. f(b) = f(a).

12.5 Funktionen mit gleicher Ableitung

VORAUSSETZUNG: Seien f,g: D — R mit f' = ¢
SATZ: Es existiert ein k € R mit g(z) = f(x) +kVx € D.
BEWEIS: Nach (12.4) ist f — g konstant ((f —g)' = f' — ¢ = 0).

12.6 Monotoniekriterium
BEHAUPTUNG:

1. f'> 0= f streng monoton wachsend

2. f" > 0<% f monoton wachsend

3. f' <0< f monoton fallend

4. f" < 0= f streng monoton fallend
BEWEIS:

1. Annahme, f sei nicht streng monoton wachsend. Dann exisiteren a,b €
D mit a < bund f(a) £ f(b). Erhalte aus dem Mittelwertsatz zo € (a, b)

mit 0 < f(z) = LU=@ <

a

2. analog zu 3.

3. ,,=" analog zu 1.

o< Fir jedes a € D ist f'(a) = lim,_, f(iz:g(“) >0V (zr<a)V (x>
a), damit ist auch der Limes > 0.

4. analog zu 1.
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12.7 Der Satz von Taylor
VORAUSSETZUNG: a,b € D,a < b,a # b, f™ existiert

BEHAUPTUNG: dxg,a < x¢ < b mit

n!

n—1 ;
(b—a) o . b=a)
a)—i—ZTf()(a)‘i‘ £ )<5U0)

i=1

Der Spezialfall n = 1 ist der Mittelwertsatz:
b—a .
F() = fla) +0-+ == f'(a0)

Der Spezialfall n = 2:

£0) = f@)+ 6-a)- @) + L iy

BEWEIS: Definiere k € R so, dass f(b) = f(a)+ 37— &= a) FO(a) + &2
7u zeigen: es existiert xo mit k = f(™(z,). Definiere neue Funktion F:

F(z) = —f(b) + f(z) > o
Diese?! Funktion ist offensichtlich differenzierbar??:
Fla) = +Z ( o oy O o) o
= fl(@)+ (—f’(a:) + %Jc(m@)) L %k
_ %.(ﬂn)(m)_@

F(a) =0= F(b) wende Satz von Rolle an: es existiert zo mit F'(zg) = 0,
d.h. f™(zg) — k =0, d.h. wie gewiinscht ist f™(zq) = k.

21Er fangt heute wieder an, an der Antenne zu zupfen...
22 ... das einzige, was nicht von dem Summanden links getdtet oder aufgefressen wird,

ist...”
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12.8 Kennzeichnung lokaler Extrema

VORAUSSETZUNG: a € D, 2 <n € N, f( exisitert und ist stetig (stetig in
a geniigt), f¥(a) =0 fiiri € {1,....,n — 1}, f™(a) #£ 0.

BEHAUPTUNG:

1. Aus n ungerade und a innerer Punkt von D folgt. f hat kein lokales
Maximum oder Minimum in a.

2. Aus n gerade und f(a) > 0 folgt: lokales Minimum
3. Aus n gerade und f™(a) < 0 folgt: lokales Maximum

BEWEIS: Aus der Stetigkeit von f™ in a folgt: es existiert ein € > 0 mit
f®)(x) >0 bzw. f™(z) < 0 (je nachdem, ob f™(a) groker oder kleiner 0)
fir alle z € D mit |x — a| < e.

Darf also annehmen: f™(z) >0V x € D oder f™(x) <0V z € D. Wende
die Taylor-Formel (12.7) an: f(b) — f(a) = &2 . 0 (g).

n!

1. Annahme: f > 0 (anderer Fall analog). Dann ist f(b) — f(a) > 0 fiir
b>abzw. f(b) — f(a) <0 fiir b < a (es existiert fir beide Félle ein b).

2. f(b) — f(a) > 0V b, damit f(b) > f(a), damit f(a) lokales Minimum
3. f(b) — f(a) <0V b, damit f(b) < f(a), damit f(a) lokales Maximum
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13 Exponentialfunktion und Logarithmus

13.1 Haupsatz: Exponentialfunktion
VORAUSSETZUNG: E:R—-R,E'=FE, E(0) =1
1. es gibt nur eine Funktion F
2. F ist streng monoton wachsend
3. E(R) = R.,
4. E(z +y) = E(z)- E(y)
5. B(—z) = E(x)™!

Bezeichnung: e := E(1), expz = e* = E(z).

13.1.1 Vorbemerkung (Menge der Nullstellen)
VORAUSSETZUNG: Sei f: D — R stetig, X :={z € D | f(x)=0}.

BEHAUPTUNG: X ist abgeschlossen in D, Folgerung: fiir alle » € R gilt:
inf XZT" c X, falls XZT 7A 0.

BEWEIS: Sei ¢ Haufungspunknt von X. Es existiert eine Folge (x,,)nen mit
a = lim,, o0 (T )nen, dann ist f(a) = lim, o (f(z,))nen = 0.

13.1.2 Beweis des Hauptsatzes (Teil 1)

VORAUSSETZUNG: D Intervall, E(x) # 0V 2 € D. BEHAUPTUNG:
1.G:D—-R G =G= FkeRmitGx)=k-Ex)VzeD
2. BE(la+z)=F(a)-E(x)YVx € D,ae R
3. E(—x):%VxED

BEWEIS:
1. betrachte % : D — Rmit z — % Es gilt:
<g)’ _GE-GE _EF-EE
E E? E?
Damit ist % konstant
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2. Fiir festes a: Wende 1) an auf G(x) = FE(a + z). Klar: G'(z) = E'(a +
z)-1=FE(a+z)=G(x). Erhalte E(a +z) =k - E(z)V 2z € D. Durch
x = 0 erhdlt man: E(a) = E(a+0)=k- E(0) =k

3. 1=F(x — )= E(—2)- E(z) = E(—2) = E(z)™!

13.1.3 Beweis des Hauptsatzes (Teil 2)

BEHAUPTUNG: E(x) >0V x>0
BEWEIS: Annahme: 3z > 0 mit E(x) <

0.
1. E hat eine Nullstelle a > 0, denn E(0) =1 > 0, F stetig, Zwischenwert-
satz.

2. Wihle die Nullstelle minimal (nach (13.1.1)), a # 0 wegen E(0) =1
3. E(x) >0Vxe€l0,a)

4. Wende (13.1.2) an auf D = [0, a). Erhalte E(—z) = % # 0V xmit0 <
r<a

5. D :=(—a,a) ist wie in (13.1.2)
6. 3z € Dmita+x € D (setzte einfach z := —3)

7. Wende (13.1.2) an: Erhalte 0 # E(a+2) = E(a) - E(z) =0=0#0

13.1.4 Beweis des Hauptsatzes (Teil 3)

BEHAUPTUNG: E(z) >0V z € R (nicht nur fiir positive z)
Wende (13.1.2) an mit D = Rs. Erhalte E(—z) #0V z € D

13.1.5 Beweis des Hauptsatzes (Teil 4)

BEHAUPTUNG: E'(z) >0V z € R (da £/ = E), E streng monoton wachsend, ha?
ER) = ex9

BEWEIS: Wende die Taylorformel (12.7) an mit a = 0, f = E,n = 2, erhalte
fiir x > 0:

E(x) = E(0)+xE'(0)+ %xQE”(xQ)

1
= 1+x+ §.T2E//<SL’0>
> T

E(R) ist Intervall (nach Zwischenwertsatz), R>; C E(R) und (R>1)™' C E(R)
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13.2 Logarithmusfunktion

Die Umkehrfunktion L : R.g — R mit F(x) — =z ist differenzierbar ((11.5.2))
mit L/ (z) = % Standardbezeichnung: log z := L(z). Regel: loguv = logu +
log v.

BEWEIS: Wende (11.5.2) an: a € R, b = E()a). Erhalte L'(b) = E%a) =3
Schreibe v = E(z),v = E(y). Dann ist nach (13.1): wv = E(z + y), also

loguv = x 4+ y = logu + logv.

13.3 beliebige Exponentialfunktionen

Zu a > 0 existiert genau eine stetige Funktion o : R — R definiert durch
a : x — FE(loga - x), mit der Eigenschaft a(q) = a? V ¢ € Q. Sie ist
differenzierbar mit o/(z) = loga - a(z). Standardbezeichnung: a* := «a(x),
insbesondere: ¢* = E(z).

Die Ableitung der Umkehrfunktion log, : R~y — R mit a” — z (Logarithmus

zur Basis a) ist differenzierbar mit der Ableitung x — 10;1 . % Regeln:

1. « ist streng monoton wachsend fiir ¢ > 1 und streng monoton fallend
fiir a < 1.

2. a"tV =aqa* - a¥

3. (a®)¥ =a™

4. (ab)* =a” - b"

5. log, uv =log, u+log, v
6. log,uw’ =y -log,u

7. a(mzx) =alx)"VmeZ

BEWEIS: Nach (10.11) exisitert hochstens ein a. Definiere a := E(x - loga).
Nach Kettenregel: o/ = E(x -loga) - log a, da « differnzierbar ist, ist sie auch
stetig.

Regeln:

1. Definiere « = Eo A mit A : x — x-loga, diese ist auf R streng monoton
wachsend.

2. Az +y) = Alz) + Aly)
3. (a")V=E-(y-loga®) = E-(z-y-loga) = a™
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4. (ab)® = E(x-logab) = E((loga+logb)-z) = E(z-loga)- E(x-logb) =
a® - b*

5.

6. loga® =loga(zr) =x-loga

13.4 Ableitung verketteter Exponentialfunktionen

VORAUSSETZUNG: f,g: D — R differenzierbar mit f(z) >0V x € D.

BEHAUPTUNG: Die Funktion B(x) = f(x)9® ist differenzierbar mit

['(z)
/()

Rszm'( -ﬂ@+@ﬂ@gvo

BEISPIEL:

1. (z%) = az®!

2. (%) =2"- (1 +logx)
BEWEIS:

B(z) = f(z)'®

(elogf(w))g(x)

= E(g(z) - log f(z))

E'(g(x) - log f(x))

E(g(z) -log f(x)) - ((log f())" - g(z) + ¢'(x) - log f(x))
= B(x)- (log' f(z) - f'(x) - g(x) + ¢'(x) - log f(z))

= x) - fx). x '"(z) - log f(x
= B0 (5 o) + @) ox f o))

13.5 Limesdarstellung von e*
Fir jedes z > 0 gilt:

1. limp_o(1 4+ zh)® = ¢

2. limy oo (14 2)" = €7

3. f(h) = (1 + zh)# streng monoton fallend
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4. g(h) = (1 + £)™ streng monoton wachsend

BEWEIS:

1

T

1. Setze a :=

1
_ — e 1 /
z=- og'(a)

. log(a+ h) —loga
= lim
h—0 h

(11.3) .. log(ath)—loga
e =" lime R
h—0

1
elog(a—i—h) h
= lim
h—0 eloga

2. Folgt aus lim,,_. % = 0: Sei € > 0. Zu zeigen:
Jr>0mit [f(n) —e®|<e

Es existiert § > 0 mit |f(h) — €*| <&V hmit |h| <. Also: r = 3 ist
dann wie gewiinscht, denn n > r < % < % = 0.

3. kommt noch

4. gleichwertig zu eben
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1
=2 = log
r=- og'(a)
. log(a+h) —loga
= lim
h—0 h
o2 (1L.3) hmew
h—0

1
. elog((z—i—h) h
= lim
h—0 eloga
. a+h
= lim
h—0

. < h
= lim —
h—0 a

= 11112%(1 + zh)

=

13.6 Annaherung an e

Sei € R. Fiir n € N setze S, := > 1 4. Fiir 2 > 0 gilt: S, < ¢” und
(1-2% )e<Sn1(furn22).Belsp1elx—l,n—2.2,5<e<4,
n=4: 2,7 <e<2,75, ... BEWEIS: Wende die Taylorformel (12.7) an:

£6) = fla) + 3 L= po ) 4 Lo o)
Ble)=1+a+5 +.t (nn__l)! +Z—T
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13.7 Graphen

3 x x x x x

25

1.5 -

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

1.5

Es gilt offensichtlich:
e (e”) monton wachsend, (¢*)” >0V z

e (logx) monton fallend, (logz)” <0V x
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14 Sinus und Cosinus
Beachte Funktionen

S:R—R C:R—R
S =C C'=-8
S(0)=0 C(0)=1

sinxz:=S(z) cosx:=C(x)

14.1 Hilfssatz
VORAUSSETZUNG: f,g:R—=R, =9, =—f
BEHAUPTUNG: da,b € Rmit ¢S — fC =aund fS+9C =b
BEWEIS:
(95— fC) = gS'+4'S—fC" - f'C
gC — fS+ fS—gC
=0
(fS+gC) = fS+f'S+9C"+4C
= fC+gS—gS—fC
=0

Also: ¢S — fC und fS + gC sind konstant.

14.2 Hilfssatz sin® + cos? = 1
BEHAUPTUNG: sinz +cos?z=1Vz eR

BEWEIS: Wende (14.1) an mit f = S und g = C. Erhalte b = f(0) - S(0) +
g(0) - C(0) = 1, b ist konstant, damit: S(z)>+ C(z)*=b=1

Folgerung: —1 < S(z) <1Vze€Rund -1 < C(z) <1VzeR.

14.3 Hilfssatz
BEHAUPTUNG: g =aS +bC und f = bS — aC mit a = —f(0) und b = ¢(0)
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BEWEIS:

aS = (gs— fC)S =gS*— fCS

bC = (fS+gC)C = fSC + gC?
aS+bC = g(S*+C?*) =g

bs = (fS+gC)S = fS*+gCS

aC = (gS— fC)C = gSC — fC?
bs —aS = f(S*+C% =Ff

14.4 Hilfssatz

VORAUSSETZUNG: f,g:R =R, f'=g¢,¢ =—f, f(0)=0, g(0) =1
BEHAUPTUNG: f=Sund g =C

BEWEIS: Wende (14.3),a =0, b= 1.

14.5 (un)gerade Funktionen sin/cos

BEHAUPTUNG:
e sin —x = —sinx (sin ist eine ungerade Funktion)
e cos—x = cosx (cos ist eine gerade Funktion)

BEWEIS: Wende (14.3) an mit f(z) = —S(—z) und g(z) = C(—x)

f0)=0 a=0
g0)=1  b=1
flz) = bS(z) —alC(x)
= S(x)
g(x) = aS(x)+bC(x)
= C(x)

14.6 Additionstheorem

BEHAUPTUNG:
e sinx +y =sinx - cosy + cosz -siny

® COST + Y = COST - COosy — sinx - siny
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BEWEIS: Wende (14.3) an fiir festes y € R mit f(z) = S(z + y) und
g(z) = C(z + y), erhalte

14.7 positive Nullstelle

BEHAUPTUNG: Sei D := [0,2]. C(D) hat eine Nullstelle.
DEFINITION von 7 € R: 7 sei die kleinste Nullstelle > 0 (mit (13.1.1)).

BEWEIS: Annahme: C(z) > 0V z € D. Wegen S’ = C ist S streng monoton
wachsend auf D. Fiir x > 0 folgt: S(z) > S(0) = 0.

Wende Taylorformel, (12.7) an: Es exisitiert ein x¢ € (1,2) mit

@) = c<1)+0'(1)+%c"(x0)

C(1) ~ 5(1) ~ 5 S(wo)

= u—v-— §S(x0>

<
u—v > C(2)

= C(1+1)
(u—v)(u+v)
(u—v)(u+v)
1
= u’+0?
u® < u

v <o

(u—v)
U+ v

NV

aber: 0 <u <1
AN <v<l

4oy

14.8 Periodische Funktionen sin/cos

sin 7 = 1| cos% = 0
sinz+ 35 = cosx |cosx+ 5 = —sinx
sint+m = —sinx|coszx+mT = —cosz
sinx + 27 = sinx | cosx + 27 = cosT
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Sinus und Cosinus sind damit periodische Funktionen mit der Periode 27.

14.9 Tangens und Cotangens

Definiere _
sinz cos
tgx = und ctgx == —
Cos sin
Beide Funktionen sind periodisch mit Periode 7 wegen sin(z + 7) = —sinx
und cos(x + 7) = — cos x.
, sin’ z cos x — sin z cos’
tgx = 5
cos? x
_ cos’z +sin’z
cos? x
1
~ cos?x
= 1+tg’z
ctg'r = —(1+ctga)
—1
sin® x
14.10 Graphen
1 T T T T T
Sinus :
Cosinus - -
0.5 _
0
0.5 - : i
1 ! ! ) ! e !
0 1 2 3 4 ) 6
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10 x x x x

w
Tangens
Cotangens - - - -

14.11 Arcus(co)sinus

Auf [-7, 7] ist die Sinusfunktion streng monoton wachsend. Die Umkehrfunk-
tion -
arcsin : [—1,1] — [—5, 5] mit sinx — x

ist auf (—1, 1) differenzierbar mit
1
V1—a?

BEWEIS: Sei b € (—1,1) mit b = sina Dann: sin(a) = cosa # 0. Mit (11.5.2)
gilt:

arcsin’ x =

1 1 1
arcsin’ b = = =

siffa  cosa \/1— b2
Analog: Auf [0, 7] ist die Cosinusfunktion streng monoton fallend. Die Um-
kehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7] mit cosz — z
ist auf (—1, 1) differenzierbar mit
—1
Vi-a?

BEWEIS: Sei b € (—1,1) mit b = sina Dann: sin’(a) = cosa # 0. Mit (11.5.2)
gilt:

arccos’ r =

1 1 1
arcsin’ b = = =

sinfa  cosa /1 — b2
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T
Arcussinus
Arcuscosinus

o
ot
T
|

14.12 Arcus(co)tangens

Tangens und Cotangens sind auf (—7, ) bzw. (0, 7) streng monoton mit Bild
R. Umkehrfunktionen:

T T 1
arctg : R — (——=, =) mit arctg’ x = ———
g (=5:3) g T
arcctg : R — (0, 7) mit arcctg’ z = —
g (0,7) g a2
1.5 ! ‘ ‘ ‘ ‘ Arcustanlgens N




14.13 Abschatzungen

SATZ: limj,_ 222 = 1 BEWEIS:

1 = cos0
= sin(0)
sin(0 + h) —sin0
= lim
h—0 h
sin h

= Jim—

BEMERKUNG: 3 > /2

BEWEIS: Sete b = 7. Mit Taylor:

b2
0 = cos(b) = cos(0) +b - cos'(0) +— cos”(xo)
~—— S—— 2 N——
1 0 0<I0<%

b2

> 1 — —

2

=07 > 2
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15 Reihen reeller Zahlen und Funktionen

15.1 Konvergenz einer Reihe, geometrische und har-
monische Reihe

Sei x1, xa, ... eine Folge reeler Zahlen. Setze

S1 = I
Sog = T+ X9
S3 = 1+ X9+ T3
Sp = ij
j<n

Sei u = limy,—.o 8, Dann sagen wir: die Reihe ), x; konvergiert gegen u.

BEISPIEL:
1+1+1+1+1+ =2
2 4 8 16 N

Allgemeiner: Die Geometrische Reihe Y2 ¢/ konvergiert fiir |g < 1.

7=0
BEWEIS?3:
1 . 1 —qg"
—— = lim
l—gq n—oe 1 —q
n—1
= limq
"1

SATZ: Notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz der Reihe ) x,: Die Folge
(n)nen ist eine Nullfolge.

BEWEIS: Reihe konvergent :< (s,,) konvergiert = (s,, — s,,—1) ist Nullfolge.
Umkehrung gilt nicht, Gegenbeispiel: harmonische Reihe

n
. 1
lim E - =0
n—oo /3
i=1

BEWEIS:
1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1
2 3 4 5 6 7 89 16,
2i=p  >ei=) >8 =

23 fangen wir mal hinten an, so daf auch alle Hiwis zufrieden sind...
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15.2 Regeln (trivial)
u = ZZL']'
j
v o= Zyj
u+tv = z]:xj+yj
j

k-u := Zk-xj
j
dowityl = Dl + D 1yl
j j j

TV
falls konvergent

15.3 Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen

p
>

j=m

ijkonviert(sic!)<:>V8>OEImEN: <eVp>m

J

andere Version:

P
ij <eVpqgmitm<qg<p

Jj=q

S Vex>0dmeN:

BEWEIS: Setze sy 1=, x;. Mit (9.5) und (9.7): (s5),,cy konvergiert, also
(8n),en Cauchyfolge.

15.4 Absolute Konvergenz

DEFINITION: Die Reihe** Xz, ist absolut konvergent, genau dann wenn
¥ |z, | konvergent. D.h. es existiert ¢ > 0 mit > _ |z,| < cV m.

n<m

15.5 Majorantenkriterium (M)

Sei die Reihe Yy, absolut konvergent. Sei eine Reihe (z,)nen gegeben mit
|| < |y, fiir fast alle n. Dann folgt: Die Reihe ¥z, ist absolut konvergent.

24 Heute wollen wir uns nur mit wirklich wesentlichen Dingen beschiftigen* Prof. Bender,
kurz nachdem er {iber Karnevalsmiitzen und die physische Anstrengung wéihrend einer
Vorlesung philosophierte
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Hauptanwendung: harmonische Reihe (bzw. allgemeiner y,, = kq¢™ fiir k > 0)
als grofere Reihe.

15.6 Konvergenz

BEHAUPTUNG: aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz einer
Reihe.

BEWEIS: Sei ¥z, absolut konvergent. Sei ¢ > 0. Es existiert ein m mit
m|Til < eV p>m (Cauchy). Also: ‘Z?:m x| < 2017l < e Mit
Cauchy: > x; konvergent.

15.7 Hauptbeispiel

Fiir jedes x € R konvergiert die Reihe

X n 2 £IZ’3 .%4 1’5

X X
(E)::ZOH:1+$+7+§+I+E+”.

absolut, also auch die Reihen

0 " xQn 332 x4 1.6
(©) :;(_1) (2n)! RS Y TRT]
0 2n+1 3 5 7

= G = e A

n—1

BEWEIS: 3n € Nmitn > |z|. Setze ¢ := 2 < 1und k = |fl‘

n (n—1)! Furj 2 0
folgt:

i ’ _ ’SC‘j+1

(z+4)! ne(nt1)---(n+ )
_ k(%)j+l

kqj+1

15.8 Funktionenreihen

Betrachte eine Folge (fy),cy von Funktionen f, : D — R (mit D C R).
Konvergiert 3 f, () fiir jedes * € D*, so erhalten wir eine neue Funktion

2 punktweise Konvergenz
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f:D—Rmit f:x+— > fulx). Schreibe f =" f, (Grenzfunktion).

Seien alle f,, differenzierbar. Fragen:
1. Ist dann auch f differenzierbar?
2. Gilt dann sogar f'(x) =) f/(z)Vx e D?

betrachte Spezialfall: Potenzreihen

(P) := Z apx"
n=0
Abgeleitete Reihe wére dann:
(P') = Znanx" !
n=0

Zudem wiirde dann gelten:

(E)=(E) ()=(=95 (5)=(C)

15.9 Differenzierbarkeitssatz fiir Funktionen

VORAUSSETZUNG: Sei f, : D — R differenzierbar in a € D; f,
Y fn; Xfl(a) konvergent; XL, konvergent (L, > 0); gelte |fn(x) — fu(y)]
L,|x —y| Vx,ye D*.

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar in a mit f'(a) = X/ (a).
Allgemeine Bemerkung: Sei u = Xx,,. Fiir jedes n ist

u:ij—l— Za:j

j<n j>n
——

konvergent

7Zu € > 0 existiert m mit

u—ij <eVn>m

Jjsn

26 f,, ist damit Lipschitzstetig
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BEWEIS: Sei e > 0. Dann existiert m mit >, L; < e und ‘me fj’(a)‘ <e.
Erhalte fiir z € D,z # a:

fi(x) — f(a)

A= T —a
erhalte A = w -2 5@
= [ 24 fi(@)
_ ;@4]. — fi(a)) + ;(Aj — fi(a))
< ;(Aj — fi(a))] + ;(Aj ~ fia))
fireind >0 : = Z w — fi(a)| + Z(Aj — fi(a))

-

<= VzeUs(a)

= S|P @, - )
j<m =m
< e+ Z(Aj—f}(a))
S e+ ZA] + Zf]/(a>
i>m j>m
< jem Li<e <€
< 3¢

Also:
36 >0mit A<3eVamit [t —a| <o
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15.10 Hauptsatz
Sei D ein kompaktes Intervall. Konvergiert die abgeleitete Reihe

(P Znanxn_l von (P) Z apz"
n=1 n=0

absolut fiir jedes « € D, so konvergiert auch (P) fiir alle x € D absolut.

Zudem ist die Funktion
f:D—>]Rmitf:wr—>Zanx"
n=0

differenzierbar mit

f(x) = inanxnl

BEWEIS:

1. absolute Konvergenz von (P): fiir alle n > || gilt: |a,2"| < [na,z™ Y|

Wende das Majorantenkriterium (M) an.

2. Differenzierbarkeit: f,(z) = a,x™;

fu(x) = fuly) ‘

r—y
n __ ,n
= an| | Y
r—Y
_ |an| . xn71+zn—2y+“.+myn—2+yn—1

< an|-n-|ul" firu e D mit |u| > |z| >z €D

L, = lau|-n-|ul"

LO = |a0\
Sho- Y et
n>0 n

konvergiert, da (P’) absolut konvergiert
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16 Mehr iiber (unendliche) (Potenz)Reihen

16.1 Logarithmusreihe

Fir |z < 1 ist

4

1. 10g1+x:x—§+%3—%j:...

2. floglf2 =g 2 p & p ol 4

Zusatz: Zu jedem y > 0 existiert genau ein x wie oben mit y = }f—i, namlich
1=y
1+y°

BEWEIS:

xr =

1. Wende Hauptsatz (15.10) an mit D = (—1,1) und (P) als x — % + z—; -

L+ .., damnist (P)=1—z+2®—a®+a* —a° £ ..

Siehe geometrische Reihe: 1+¢+¢*+¢>+... konvergiert fiir |¢| < 1 gegen

1%. Dann ist (P’) die geometrische Reihe fiir ¢ = —z, also konvergiert
q

(P') absolut.

Erhalte differenzierbare Funktion auf D mit f(z) = (P), dann ist

f'(x) = (P') = 133, die Funktion log 1 4 x hat dieselbe Ableitung.

Also existiert eine reelle Zahl k£ mit log1 4+ 2z = f(z)+k V 2 € D. Suche
k: Fir z = 0 folgt: log1 =0 = f(0), also k = 0.

2.
1
log tro_ logl+x—1logl —=x
l1—=x
[ 2 2 ot
S T PR Y (O
(x > "3 71 ) T T3y
x? 2 x3 a8
- (= )4
(x + z) (2 2)+(3+3>
x3 x® x’
= 2 2— +2— +2— + ...
T2 42 42T
[
— e+ T T
<m+3+5+7+ )

16.2 Arcustangensreihe

Fiir |z| < 1 ist
3 45 LT
tgr=0— —+——— =% ..
arctgr = x 3—1—5 -
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BEWEIS: Analog zu (16.1) mit (P) als = — %5 + %5 — % + ... (wie oben) und

(P"):1—a2%*+ 2% — 2%+ ..., wieder geometrische Reihe mit ¢ = 2.

Erhalte f(z) =z — m—; + %5 - x—; + ... mit f/(z) = 1—a?+a*— 2%+ ..., welches
auch die Ableitung der Arcustangens-Funktion ist. Weiter wie eben.

16.3 Endliche und unendliche Summen

FRAGE: Inwieweit kann man mit unendlichen Summen wie mit endlichen
umgehen?

[lustration:
e (1-1)+(1—1)+(1—1)+... =0 konvergiert

e 1—-1+1—-1+1—1+... konvergiert nicht!

Die Reihe (B) := ) b, gehe aus der Reihe (A) := ) a, durch sukzessive
v=0 v=0
Zusammenfassung einiger Summanden hervor, Beispiel: by = a1 + ag, by =

as, bz = ay + as + ag, by = a7 + ag usw. (beliebig).

BEHAUPTUNG:
1. Konvergiert (A) gegen a € R, dann auch (B)
2. Konvergiert (B) gegen b € R, und ist

(a) lim, o a, =0,

(b) by = a1+ as, by = az+ aq, b3 = as + ag, stattdessen geniigt auch die
Voraussetzung, dafs die Anzahl der Summanden b,, beschrénkt ist
(folgt durch Induktion nach der maximalen Summandenzahl m),

so konvergiert auch (A) gegen b.
BEWEIS:

1. Die Teilsummenfolge by, by+bg, by +ba+bs, ... von (B) ist eine Teilfolge der
Teilsummenfolge a1, a1 +as, a1 +as+as, .... Wegen a = lim,_, o a1+...+a;
folgt: a = lim;_,o0 b1 + ... + b;*7

2. Sei s1, S9, 83, ... die Teilsummenfolge von (A). Es gilt: s9, = b1+bs+...+b,
und Sop4+1 = bl + b2 + ...+ bn -+ A2n+1

Also: lim,, 29, = b (Vor.) und b = lim,, . Sopt1 = lim, o Son +

27_Gucken Sie da am besten gar nicht hin!“
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hmn*)oo Aop11 = b+0

Da beide Teilfolgen von s1, s9, 83, ... konvergieren, konvergiert auch die
Folge, dh b = + a9 —+ as + ...

16.4 Konvergenzkriterium von Leibnitz fiir alternieren-
de Reihen

VORAUSSETZUNG: (@), oy monoton fallende Nullfolge [also a,, > 0].
BEHAUPTUNG: Die Reihe
(A):=a) —as+az —ag + ...
ist konvergent. Zusatz: 0 < (A) < a;.
BEWEIS: Setze b, = ag,_1 — a2, (2.B. by = a; — as), dann gilt b, > 0. Setze
Sn Z:b1+b2—|—...+bn:al—((lz—CLg)—(CL4—CL5)—...—CL2n

Jede der Klammern ist > 0, also ist s, < a;. Die Folge (S">n€N ist monton
wachsend und beschrankt (durch a;), also existiert b := lim, . s,, d.h.
b= ¥b,. Nach (16.3) ist auch b = a1 —as + a3 — ay + ...

Zusatzbemerkung: Sei b die Summe der Reihe. Schreibe b = ay — as + a3 —
we. + a9 — ayg + R mit R = ay; — Qg = ... Damit ist R < ai-

16.5 Logarithmus 2, Arcustangens 1

Erweiterung: Die beiden folgenden Gleichungen (aus (16.1) und (16.2)) gelten
auch fiir x = 1.

1. log2=1—3+3—1%..
2. arctgl=1—3+1 -1+ ..
BEWEIS:

0. Hilfssatz: VORAUSSETZUNG: f,g : M — R stetig, M metrischer
Raum; X C M; f(z) < g(z) Vz € X; a € M Haufungspunkt von X

BEHAUPTUNG: f(a) < g(a)

BEWEIS: Annahme: f(a) > g(a). Finde Umgebunden um f(a) und
g(a), die sich nicht schneiden. Mit der Stetigkeit beider Funktionen folgt
der Widerspruch.

76



1. Fiir 0 <x < 1ist «, %, 2—3, ... eine monoton fallende Nullfolge. Deshalb

konvergiert nach (16.4) die Reihe x — % + % — % + .... Definiere

72 2 2+l
S(x) := Sp(z) + Ru(z) == \x -5 + _2_m+2n —
S;&) R;zx)
Es gilt: S(2)lim, o Su(2), zudem 0 < R,(z) < 47 Da S(z) =
log 1+ z (16.1) gilt:
$2n+1
(*) 0<logl+z—S,(z) < T

Nach Hilfssatz (mit M = [0, 1] und X = [0, 1) sowie a = 1) gilt (x) auch
firx =1,dh. 0 <log2—5,1< ﬁ, damit gilt:

lim log2 — 5,(1) =0 = log2 = lim S,(1)

n—oo n—oo

2. analog.

16.6 Konvergenzradius einer Potenzreihe
Sei (P) = 2, a;x'. Dann gibt es drei Félle:
1. Die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0 (Konvergenzradius ist null).

2. Die Potenzreihe konverviert absolut fiir x € R (Konvergenzradius ist
unendlich).

3. dr > 0 derart, dafs

o (P) konvergiert fiir jedes x € R mit |z| <r
e (P) divergiert fiir jedes z € R mit |z| > r

(Konvergenzradius ist r).

Zum Beweis geniigt es, folgendes zu zeigen:
VORAUSSETZUNG: Sei y € R derart da ).~ a,y" konvergiert.

BEHAUPTUNG: (P) konvergiert fiir jedes |z| < |y| absolut. BEWEIS: Seien
x,y wie oben. Setze ¢ = % < 1. Die Folge (any™),,cy ist eine Nullfolge, also

beschrénkt. D.h. es existiert s > 0 mit |a,y"| < s ¥V n. Erhalte

n

<sq"

n

xr
|anxn| = anyny_n = |anyn| )

’ T
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Mit Majorantenkriterium® folgt: Y o a,2™ konvergiert absolut®.

16.7 Waurzel- und Quotientenkriterium

16.7.1 erste Version
VORAUSSETZUNG: Sei (R) := ioav und g e Rmit 0 < ¢ < 1.
BEHAUPTUNG: :

1. Ist {/]a,| < ¢ fir (fast) alle n, so konvergiert (R) absolut.

An4-1
an

2. Ist

< q fiir (fast) alle n, so konvergiert (R).

3. Ist {/|a,| > 1 fir unendlich viele n, so divergiert (R).

an41
an

4. Ist

> 1 fiir fast alle n, so divergiert (R).

BEWEIS:
1. Folgt wegen |a,| < ¢" aus dem Majorantenkriterium (M).
2. Erledigt sich auch mit dem Majorantenkriterium:

a2 as Ay,

<l|ay| - ¢"!

a1 Qg Ap—1

3. Aus |a,| > 1 fiir unendlich viel n folgt, dak (a,),,oy keine Nullfolge ist.
Also ist (R) divergent.

4. Aus ‘“g—:l‘ > 1 [d.h. |aps1| > |an]] fiir fast alle n folgt ebenfalls, daf
(an),en keine Nullfolge ist.

BEMERKUNG: Aus {/|a,| < 1 oder

QAn 41
n

< 1 fiir alle n folgt nichts!°

28 Ich schreib das hier noch mal hin fiir die jungen Leute.”
29 Im iibrigen bin ich der Meinung, daf Computer die Leute eher verdummen.*
30Beispiel: 1 + % + % + ..
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16.7.2 weiltere Varianten
VORAUSSETZUNG: Sei weiterhin (R) := ) a,.
v=0

BEHAUPTUNG:

1. (a) Ist lim {/|a,| < 1, so konvergiert (R) absolut.
(b) Ist lim {/|a,| > 1, so divergiert (R) absolut.

An41
an

2. (a) Ist lim < 1, so konvergiert (R) absolut.

An+1
an

(b) Ist lim > 1, so divergiert (R) absolut.

3. Mit limsup anstelle von lim bleiben (1) und (2a) richtig.

4. Die Reihe (R) divergiert auch, wenn <\"/|an|> oder (
unbeschrankte Folge ist.

An41
an

) 31 eine

BEWEIS3?:

1. Setze L = lim {/|ay|.

(a) Wegen L < 1 existiert ¢ € R mit L < g < 1, es folgt: {/]a,| < ¢
fiir fast alle n.

(b) Wegen L > 1 ist {/]a,| > 1 fiir fast alle n. Wende (16.7) an.
2. analog
3. setze L = limsup m, analog zu oben
4. erledigt mit (16.8)

16.8 Limes superior und inferior

e Sei (X) := (zn),ey cine reelle beschriankte Folge, dann hat (X) min-
destens einen Haufungspunkt. Die Menge H der Haufungspunkte ist
abgeschlossen und beschrankt.

e H hat also ein Maximum h,,,,, dann ist limsup z,, := hez
n—oo

e H hat zudem ein Minimum A,,;,, dann ist liminf x,, := h,n

n—oo

31 Der Punkt interessiert mich sowieso nicht.”
32 bla bla bla...”
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e Setze T4, = limsup x,,.

— Aus T4 > q folgt: x,, > ¢ fiir unendlich viele n.
— AuS Tpee < g folgt: x,, < g fir fast alle n.

BEWEIS: Wire z,, > ¢ fiir unendlich viele n, so hitte die Folge (X) eine
Teilfolge (X7) := (7,),cy mit 25, > ¢ V n. Dann hétte (X7)
einen Haufungspunkt h € H mit h > q > 2,4, Widerspruch zur
Definition von 4.

e Genau dann ist h € H, wenn eine Teilfolge von (X) existiert mit Limes
h.

e Genau dann ist (X) konvergent, wenn limsup z,, = liminf z,,

o Falls z, > 0 fiir alle n ist, gilt: Genau dann ist (X) eine Nullfolge, wenn
limsup x,, = 0.

e Fiir eine konvergente Folge (Y) := (y,),,cy mit 0 # y := limy, ist H -y
die Menge der Haufungspunkt der Folge (2,%y),,cy, insbesondere gilt
dann (und falls y > 0 und z,, > 0V n gilt): limsup z,y,, = y-lim sup z,,.

16.9 Berechnung des Konvergenzradius’ einer Potenz-
reihe

(R) == Z a,x’

Der Konvergenzradius der Reihe (R) ist ...
e ... 0, falls die Folge {/|a,| unbeschrénkt ist.

o ... 00, falls lim,_.. {/|a,| =0 (d.h. limsup {/|a,| =0)

n—oo

o .. 1, falls L =1lim, .o {/|an| #0
Weitere Fille gibt es nicht®*. BEWEIS: Zu 0 # x € R setze
by = ¥/ lana| = /lan| - |2]
Ist (b),cy unbeschriankt®, so divergiert (R). Nehme daher (b,), .y als be-
schriankt an, d.j. (\"/ |an|) ist beschrankt.
neN

33Literaturempfehlung: Forster (Wesentliches in Kiirze), Konigsberger (,,Mein Liebling!*)
und ,,Kleine Enzyklopéddie der Mathematik*
34 ich war gerade wieder in einem anderen Mirchen...*
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Mit L = limsup {/|a,| ist |z| - L = limsup b,,.

Mit L =0 < lim {/|a,| =0

(R) konvergiert absolut, falls |z| - L < 1 (dquivalent zu |z| < 1 fiir
L >0).

e (R) divergiert, falls |z|- L > 1 (dquivalent zu |z| > 1).

16.10 Konvergenzradius der Ableitung der Potenzrei-
he

Die Potenzreihen

E a,z’ und ( E Va,rt

haben denselben Konvergenzradius.®®

BEWEIS: Die Reihe (P’) konvergiert fiir  # 0 genau dann, wenn » | va,z”
v=0

konvergiert. Also hat (P’) denselben Konvergenzradius wie die Reihe (P) :=

> va,a?
v=0

Wegen {/|na,| = /n- {/|a,| und lim /n =1 (nach (9.12.3)) sind die Folgen
(\"/ |na,| ) und <\"/ || ) beide unbeschrankt oder beide beschrankt.
neN

e beide unbeschrankt: Alles hat Konvergenzradius 0 nach (16.9).

e beide beschrénkt: Nach (16.8) gilt:

lim sup {/|na,| = (lim sup \"/ﬁ) . (lim sup v/ \an\> = lim sup /|ay|

Also nach (16.9): Konvergenzradius von (P') = Konvergenzradius von
(P) = Konvergenzradius von (P)

35 ...ein Ergebnis, das wir gleich ausschlachten werden!”
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16.11 Hauptsatz

oo

Ist 7 > 0 (oo ist zugelassen) der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,z?,
v=0

so wird durch

f:(=r,r) = Rmit f(z) = iavx”

eine differenzierbare Funktion definiert mit

[e.9]

f(x) = Zv C Ay’

v=0

BEWEIS: Die abgeleitete Reihe konvergiert absolut auf (—r,r) nach (16.10).
Daraus folgt die Behauptung nach (16.9).

Beispiel:

e Reihe: ;&= = 14+a+a?+a+a+ .. fir [z < 1, also ist Konvergenzradius
1.
e Erstes Differenzieren: ﬁ =1+ 2x+ 32% + 423 + ...

e Zweites Differenzieren: ﬁ =24+3.204+4-3x2+42° + ...

16.12 Die Binomialreihe

p
(1+2)P = Zo(i>x"Vp€Ng,]x\<1
P\ _ pp-1p-2 p-(n-1
n 1 2 3 n

(I+2)P = (i)x”‘v’ lz] <1
0

n—

Die Bionialreihe Y. ()2™ hat fiir p € R \ Ny den Konvergenzradius 1.

BEWEIS: Setze a, := (?) |z"|. Dann ist 22 = =2 ||, also

an  n+l
lim | 27t :|x|lim‘p_n 2| - |-1] = |z
" n+1

Nach (16.7.2) konvergiert die Binomialreihe fiir |z| < 1, sie divergiert fiir
lz| > 1.

82



16.13 Hauptsatz

Fir p € R und |z| < 1 ist

(1+x)p:§: (i)x”

n=0

BEWEIS: O.B.d.A ist p ¢ Ny. Erhalte aus (16.12) und (16.11) die Funktion

7o) = Rt £ = 3 (1) wad 710) = S (2

n=0

Wegen (p) = %(p_l) ist

n n—1

flle) = p- >

(
(
LI ol (s FEEV ol (e B
(
(

Mit g(z) = (1 + )P ist auch (1 + 2)¢'(z) = pg(x).

(i)' _ fl9- 1
g 9?

= (g~ fg)
= P konstant -0 =10
1+z
f0) =1
= ¢(0)

Damit sind beide Funktionen gleich: f =g
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16.14 Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe
um a

1. Zu einer Potenzreihe (P) >~ a,(x — a)" gibt es drei Félle:

(a) Konvergenz nur fiir = a (Konvergenzradius 0)
(b) Absolute Konvergenz fiir alle x € R (Konvergenzradius co)

(c) Es existiert » > 0 mit absoluter Konvergenz fiir |z — a| < r und
Divergenz fiir | — a| > r (Konvergenzdarius r)

2. Die Potenzreihen Y >~ a,(x — a)® und > 7 na,(z — a)"' haben
denselben Konvergenzradius.

3. Sei r > 0 der Konvergenzradius von (P). Setze D = (a —r,a + 1) (bzw.
D =R falls r = 00). Dann definiere eine (beliebig oft) differenzierbare
Funktion

f:D — Rmit f(z) := f:an(x —a)"und f'(z) = inan(m —a)"!
n=0

n=0

4. In 3. ist an:m‘v’n

n!

f(m)(mo) (I

m!

5. YVm e Nya#z € D gilt )
o echt zwischen a und z.

nom (T —a)" = — a)™ fiir ein

,BEWEIS:“ 1-3 sind im Wesentlichen Umformulierungen von (16.6), (16.10)
und (16.11). Nr. 4 folgt aus 2 und 3: f(a) = ao, f'(a) = a1, f"(a) = 2! -
as, f"(a) = 3! - as,...; Nr. 5 folgt sofort aus dem Satz von Taylor.

Bemerkung: Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f und a € Dy
heifst die folgende Reihe Taylorreihe von f um a:

@) (g
> e -ar
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17

Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

Betrachte ein Intervall D = [a, b] und eine beschrinkte (spéter stetige)
Funktion f: D — R.

Betrachte weiter endliche Intervallzerlegungen P = { P, | i € I} (und
I endlich), das soll bedeuten: jedes P; ist ein Intervall, | J P, = D und
PN Py| < 1 fiir i # ).

a pi1 P2 pn b

%0 Yl X2 G -1 wn

Die Léange des Intervalls P; sei d; (in der Anschauung: d; = z; — x;_1),
somit gilt: Xd; = b — a.

Setze weiter m := inf f(D) und M := sup f(D). Entsprechend m; :=
inf f(P;) und M; := sup f(F).

Setze die Untersumme P, := ) .m; - d; und die Obersumme P* :=
> M- d;

Esgilt: m <m; < M; <M

17.1 Unter- und Obersummen

Fiir jede untere Schranke m von f(D) und fir jede obere Schranke M von
f(D) gilt:

mb—a) <P, <P <M(b—a)

17.2 Unter- und Obersummen unterschiedlicher Inter-

vallzerlegungen

Ist @ ={Q, | j € J} eine weitere Intervallzerlegung von D, so ist auch die
Menge R der Schnitte R;; = F; N @); eine Intervallzerlegung von D. Zudem

gilt:

Q<R <R <P und P, <R. <R" < Q"
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BEWEIS: Fiir festes ¢ € I ist {R;; | j € J} eine Intervallzerlegung von P;.
Es fOlgt dz = Z dzg Wegen Rij Q Pz ist m; S m; und Mij S Mz Erhalte

P, = Zmd
(3

i
< Zmij - di
0,

= R.<R"

jeJ

Alles andere analog.

17.3 Unter- und Oberintegral

Jede Untersumme ist eine untere Schranke der Menge aller Obersummen. Jede
Obersumme ist eine obere Schranke aller Untersummen. Fiir das Supremum
[. (Oberintegral) aller Untersummen P, und das Infimum [~ (Unterintegral)
aller Obersummen P* gilt: HONK!

m(b—a)g/*s/*smb—a)

DEFINITION: Eine Funktion f heift integrierbar genau dann, wenn®® [* = [
ist.

17.4 Zerlegung in Teilintegrale

Lemma: Fiir a < u < b gilt:

[A-]+]

Dasselbe gilt fiir [ . Folgerung: f ist integrierbar auf [a, b] genau dann, wenn
f integrierbar ist auf [a,u] und [u, b].

BEWEIS: Sei Dy = [a,u] und Dy = [u,b] Ist Z; Zerlegung von D; und 2,
Zerlegung von Do, so ist Z := Z; U Z, eine Zerlegung von D und es gilt:
Zr =27+ Z;.

36_...damit auch alles schén chaotisch wird...“
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Mit Q@ = {Dy, Do} sind diese Z genau die Zerlegung R in (17.2). Es folgt®":

/ 012 nf{z*| 2}
= inf{éﬁ:|2ﬁ}—+inf{2§| Z&}

17.5 Differenzierbarkeit der Stammfunktion

Ist f stetig in u € D, ist die folgende Funktion differenzierbar:
F:D—>]Rmitf:xl—>/ fund F'(u) = f(u)

Dasselbe gilt fiir ..

BEWEIS: Sei ¢ > 0. Dann existiert § > 0 mit |f(u+ h) — f(u)] < e (d.h.
flu)—e < flu+h) < f(u)+¢) fir alle h € R mit |h| < d und uw+ h € D.

BEHAUPTUNG: ‘w - f(u)‘ < ¢ fiir alle h # 0 wie oben.

BEWEIS: Fallunterscheidung:

1. Fur A > 0: Nach (17.4) ist

u+ﬁ
Flut+h) = /
u* u+ﬁ
-]+
a u
=F(u)

Wende (17.3) and auf [u, u + h| anstelle von [a, b]. Mit f(u) — e anstelle

37 Es ist immer nur eins von beidem sinnvoll, das gilt - egal, was ich sage!*
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von m und f(u) + € anstelle von M. Erhalte

uth*
(f(u) —g)-h < J < (f(u)+¢)-h (%)
u+th*
flu)—e < %f < flu)+¢
u+th*

N ’F(quh});F(u) —f(u)‘ <e

2. Fir h < 0: Wende (17.4) auf [u + h,u] an, erhalte wie oben

u+ﬁk

(=2 (-h < [ <(f)+2)- (-h)

u

u* u+h* u *
(17.4) liefert jetzt: F(u)= | = [ + [ , Rest analog.
a a u+h

17.6 Hauptsatz
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R (mit a < b) ist integrierbar. Die Funktion

b
F :a,b —>Rmitx»—>/f
ist eine Stammfunktion (d.h. F" = f) und fiir jede Stammfunktion g von f ist
[ =90 9(a)
b

ZUSATZ: Sei D ein beliebiges Intervall. a € D und f : D — R stetig. Fiir
x € D mit x < asetze [ :=— [.Dannist F:z— [ fist F' = f.

a

BEWEIS: f ist beschrinkt (nach Analysis1)®®. Nach (17.5) hat f eine Stamm-

38 [verwirrt] Wo ist denn mein Hauptsatz?!

88



funktion g. Fir F' wie in (17.5) gilt: F' = g + k mit k := —g(a) konstant.

F(z) = g(z)—g(a)
F(b}k = g(b) — g(a)
= g(b) —g(a)
g9(b) — g(a)

*

S S Y
I |

|

Damit ist f integrierbar.

BEWEIS ZUSATZ: Darf D = [u, a] annehmen mit u < a. Fiir jedes = € D ist
[0 = [T+ [T Also gilt:

Pl = [-F@

F(x) = /xf—l—F(u)

Wobei [ f nach Hauptsatz: differenzierbare Funktion von = mit Ableitung f.

/bf(x)dx

Die Bezeichnung dz ist sinnvoll, siehe folgende Beispiele:

b b
/23:15(13: und /th dt

Standardbezeichnung;:
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17.6.1 Beispiel

Beispiel: D = [0,b] mit 0 < b, Sei f: D — R definiert durch f(z) =sin < fiir
x # 0, definiere einfach so f(0) := 5. Also existiert lim, o f(z) nicht! Fiir
0 <a<bist f auf [a,b] integrierbar, da stetig.

Auferdem (nach (17.3)) ist

a a*

(_1)(a—0)§/ s/ < (a—0)

0. 0
Also [ — [ < 2a. Es folgt:
00

*

*

]

O\Q'
13
—
+

b* b

[ -] =

0 0 «

Also ist f integrierbar. Merke: Beim Integrieren kommt es auf die Endpunkte
des Intevalls nicht an. Allgemeiner: Auf endlich viele Punkte kommt es nicht

an wegen fa(z" =3, f:il Insbesondere: Stiickweise stetige Funktionen sind
integrierbar.

17.7 Uneigentliche Integrale

VORAUSSETZUNG: Sei D := [a,b), f : D — R, integrierbar auf [a, u] fiir alle
u€D.

DEFINITION: Falls der Limes existiert definiere:

[t [ 1
Dabei ist auch b = 400 zugelassen. Analog fiir D = (a, b], wobei auch a = —oc0

erlaubt ist: ,
/ f:=lim
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Fir f: (a,b) — R wihle ein beliebiges ¢ € (a,b) und definiere entsprechend

oo

17.7.1 Beispiel

Das Integral

71 1
—dxr =
xs s—1
1
existiert fiir jede Zahl s > 1. Denn:
/u dx —1 1 1 1
el ) — 1=
s s—1 a1 s—1 us—1
1 \—/_/

Stamm funktion 1

17.8 Das Integralkriterium fiir Reihen

VORAUSSETZUNG: Sei a € R, f : R, — R, zudem f monton fallend und
I:=[fF.

BEHAUPTUNG: Die Reihe ) f(a + n) konvergiert gegen eine Zahl Z
zwischen I und f(a) + 1

BEISPIEL: Seia =1, f(z):=%,s>1,1= -5 Dannist Z=3) " - und
L <Z<1+4+ 4.

BEMERKUNG: ( : s +— Z ist die Riemannsche Zetafunktion BEWEIS:
Schreibe wieder [ statt [ f. Setze fiir m € N:

m a+m
Sm 1= Zf(a+m) und [, := /
n=0

a

Wegen f > 0 ist [ = sup{I, | m € N} und es geniigt der Nachweis von
Iy < sppoqund s, < f(a)+ I,. Nach (17.3) ist fiir alle n > 0 (wegen monton
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a+n+1
fallend): f(a+n+1) < [ < f(a+n). Weiter (nach (17.4)) ist

a+n
m—1 atntl m—1
I, = Z §Zf(a—|—n):sm_1
n=0 n=0
a+n
m—1 atntl m—1
o= Y [ =X flatns)=s.- i@
n=0 atn n=0

= Sm < In+ f(a)

17.9 Triviale Folgerungen

Folgerungen aus der Definition der Ober- und Unterintegrale; seien f, g :
[a,b] — R beschriankt und k € R.

Lf>g=["f>["gud [[f>[g

2. f>0=["f>0,[ fgeq0

3.k>0= ["kf=k[ fund [kf=Fk]
k<O0= ["kf=4k[ fund [ kf=F]

4 [ f+9<["f+["g
Lf+tag= [ f+ ]9

Somit ist mit f und g auch f + g integrierbar, wobei [ f+g= [f+ [g;
und fiir jede reelle Zahl k ist auch kf integrierbar mit [kf =k [ f.

*%

f
f

17.10 Stetigkeit der Stammfunktion

1. Die Funktion F in (17.5) sind stetig, sogar gleichméfig stetig, sogar
Lipschitz-stetig, d.h. es existiert L > 0 mit

|F(z) = F(y)| < Llz —y| Yo,y € D =la,b]

2. Ist f stetigin w € D und f(u) > 0 sowie f(z) > 0V x € D, so ist
b
[ f>o.

BEWEIS:
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1. D = [a,b], f: D — R beschrinkt, F(z) = [ f (bzw. Unterintegral).

a

y
Sei x <y, dann ist F(x) — F(y) 1y [ f. Zudem ist

m(y—w)é/fSM(y—x)

x

Es folgt

y*

/f’Smwﬂ%LWMAy—@

T L

2. Es existiert ein Intervall P positiver Lénge [p mit f(z) > gV x € P
fiir ein ¢ > 0. Sei P eine Zerlegung von D = [a,b] mit P € P. Dann ist

17.11 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Integral-
rechnung

e VORAUSSETZUNG: Sei f : [a,b] — R stetig. m = min f(D) und
M = max f(D) (existieren nach (11.6.2))

BEHAUPTUNG: Gewohnlicher Mittelwertsatz3?: Es existiert u € D mit

f=fw)-(b-a

e VORAUSSETZUNG: Sei zuétzlich g : D — R integrierbar mit g(z) >
OVzxeD.

BEHAUPTUNG: Verallgemeinerter Mittelwersatz: Es existiert u € D
b

b*
mit [ fg= f(u)- [ ¢ (analog fiir ein v’ fiir [ )

a

BEWEIS: Wegen mg < fg < Mg ist

39 Anekdote aus seiner Vorlesungezeit... ,Das war das letzte Mal, da® ich das Maul
aufgemacht habe!*
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b b* b
m-/gé/fg§M~/g

b
Darf also G := [ g # 0 annehmen, sogar G > 0. Erhalte

Mit Zwischenwertsatz ((11.6.1)) existiert u € [a,b] mit f(u) = & [* fg

e Bemerkung: Man kann zeigen: Aus der Integrierbarkeit von f und g
folgt: fg ist integrierbar.

17.12 Die Taylorformel mit Integral

VORAUSSETZUNG: Sei D Intervall, f : D — R sie (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, sei a € D, n € Ny. Definiere R := R, ;1 = R,1(x) fir z € D
durch

n @) (q ) "(a ") (g
) = (Z fz—'() Az — a)l> +R = f(a)—l—%(x—a)qt...%—f n'< >($—a)”+R

BEHAUPTUNG: R = f(’” D" pnt)(¢) gt

BEWEIS: Induktion nach n:

e Induktionsanfang: f(z) = f(a) + ff’(t)dt (nach (17.6), denn [’ ist

stetig)
e Induktionsannahme: Sei also n > 1 und R, = | % fM(t) dt

e Induktionsschluf: Fiir g, (¢) := &= ist gy, = —¢gn—1. Die stetige Funk-

tion g, f™*Y (auf D) hat eine Stammfunktlon F. Dann ist

n / n n n n
(F_gnf( )) :gnf( +1)_gn'f( H)Jrgnfl'f():gan()
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Es folgt mit (17.6):

(F —On- f(n)) ‘Z = /gnlf(n) = Rn

= Fl@) = Fla)+ " ()
- / 00+ Lt
G _,“) £ (a)
n.
17.13 Riemannsche Summen
Betrachte Funktion f und Zerlegung
a| pl | pz | - | Pﬂ I:|J
%0 Pl X2 -1 h

P, =lai_1,a;], P ={P,..., P,} Zerlegung von [a, b]; d; = a; — a;_;. Betrachte
Riemannsche Summen

i=1

Dann gilt:
P. <SP

DEFINITION: Feinheit von P :=max{d; | i =1,...,n}

b
SATZ: Genau dann ist f integrierbar auf [a,b] und es existiert damit [ f,

wenn ein [ existiert, so daf zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit |[S — I| < ¢
fiir alle Riemannschen Summen S zu allen Zerlegungen P mit Feinheit < §.

17.14 Stammfunktion auf (nicht-)kompakten Intervall
VORAUSSETZUNG: f,g: [a,b] — R stetig, ¢ = f auf (a,b)
BEHAUPTUNG: ¢’ = f auch auf [a, b]

BEWEIS: Existiert die Stammfunktion ' von f nach (17.6). Dann ist F'(z) =
f(z) fur alle z € [a,b]. Dann existiert ¢ € R mit F(z) + ¢ = g(z) fiir alle
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x € (a,b). Ersetze F' durch F + c¢. Dann ist F(z) = g(x) fiir alle z € (a,b).
Zudem ist g(a) = lim,_., g(x) = lim,_., F(z) = F(a), analog fiir F'(b).1

40 Warum ist die Funktion stetig? Weil sie differenzierbar ist! Wenn man keine Antwort
weilt, stimmt diese Antwort in 70% der Falle!*
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18 Bestimmung ,des unbestimmten Integrals*
einer Funktion

Sei f: D — R. Gesucht: Funktion g D — R mit ¢’ = f. Schreibe [ f =g
oder [ f(z)dz = g(x) oder [ f(x)dx = g(z) + ¢ (¢ konstant). Nenne g
unbestimmtes Integml von f. Gegenstand von (17) war das bestimmte Integral.
Einfachste Ingegralrechenregeln:

/f1+f2=/f1+/f2und /k:f:k/f (k € R)

18.1 Integrationsmethoden
18.1.1 Partielle Integration
REGEL: Aus der Produktregel (fg) = f'g + fg’ folgt:

/fg’zfg—/f’g
BEISPIELE:

1. [ze*de =xe” — [e"dx = (x — 1) ¢"

2. [2?e*dx = x?e” — [ 2ze® dv = (22 —22+2)-€” (und analog fiir beliebige
[ ame* dx)

3. [z-cosxdr =x-sinx — [sinzdr =z sinz + cosx

4. Auf (—1,1) (und damit nach (17.14) auch auf [—1 1]) gilt:
/\/1—x2dm = V1—22. x—/

2 \/1—x2
f/
2
= \/l—xQ-:p+/m—da:
V1—a?

— \/1—7x2x+/<+—m) dz

— 2
dx
:>2-/\/1—x2dx = V1-22- 2+ | ———
V1—22
= V1 —22 2+ arcsinx

ANWENDUNG von Beispiel 4: Fldcheninhalt eines Halbkrelses mlt dem Radius
1 um den Ursprung ist gleich (%£v/1 — 22 + L arcsinz)

arcsin —1) = 7

| L= arcsml —
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18.1.2 Integration durch Substitution

Um [ f(z)dz zu bestimmen, setze fiir = irgendeine Funktion einer neuen
Variablen“ ¢ ein, ersetze dx durch % . dt, bestimme das Integral [ f(z(t))%dt
und driicke dann wieder ¢ durch x aus.

BEGRUNDUNG: Seien D, D* Intervalle, f : D — R und g : D* — D bijektiv,
differenzierbar und ¢'(¢) # 0 V t € D* mit Umkehrfunktion v : D — D*.
Sei weiter G Stammfunktion der Funktion ¢ — f(g(t))g'(t). Definiere zudem
F:D — R durch 2 — G(u(x)).

BEHAUPTUNG: F' = f
Beweis': F'(z) = G'(u(z)) - v'(z) = f(g(u())) - g'(u(z)) - v'(z) = f(z)
BEISPIEL:

1. [+/1—a?dx. Substituiere® x = sint. Also: ‘fl—f = cost. Erhalte®:

/\/1—:z:2dx = /\/1—sin2t~costdt

= /COS2tdt

1 t—l—l in 2t
= — -5

5 5 in

1 1
= —arcsinz + —sin 2¢
2 4
= L i + L t t
= 2arcsm:v 5 sint - cos
xT 1,‘%2

18.1.3 Partialbruchzerlegung

Integration rationaler Funktionen % (mit h, f Polynomfunktionen) mittels

Partialbruchzerlequng. Es geniigt der Fall** grad h < grad f. Dann existieren
Polynome h*,r mit

h=h*f+rund gradr < grad f (Division mit Rest)

VORAUSSETZUNG: K ist Korper, f € K[x] Polynom, normiert; f = f;--- f,
und f; = p;" mit e; € N und py, ..., p, normiert, irreduzibel und paarweise

41 Die Tafel harmoniert nicht so ganz mit der Kreide!*

42 ..genial, wie ich bin...*

43mit Additionstheoremen cos2t + 1 = 2cos?t und sin 2t = 2sint cost
#definiere hierfiir grad 0 = —1
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verschieden. 0 # h € K|z].
BEHAUPTUNG:
1. Es existieren hy, ..., h, € K[z| mit grad h; < grad f; und es gilt:
h n ha L
fh o
2. Sei nun n = 1. Setze p = p;, e = e;. Dann existieren uq, ..., u, mit
grad u; < grad p und es gilt:

h_u1+u2+ +ue
fp v e

3. Zusatz: die h; und u; sind eindeutig bestimmt
BEWEIS:

1. Definiere Polynome gy, ..., g, durch

9j ::Hfi:fij

i#]
Polynome gy, ..., g, sind teilerfremd?®>. Man kann h; withlen, so daf gilt:

Also gilt:
hy I
h=—+.+-2"
fl fn
Die h; kdnnen so gewéhlt werden, dak grad h; < grad f; ist, denn mit
Division von h; in h; = ¢, f; + r; erhilt man

h -~ - T
= i+ _
f ;q Ef

Falls s # 0, so ist

f
h= s + =T
grad>gradf N——
grad<gradf

Damit ist s = 0. Somit sind die h; gefunden wie gewiinscht.

45 Tch bin so klein, die Tafel ist so grof...
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2. Es ist f = p° Schreibe h = ¢p + r mit gradr < gradp. Dann ist
% = & + .- Im Falle ¢ = 0 ist nichts zu zeigen, bei g # 0 ist

gradg = gradh — gradp
< grad f —gradp
= (e—1)-gradp = gradp®!

Weiter mit Induktion nach e.
3. Beweis siehe Lineare Algebra

Irreduzible Polynome tiber R haben einen grad 1 oder grad 2 (Beweis spéter).

Damit wird die integrierbare rationale Funktion zuriickgefiihrt auf folgende
Fille:

1) fmdl‘

1
)fmdw

f (m2+:fz—;ib dx
Dabei ist 22+az+b irreduzibel iiber R. Wegen z*+az+b = (z + %)2+ (b - %)

ist b — % > 0, also 22 + ax + b = (x+ %)2 + d? mit d > 0. Es geniigt also,
statt (2) und (3) folgende zu betrachten:

2) [ Gy de

3/ f (I2x+c dr

+a2 m

Dabei kann noch a = 1 angenommen werden, da 22 + a? = a? <(§)2 + 1).

Zudem laft sich bei (3') das ¢ durch Fall (2') erledigen. Damit ergibt sich:
(2”) f mdfﬂ
(3) [ g da

Die Funktion log |z| ist auf R \ {0} definiert und hat die Ableitung 1. Damit
gilt fiir die Falle (1), (2”) und (3"):

) f (;pfi)m -

{ log|x +a|] falls m=1

_T11 . (Hal)m_l falls m > 2

arctg x falls m=1
) Jatim = 2 falls m >
Q(mfl) . ((12+1 m—1 + f 2+1)m 1) alls m - 2
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log(z®> +1) falls m=1
2z —
(3") f @2+1)m dr = { =1 . 1 falls m > 2

m—1 (z2+1)m-1

BEISPIEL:
1. Sei f(z) = (x —1)*- 2% (z* + 1)? und h(z) mit grad h < 9. Dann ist

h(z)  a b c d e u v
f(x)_a:—1+(x—1)2+ PR

(x—=1)3 e 22 22+1 * (24 1)2
mit a,b,c,d,e € R und u, v Polynome vom Grad < 1. Weiter:

U - S n tx
224+1 2241 2241

mit s,7 € R und analog fiir v.

2. konkreter: mSi v x(%;)(x ey ergibt

1 a b c

z(zr —2)(z + 2) $+9§—2+9§—|—2

e Multipliziere mit x, setze x = 0, erhalte a = —}l.

e Multipliziere mit (z — 2), setze x = 2, erhalte b = %.
1

e Multipliziere mit (z + 2), setze © = —2, erhalte ¢ =

oo

Entsprechend:
/ 1 B 1 / 1 N 1 / 1 N 1 / 1
-4 \ 4 )z 8 J z—2 8 J z+2
3. Sei —& gegeben. Dann ist in den reellen Zahlen die folgende

(z—1)%(2*+1)
Zerlegung moglich:

z° a b cr+d
- it a,b,c,d € R
(I - 1)2(1‘2 + 1) (I — ].) + (QE — ]_)2 + (IL‘2 +1 mit a,b,¢,d €

In den komplexen Zahlen:

3 b t
i __ ¢ + + 5 + - mit a,b € Rund s,t € C

(x—=1)222+1) (z—1) (x—=1)?% z+i x—1i

e Multipliziere die Gleichung mit (z — 1)? und setze z = 1, erhalte
b=1
2
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durch weiteres Einsetzen bzw. Multiplizieren erhalt man direkt Wer-
te oder Gleichungssysteme fiir die Variablen a, b, ¢, d bzw. a, b, s, t:

2* =a(r —1)(2* + 1) +b(@* + 1) + cx(z — 1)* + d(z — 1)?

Konstante Glieder der Gleichung: 0 = —a + b+ d
Glieder der Potenzen 1, 2...
Glieder der Potenz 3: 1 =a + ¢

18.2 Das Lebesguesche Integrabilitatskriterium

DEFINITION: Eine Menge X heilt Nullmenge, wenn zu jedem ¢ > 0 offene
Intervalle Xy, X5, X3, ... existieren mit X; = (a;,b;) und > 2 (b —a;) < €
(die Menge der rationalen Zahlen und jede abzidhlbare Menge reeller Zahlen
ist eine Nullmenge!). SATZ: Genau dann ist die beschrankte Funktion f :
[a,b] — R integrierbar, wenn die Menge A = {z € [a,b] | f nicht stetig in =}
eine Nullmenge ist. BEWEIS: siehe Zusatz-Vorlesung
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19 Gleichmafiige Konvergenz

19.1 Definition gleichméifiige Konvergenz

Betrachte®® Folge f1, fa, f3, ... oder eine Reihe f; + fo+ f3+ ... von Funktionen
fn D — R mit Grenzfunktion f, d.h.

n—oo

fle)=1lim fy(x)V2 €D bzw.f(x) =Y fulx)VzeD
n=1
BEISPIEL: f,(x) = 2" fiir D = [0,1] und
1 falls z=1
)= { 0 falls =z <1

Dann ist f = lim,, ., f,. Jedes f,, ist stetig, aber: die Grenzfunktion f ist
nicht stetig.

DEFINITION: Eine Folge (f,),cy konvergiert gleichmdfig genau dann, wenn
fir alle € > 0 gilt: | f(z) — fu(2)| < € fiir fast alle n und alle z € D.

DEFINITION: Eine Reihe Y >, f, konvergiert gleichméfig gegen f genau
dann wenn |f(z) — Y1, fi(z)| < e fir fast alle n und alle z € D.

19.2 Stetigkeit der Grenzfunktion

SATZ: Der gleichméfige Limes einer Folge oder Reihe stetiger Funktionen ist
ebenfalls stetig.

BEWEIS: Sei f = lim, . f, gleichméafiger Limes, seien die f, stetig. Sei
a € D und € > 0. Dann existiert n € N mit

|fu(x) — f(x)| <eV2zeD
Da f, stetig ist, existiert 4 > 0 mit
|fu(a) = fu(x)| <eVz € Dmit |[x —al <0
Fiir diese z folgt:

[f(a) = F(@)] = |f(a) = fula) + fula) = fu(2) + fulz) = f(2)]
< |f(a) = fula)| + | fula) = fu(@)[ + [ fnl(2) — f(2)]

< €4+e4+e=3-¢

46Kommentar zum begrenzten Tafelplatz: ,In der Beschrinktheit zeigt sich erst der
Meister!*
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19.3 Vertauschen von Integral und Limes

VORAUSSETZUNG: Seien f, integrierbar auf D = [a, b]. Konvergiere (f,,)
gleichméfig gegen f.

neN

BEHAUPTUNG: f ist integrierbar mit

b b

/ lim f, = hm fn

n—oo
a a

BEWEIS: Sei € > 0. Dann ist | f(z) — f.(z)| < € fiir alle z fiir fast alle n, d.h.

fale) —e < f(z) < fulz) +e
Damit ist f beschrankt. Mit (17.9)(a) folgt:

fumoz <[ = s
[h-ev-as<[i<[ i< [nee0-0

und es folgt: . ,

[i=[tjzc-a=[1=[1

/f — /fn < €2+ (b — a)fiir fast allen

Damit ist

und zudem

19.4 Vertauschen von Ableitung und Limes

VORAUSSETZUNG: Seien fi, fa, ... stetig differenzierbar auf [a, b, konvergiere

(f1),en gleichmibig und konvergiere (f,(20)),,cy fUr ein g € D

BEHAUPTUNG: (fn),cy konvergiert gleichmékig mit
/
(lim fn> = lim f}
n—od n—od
Fiir Reihen analog: Y >, f,, konvergiert gleichméfig mit
n / n
<lirn Zf) = lim » " f/
n—oo p n—oo v
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BEWEIS: Sei g, := f] stetig. Damit ist g, := lim, . g, stetig. Fir jedes
z €D = [a,b] gilt:

x xX
n—00
xo zo

Nach Hauptsatz (17.6) gilt:

T

[ o0 = @) fola)

o

Also konvergiert (f,(z)),cy fiir jedes x € D, Erhalte f(z) = lim,_ fy(2).
Mit k,, := fn(xo) und k := f(zo) folgt:

x

/ng(x)—k

Zo

Nach Hauptsatz der Integralrechnung (17.6) gilt:
(f=k)'=9=f=yg

Es bleibt zu zeigen: (fy),, oy konvergiert gleichmdfig. Sei e > 0. Wir haben

F(2) = fulw)] = jg‘/%+k‘“

< | [to—a)|+1h =k
——
o <effan
—_——
<effan V yeD

T
:>/g_gn S €'|£L'—CL‘0|
xo

< e-(b—a)

Erhalte |f(z) — fu(x)| < e(b — a) + ¢ fiir fast alle n., damit ist f der gleich-

méfige Limes von (fy),cn-

19.5 Cauchy-Kriterium fiir gleichméifiige Konvergenz

SATZ:
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1. Fiir Folgen: (f,),cy gleichmébig konvergent genau dann, wenn fiir alle
e > 0 fiir fast alle p, ¢ und alle z gilt:

|fp(x) - fq(x)| <e

2. Fiir Reihen: > f, gleichméfig konvergent genau dann, wenn fiir alle

v=0
e > 0 fiir fast alle m, p und alle = gilt:

prﬂ'(x)

<eg

BEWEIS: Teil 1 geniigt.

»<" Fiir festes x ist (fy(7)), ey Cauchyfolge, konvergiert also. Setze f(z) :=
lim,, oo fn(x). Sei € > 0, es existiert n mit |f,(x) — f,(z)| < ¢ fiir alle
p,g=n.

BEHAUPTUNG: |f(z) — f(2)| < 2¢ fiir alle z und p > n.

Waihle dazu bei festem x die Zahl ¢ > n so, dak |f(z) — f,(z)] <e. Es
folgt:

|f(x) - fp(x)| = |f(z) - fq(x) + fq(x) - fp(x”
|f(z) = fo(@)| + | fo(@) = fp(2)]
2¢e

IAINA

»= Sei f = limy, oo (fn),en und € > 0. Fiir fast alle p, ¢ ist

|f(x) = fp(z)| <eVaund |f(z) — fy(z)| <eVa
Also:
|fo(@) = fo(x)] = [f(@) = fo(z) + fplz) — f(2)]

= |f(x) = fo(@)| + [fp(z) — f(2)]
2e

IN

19.6 Weierstrass-Kriterium

Eine Funktionenreihe ) f, konvergiert gleichméafig, falls L,, > 0 existieren
v=0
mit
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e > > L, konvergent
o |/u(@)] < Ln ¥ n,x

o
Dann heifst Y f, normal konvergent.
v=0

BEWEIS: Sei € > 0. Dann existiert ¢ mit Zflo:q L, < e. Erhalte

D> friil@)

< Z |fp+z‘(x)|

m
< Y Lpu<e
i=1

fir alle p > ¢ und alle m. Wende (19.5) an. BEISPIEL:

1. Eine Potenzreihe i a,x” mit Konvergenzradius r ist normal konvergent
auf D = [—a, d] fiviioalle ae (0,7)
BEWEIS: es existiert y mit a < y < r. Setze L,, = |a,||z"|, dann ist
lana™ < L, Vx € D. Wegen |z| < |y| ist i L, = i la,y"| konvergent.
v=0 =0
o0
2. Die Reihe Y J sin(v?z) ist normal konvergent mit L, = 5. >, _ 0o

v=0
konvergiert nach (17.8).

3. Die Tagaki-Funktion, seien f, definiert durch folgenden Graphen:
BEHAUPTUNG:

flx) = Z fa(z)  gleichmakig konvergent
n=1

BEWEIS: Wende das Weierstrasskriterium an mit L, mit L, = %4_"

(3" Ly, ist geometrische Reihe mit ¢ = 1), also: f ist stetig (19.2).
Aber: f ist nirgends differenzierbar.

BEWEIS: Sei 2 € R. Definiere Nullfolge (h,),,cy: Wéhle h, = £347",
so dak f,, zwischen x und x + h,, linear verlauft. Das gilt dann auch fiir
alle fi mit £ < n, und es folgt:

fe(x + hn) — fi(2)

= +1
ha,
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Wire f in x differenzierbar, so wire

o) — 1 L) = £ @)

n— oo hn

Es ist aber

Ft )~ (@) et )~ ()
h, kz : ho, :

- kz";fuwhgi—fk(m S blath) = filo

k=n+1

L1411 (4) =0
Das ist jedoch ein Widerspruch, der Limes existiert also nicht, da
+1+ 1+ ...+ nicht konvergiert.

BEWEIS der Behauptung (x): f,, ist periodisch mit Periode 47", fj ist
periodisch mit Periode 47% = %4*" fiir ein 2z € N, also: f; periodisch
mit Periode 47". Damit ist f,,,; periodisch mit Periode h,,, damit auch
fi fir alle k >n+1, d.h. f(x + h,) — fi(z) =0.
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20 Normierte Raume

20.1 Definition

e DEFINITION: Ein normierter Raum (iiber R) ist ein R-Vektorraum
V' zusammen mit einer Normfunktion N : V — Rs,. Normfunktion
bedeutet: Fiir alle v, u € V gilt:

1. Nw)=0<v=0
2. N(kv) =|k|N(v)VkeR
3. N(u+v) < N(u)+ N(v)
Ubliche Bezeichnung fiir N: |v| oder ||v|

e Ein normierter Raum V ist auch ein Metrischer Raum: d(u,v) :=
N(u —v) ist eine Metrik auf der Menge V' (folgt genau wie fiir V= R).

e DEFINITION: Normen N, N’ auf V heifen dquivelent genau dann, wenn
r,r’ > 0 existieren mit

N@) <r'N'(w)AN'({v) <rN@w)VveV

Aquivalente Normen fithren zu demselben Umgebungsbegriff, also zu
demselben Konvergenzbegriff in V:

U(v)={ueV | Nu—-v)<e}C{ueV | N(u—v)<re}=U..(v)

Das gilt auch fiir Cauchyfolgen und gleichméfige Stetigkeit.

20.2 Die Supremumsnorm

e Sei B(D,R) die Menge der beschrankten Funktionen f: D — R (also
ein Teilraum von F(D,R)). Die Supremumsnorm auf V' = B(D,R) ist
definiert als:

I/l =1/ lp = sup{[f(z)[ | = € D}
Bemerkung: Man kann R™ als F ({1, ..., n}, R) auffassen, dann ist || f|| , =
1/l

e Frage: Was bedeutet lim,,_., f, = f fir f, f1, fo,... € B(D,R)?

Ve>0ffan :||f—fu <e
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Nach (19.5) gilt: Eine Folge (f,), oy konvergiert in B(D,RR) genau dann,
wenn fiir alle

Ve>0ffap,q: “fp_fq” <e€

Das bedeutet: (fy),, oy ist eine Cauchyfolge; jede Cauchyfolge in B(D,R)
konvergiert und damit ist B(D,R) vollstédndig.

e DEFINITION: Ein Banachraum ist ein vollstdndiger, normierter Raum.

SATZ: In jedem Banachraum gilt: Wenn eine Reihe absolut konvergent,
ist sie auch konvergent. Fiir B(D,R) ist das das Weierstrass-Kriterium
(19.6).

e Sei D = [a,b]. Dann ist C(D,R) die Menge der stetigen Funktionen f :
D — R ein Teilraum von B(D,R) (Satz von Minimum und Maximum).
Auferdem ist C(D,R) ist ebenfalls ein Banachraum, denn nach (19.2)
ist lim,, . f, stetig fiir jede in B konvergente Folge (f,), ey mit f, € C.

e Sei D = [a,b]. Dann ist R := R(D,R) die Menge der integrierbaren
Funktionen f: D — R

LEMMA: Die Abbildung
b
R — Rmit f+— /f

ist stetig.
BEWEIS: Sei e > 0 und f € R. Gesucht: Ein § > 0 mit

b b
/—/g <eVgeRmit ||f—gllp <9

Mit ¢ := ;= gilt: Aus |[(f —g)(z)] < dV 2 € D folgt:
(b—a)d=¢

j(f—g)‘ <

20.3 R"™ als normierter Raum

Definiere Normen fiir R":

e 1-Norm: ||(a1,...,a,)|; = Z?:l |a,]
e 2-Norm: ||(ay, ..., an)|ly, = Z?:l |aj|2
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o (p-Norm: [|(ay, ..., an)|l, = ¢/ 22521 la; ")
e oco-Norm: ||(a1, ..., an)||, = max{|a;| | i =1,...,n}
Bemerkung: Vv € R" gilt:
[l < lolly < flvlly <n-loll

Also: Diese drei Normen sind dquivalent?”, aber die 2-Norm ist die Standard-
norm auf R”, da [|al, in R"™ die Distanz zwischen 0 und a angibt und ||a — b,
die Distanz zwischen a und b.

20.3.1 Konvergenz in jeder Komponente
Sei V. =R", sei [|v]| == [Jv]], fiir p € {1,2, 00}

e Sei (x;);en eine Folge in R™ Schreibe z; = (z;1, 2, ..., Tin ). Genau dann
konvergiert (z;);en gegen a = (ay, ..., a,), wenn lim; . z;; = a; fir
j=1..n.

BEWEIS: Es geniigt, die co-Norm zu betrachten.

»<=" VORAUSSETZUNG: lim;_,o x;; = a; fiir alle j = 1,...,n. Sei ¢ > 0.
Fir j =1,...,n und fast alle i ist |a; — x;;| < ¢ Fiir diese i folgt:

la — xil| . = max|a; — x| < ¢

»=* VORAUSSETZUNG: lim; .., z; = a. Sei ¢ > 0. Dann ist ||a — z;]| <
e fiir fast alle 7. Allgemein gilt fiir alle drei Normen: ||(rq,...,7,)|| >
lr — j| fiir j = 1,...,n. Es folgt:

|aj — x| < |la— || <effai
e Analog gilt fiir einen metrischen Raum M und fiir Funktionen f : M —
R™:

lim f(z) = (a1, ...,a,) & lim fj(z) =a; Vj € {1,..,n}

r—Uu r—u

Dabei sind fi, ..., f,, die sogenannten Koordinatenfunktionen von f,
definiert durch f(z) = (fi(x), fo(z), ..., fu(z)). Zudem: Genau dann ist

f stetig, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.

e Eine Folge (z,,),,cy ist Cauchyfolge genau dann, wenn (z,;),.y Cauchy-
folge ist fiir jedes i € 1,...,n.

47spiter folgt noch: alle Normen des R™ sind dAquivalent
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20.3.2 Vollstandigkeit

R™ ist vollstandig.

20.3.3 Bolzano-Weierstrass

In R™ gilt der Satz von Bolzano-Weierstrass, d.h. jede beschrankte Folge und
jede beschriankte unendliche Teilmenge hat einen Haufungspunkt. Andere
Formulierung: Jede beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge ist folgenkom-
pakt.

BEWEIS: Sei X C R” beschrédnkt, abgeschlossen. Dann existiert » > 0 mit
|lz]| <rVae X. Setze W = {(ay, ...,a,) € R" | |a;] < rVi} (sozusagen ein
n-dimensionaler Wiirfel um den Ursprung). Dann ist X C W. Es geniigt zu
zeigen: W ist folgenkompakt (denn X abgeschlossen).

Sei also (2,,),,cy eine Folge in W. Will (20.3.1) anwenden. Dann ist (2p1),,cy
eine Folge in [—r, 7], hat also einen Haufungspunkt a; in [—r, 7] (denn R ist
folgenkompakt). Dann ist a; Limes einer Teilfolge.

Ersetze (1,,),cy durch die entsprechende Teilfolge. Dann ist a; Limes der
Folge (2n1),,cy- Analog fiir (7,2),,cy. ersetze (2,),, oy durch eine Teilfolge, so
dak ay = lim,, o T, € [—7, 7] existiert.

Ersetze analog fiir alle Koordinatenfolgen die Folge (xy,),,.y durch eine ent-

sprechende Teilfolge, bis ay, as, ..., a, € [—r, 7] existieren mit (nach (20.3.1)):

(a1, ...,a,) = lim z; = lim (21, ..., Tin)

1—00 1—00

20.3.4 Satz vom Maximum und Minimum

VORAUSSETZUNG: X C R", beschrankt, abgeschlossen, nicht leer. f : X —
R stetig.

BEHAUPTUNG: f(X) hat ein Maximum und ein Minimum. BEWEIS: X
ist folgenkompakt nach (20.3.3), also ist f(X) folgenkompakt (11.7), somit
beschrankt und abgeschlossen (gilt allgemein in metrischen Rédumen).

20.3.5 Aquivalenz aller R"-Normen

SATZ: Alle Normen eines endlich-dimensionalen R-Raumes sind dquivalent.

BEWEIS: Es gentigt, R” zu betrachten. Sei N eine Norm auf R"™ und ||-|| die
oo-Norm, es geniigt zu zeigen: N ist dquivalent zur oo-Norm.
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Setze ¢ = "1 | N(e;). Fir & = (21, ...,x,) = >, x;¢; folgt:

N(z) < Z N(x;e;)

n

= D |zl Ne)

=1

< max{frl | i=1,..n} 3 N(e:)
i=1
= ||zl -cVxeR"
c¢>0,dan>1,dh R"#0. Wende (20.4) an, fiir alle z,y € R" gilt:
IN(z) = N(y)| < Nz —y) <c-[lz -yl
Also: N : R® — R ist Lipschitz-stetig®® mit L = ¢ beziiglich der co-Norm.

Setze W = {z € R™ | ||z|| = 1}, W ist beschriankt und abgeschlossen. Damit
hat N (W) ein Minumum N (u) =: d (nach (20.3.4)).

Wir haben d > 0, denn sonst wire u = 0, also 0 = ||u|| = 1.Fiir jedes Element
0# 2 € R” gilt:

M) = N (lel- )

Erhalte:
d-lz) < N(@) < - o]l Vo R

Also ist die Normfunktion N dquivalent zur co-Norm, damit sind alle Normen
aquivalent.

20.4 Allgemeine Regel fiir normierte Riume
In normierten Raumen gilt:

2l = 1lyll < llz =yl

48 .. das ist das Tollste, was es so an Stetigkeit gibt!“
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Besser:
izl = llgl| < llz = )

Diese Ungleichung bedeutet: Die Abbildung V' — R mit o — ||z ist Lipschitz-
stetig mit L = 1.

BEWEIS:
[z = lly+z—yl
< lyll + llz =yl
= [zl = flyll < [z -yl
=yl = llzll < [y — ]
= |z =yl

20.5 Vollstandigkeit jedes endlichen normierten Raum-
es

Jeder endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Raumes ist abgeschlos-
sen.

20.6 Differenzierbare und Integrierbare Funktionen

Sei f: D — V (wobei D C R und V ein normierter Raum).

e Jedes x € D sei Haufungspunkt von D. Definition: Falls der Limes
existiert, ist

h—0

fa) = lim - (e +h) — f(2)

e Sei D = [a,b] und I € V. Definition?’:

b

—_——

Riemannsche Summe

fiir jede Zerlegung P = { P; | i € I} von [a,b] mit der Feinheit® klei-
nergleich ¢ und jede Wahl von z; € P,.

“vergleiche hier mit (17.13)
Oalso d; = |P;| <0 Vi
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e Sei V = R". Analog (20.3.1) ist f genau dann differenzierbar bzw.
integrierbar, wenn die Koordinatenfunktionen fi, ..., f,, es sind, und es
gilt:

b b

f'(@) = (fi(z), ., fu(z)) und /bfz /fl,---,/fn

a a

Die einfachsten Grundregeln bleiben richtig, ebenso der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Weiter®!:

' =0 = fkonstant

20.7 Skalarprodukt
Sei V' ein R-Vektorraum.

e Ein positives definites Skalarprodukt auf V' ist eine symmetrische bili-
neare Abbildung

f:VxV —->Rmit f(v,v) >0Vv eV und f(v,v) =0 v=0
Bezeichnung: (u,v) oder u - v.

e Standardskalarprodukt auf R™:
(al, ceey an) . (bl, cees bn) = ZazbZ

e Fiir jedes Skalarprodukt gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
(w)? < (wu)(vv)  bzw.  {(u,v)* < (u,u) (v, )
und folgendes ist eine Normfunktion auf V:
o]l = Ve
wobei dies im Falle des Standardskalarprodukts die 2-Norm ist. Dabei:

Juv] < lul] - [lvll

51 Wenn Sie sich nicht erinnern: Der Mittelwertsatz besagt, daR irgendso’n Punkt existiert,
fiir den irgendwas gilt...”
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e Noch ein Beispiel®?: Sei V' = C([a, b], R) (Menge der stetigen Funktionen
von [a, b] nach R). Definiere

(f,9) :Z/bfg

Dann ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

b
/fg§

Die daraus abgeleitete Norm ist die Ly-Norm®?:

b

Is1=| [ 7

a

"2heachte (17.10)(b)
53In den Ubungsaufgaben kam die L;-Norm vor!
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21

Die komplexen Zahlen

21.1 Definitionen

C ,=* R? mit folgender Multiplikation mit Einselement (1,0):

(a,b) - (a',) := (aa’ — bb',ab’ + ba’)

sidentifiziere“ a € R mit (a,0), dann ist (a,b) = (a,0) 4+ (b,0)-7 = a+bi

Die komplexen Zahlen bilden einen Korper C, R ist ein Teilkorper. Als
R-Raum hat C die Dimension 2. Es gibt ein ¢ € C mit i> = —1. Die
Menge {1,i} ist eine R-Basis von C.

Notation:
z=ux+iy mit r = Re(z) = R(z) und x = Im(z) = J(z) mit z,y € R

Erhalte die komplexe Zahlenebene mit R(z) als Abzisse und 3(z) als
Ordinate.

Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist definiert als z = x — iy. Die
Abbildung z +— Z ist ein Automorphismus von C.

Der Betrag |z| := |x + iy| = /22 + y? ist nichts anderes als die 2-Norm
des R?. Zudem gilt:

Z=(wtiy)(w—iy) =2 — (iy)? = 2>+’ = |2| = V23
Es folgt sofort™: |uv| = |u| |v| V u,v € C

Die Polarkoordinaten r,p einer komplexen Zahl z = a + bi mit
: a
singp = — und cosp = —
r r

Zudem:

z=r(cosp+i-sing)und r = |z| = Va2 + b?
C wird als normierter Raum der Betragsfunktion |-| als Norm betrachtet.

C ist vollstindig, also auch ein Banachraum (denn R? ist vollsténdig

(20)).

54 Was sich herausstellt: Die Welt C ist eine viel schénere Welt als die Welt R! Da
herrscht viel mehr Harmonie und Ordnung!“
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21.2 Differenzierbarkeit, Ableitung

Sei f: D — Cmit D C C und jedes z € D Haufungspunkt von D. Definition
und Gundregeln genau wie fiir R:

o (cf) =cf
(f+g9)=f+4g

Produkt-, Quotienten- und Kettenregel analog

o (") = nz"1'vneN

ist f differenzierbar, so ist f stetig

21.2.1 Konstante Funktion/Ableitung null
VORAUSSETZUNG: Sei f: D — C differenzierbar mit D = C oder D = R.
BEHAUPTUNG: Ist f' =0, so ist f konstant.

BEWEIS: Zu u,v € D definiere g : [0, 1] — C durch:
g =ut(v—u)-
Es gilt®: ¢(0) = u, g(1) = v und ¢'(z) = v — u. Die Kettenregel liefert:

flg(x)) = f'(g(x)) -g'(x) =0
T

Die Funktion f o g ist von [0,1] nach C(~ R?), konstant nach (20.6). Dann
gilt:
f(u) = f(9(0)) = f(g(1)) = f(v)

ZUSATZ: Es geniigt die folgende Eigenschaft von D: Fiir jedes u,v € D
existiert eine Folge uy, ..., u, in D mit ug = v und u,, = v mit der Eigenschaft

{Ui,1+(ui—ui,1)‘$‘ OSZ‘Sl}gDV’L:l,,TL

Anschaulich: Jeder Punkt jeder Verbindungsstrecke zwischen zwei Folgeglie-
dern u;_1 und u; mufs in D liegen.

55 Die Funktion ist differenzierbar, differenzierbarer geht’s kaum!“
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21.2.2 Differenzierbarkeitssatz fiir Funktionen in C

VORAUSSETZUNG: Sei f, : D — C differenzierbar in z € D; f, = Xf,;
Y f!(2) konvergent. Es existieren zudem L,, > 0 mit ¥L,, konvergent; gelte

(@) = fa(®)l < Loz —y| Va,yeD

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar in z mit f'(2) = Xf/(2).

BEWEIS: Genau wie fiir (16.8)

21.3 Potenzreihen in C

e Alle Sétze iiber die absolute Konvergenz von reellen Potenzreihen bleiben
giiltig.

e Eine Potenzreihe

(o]
E an(z — 20)" mit a,, z,zg € C

n=0
hat einen Konvergenzradius und einen Konvergenzkreis K = {z € C| |z — 2| < r}.
e Die Potenzreihe (P) konvergiert auf K absolut, d.h.
Z la,| - |z — 20|" konvergiert
n=1

e Erhalte insbesondere die folgenden Funktionen C — C:

. = " 22 B3 AP
e’ = Zn——1+z+3+§+5+g+ .
‘ oo ontl B 5 T
SIHZ:Z< 2n+)):2—§+g—ﬁi
- . 2 P
cosz = Z((—l)~(2n)!>:1—5+a—ai-~

n=0
e Offenbar gilt die Eulersche Gleichung:

e¥ =cosz+1-sinz

e Die Funktionen €7, sin z und cos z sind differenzierbar mit den gewohnten
Ableitungen.
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21.3.1 Ableitung von Potenzreihen in C

VORAUSSETZUNG: Sei D C C beschréankt und abgeschlossen. Definiere die
Reihen

(P) f(2) ==Y anz" und (P) g(2) = ) maz"""

BEHAUPTUNG: Konvergiert (P’) absolut fiir jedes z € D, so konvergiert
auch (P) fir alle z € D absolut. Zudem ist die Funktion f differenzierbar auf
D mit Ableitung g.

BEWEIS: Genau wie fiir (15.10), dort war D = [a, b] und es wurde benotigt:
Ju € Dmit |z| < |u| Vo eD

Dies bleibt fiir D hier richtig wegen des Satzes von Maximum und Minimum,
da x — |z| stetig ist.

Konsequenz: Im Komplexen gelten dieselben Sétze iiber die Differenzierbarkeit
von Potenzreihen wie im Reellen.

21.4 Exponential- und Logarithmusfunktion in C
21.4.1 Funktionen mit konstantem Verhaltnis

VORAUSSETZUNG: Seien f,g € C(D,C) mit D = R oder D = C. Seien
f'=fudyg =g.

BEHAUPTUNG: Es existiert ¢ € C mit f(z) = cg(z) V z € D.

BEWEIS: Es gilt:

0

(f)/:gf’—fg’ _9f—fg _

g g* g*

Nach (21.2.1) ist damit § konstant, also existiert c € C mit f =c- g.

21.4.2 Summenregel fiir Exponential-Funktion

BEHAUPTUNG: Fiir alle z,y € R ist
eeriy — 7. eiy % 0
BEWEIS: Fiir festes y existiert nach eben bewiesenem Satz ein ¢ € C mit

Ty T
e =c e’ VrelR
f(z) 9(x)
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Also €% = f(0) = ce® = ¢ 1 = ¢. Zudem folgt mit der Eulerschen Gleichung:
Es existiert kein y € R mit cosy = 0 und siny = 0, damit ist

T — T L W — ot (cosy+2'-SiIly) #0

N

-~

£0

21.4.3 Hauptsatz

BEHAUPTUNG:
et =¢". e Vu,veC

BEWEIS: Wende (21.4.1) an mit g(z) = ¢ und f(z) = ¢“"* fiir ein festes u,
sei jeweils D = C. Erhalte ¢ € C mit €™ = ce* V 2z € D. Also: e* = ce® = ¢,
damit gilt:
"= " e*V2zeC
—~~

c

21.4.4 Exponentialfunktion in R und C
BEHAUPTUNG: Sei z = z + iy mit x,y € R. Dann gilt:
e*] =€ und |e¥| =1

BEWEIS: Die Abbildung C — C mit z — Z ist stetig. Fiir jede konvergenze
komplexe Zahlenfolge (2y),cy und fiir jede Reihe gilt daher:

o0 oo
T _ 1 — - — _n
lim z, = lim z, wund g Qp * 2" = g Gp * 2
n—oo n—oo 1

n=

n=1
Also folgt fiir die Exponentialfunktion:
eTtl = oz = 7 = ¥ W
Damit gilt:
}eiy‘z =W .ol =W . W =eW. oW = WHw) = 0 =1

Weiter:
e =e"-e = |ef| = e’ - |ely| =1-¢&"
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21.4.5 Hilfssatz

VORAUSSETZUNG: Seien a,b € R mit a? + 0? = 1.

BEHAUPTUNG: Es existiert genau ein y € [0, 27) mit a = cosy und b = siny,
damit ist
e =a+bi

BEWEIS: Folgt sofort aus sin? + cos? = 1 und dem Funktionsverlauf von sin
und cos.

21.4.6 Periodizitit der Exponentialfunktion

SATZ: Die Abbildung y +— e% ist bijektivon (sic!) [0,27) auf {z € C | |z| = 1}
(der Einheitskreis)

21.4.7 Bild der Exponentialfunktion

Die Abbildung
exp: C — C\ {0} mit exp: 2z ¢€*

ist periodisch mit Periode 27 - i. Auf dem ,Streifen” {2z € C | 0 < ¥(z2) < 27}
ist sie bijektiv, d.h. injektiv mit Bild C\ {0}.

BEWEIS: Zur Periode:

ez+27r-z — ez . e27r-z — ez . (

cos 2T + isin 27) = €*
N ~ >
-1

Zur Bijektivitat: Sei 0 # u € C. Schreibe u = 7 - v mit r = |u, also |v| = 1.
Dann eixsitert genau ein z € R mit r = ¢”. Aukerdem existiert nach (21.4.6)
genau ein y € [0,27) mit v = €. Es folgt:

21.4.8 Logarithmusfunktion

e Als komplexe Logarithmusfunktion 1d£t sich nun die Umkehrfunktion
C\R< 0 — S definieren, wobei S = {z € C | 0 < J(z) < 27}. Anstelle
von S kann man jeden analogen ,Streifen’ der Hohe 27 verwenden, zum
Beispiel ' = {z € C| — 7 < 3(2) < 7} etc.

e Fiir ¢ > 0 und z € C definiere

a® = ez-log a

mit loga € R
e Firn € Nund z € Cist e"* = evtuttu = (¢*)" gilt auch fir n € Z.
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21.4.9 Wurzeln im Komplexen
e Dae" = (e%)n gilt, hat jede komplexe Zahl fiir n € N eine n-te Wurzel.

e Die Zahlen

27

e Vi=1,..,n

A
gj=e

sind paarweise verschiedene n-te Einheitswurzeln mit €7 = 1. Folglich
gilt die Polynomgleichung

x"—le(:L’—ai)

i=1

und analog mit 0" =a € Cund a; :=¢;-b
x”—a:H(x—ai)
i=1

e  Fundamentalsatz“ kein Mensch mit mathematischem Versténdnis ver-
steht das...“ der Algebra: Jedes komplexe Polynom vom Grad > 1 hat
eine Nullstelle (ist also Produkt von linearen Polynomen)
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22

Multiplikation und Norm

Es geht um normierte Algebren, insbesondere Banachalgebren. Seien U, V, W
immer normierte Rdume, die Norm wird im Folgenden z.T. mit |-| statt mit
|||l bezeichnet.

22.1 Definitionen

DEFINITION: Nenne eine bilineare Abbildung U xV — W mit (u,v)
uv normuertraglich genau dann, wenn

Juv]] < [ull - [[o]l VueUwveV

BEISPIEL: R" x R® — R mit Standardskalarprodukt auf R". Allgemei-
ner: U =V sind R-Rdume mit positiv definitem Skalarprodukt.

Beispiele fiir normvertrégliche bilineare Abbildungen: Sein £(V, W) die
Menge der stetigen linearen Abbildungen.

Lop: L(V,IV) xV — Wmit ¢ : (a,v) — a(v)
2. : LV,W) x LU, V) — LUW)mit ¢ : (a,3) — aof
Zu zeigen: |a o | < |af - |f], fir alle x € U gilt:

(a0 B)z| = [a(B()| < |af - [B(z)] < |af|B]|2]

DEFINITION: KEine normierte Algebra ist ein normierter Raum A
zusammen mit einer normvertraglichen bilinearen Multiplikation A x

A— A

DEFINITION: A heifst Banachalgebra, falls A als normierter Raum
vollsténdig ist, d.h. ein Banachraum.

BEISPIEL:

1. Raum der beschriankten Funktionen: A := B(D,R) mit D beliebige
Menge, sei ||-|| die Supremumsnorm. Beweis der Normvertraglich-
keit:

[f(@)] < Ifl Vo e Dund [g(z)] <|lg]| V2eD

= [(f9)(@)| = [f(2) - g(2) = |f(@)] - [g()] < WS- gl
= [[fgll = sup {|(fg)(x)| | x € D} <] - llgll
Damit ist A eine Banachalgebra nach (20.2).
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2. Raum der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall
A :=(C([a,b],R) ist eine Teilalgebra von B([a,b], R) und ebenfalls

eine Banachalgebra.
e Hauptanwendungen der Regel |[uv|| < |Ju|| - ||v|| zum Beispiel:

L. Seien (up), oy und (v,), oy Zwei Folgen mit den Limites v und v,
dann folgt: lim u,v, = uv

2. analog fiir Funktionen

3. Produktregel: Seien f: D — U und g : D — V, beide differenzier-
bar, dann ist fg : D — W differenzierbar mit (fg)' = f'g + f¢’

22.2 Stetigkeit einer linearen Abbildung

VORAUSSETZUNG: « : V — W linear®®.

BEHAUPTUNG: Aquivalent sind:
(a) « ist stetig in 0
(b) Es existiert ¢ > 0 mit ||a(z)|| <c-|z| Ve eV
(c) « ist Lipschitz-stetig

BEWEIS:

(a) = (b) Es existiert 6 > 0 fiir e = 1 mit ||a(z) — «(0)]| <1V € V mit |z] <.
Dann folgt fiir alle 0 # x € V:
]l

la() ]} = == -

J

Damit gilt die Bedingung mit ¢ = %.
(b) = (c) Fur alle z,y € V gilt:
lo(z) — a(y)|| = llalz =yl <cllz -yl

(c) = (a) trivial

56 Es ist manchmal im Leben und auch in der Mathematik besser, man weiff gar nicht so
viell*
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22.2.1 endlichdimensionale lineare Abbildungen
VORAUSSETZUNG: Sei V' endlichdimensional.
BEHAUPTUNG: « ist Lipschitz-stetig.

BEWEIS: Darf V = R” annehmen und ||-|| als co-Norm annehmen. Sei
{e1, ..., e, } die Standardbasis von R". Setze

e=" llae)]

Dann lafst sich (22.2) anwenden: Sei x = (x4, ...,x,) € R" = z1e1 + ... + T,€,.
Dann gilt:

la(@)]l =

n
Z zia(e;)
i=1
n

= 3" (il fate))

i=1

< max { ||| [ 7= 1,---771}'Z(||04(6i)||)

< lff-c

22.2.2 Beispiel fiir nicht-stetige Abbildung

Seien V., W die folgenden normierte Raume beziiglich der Supremumsnorm:
V =CY([0,1],R) und W = C([0, 1], R)
Betrachte die folgende Abbildung:
a:V—-Wmnmita: f— f

Annahme: « ist stetig. Dann existiert ¢ > 0 mit |a(f)] < c¢-|f| Vv e V.
Betrachte die Funktionenfolge

(fn)neN mit f,(z) =2" € VVneN
Dann ist |f,| = 1, aber damit ist
la(f)ll = Ifall=n-[a" | =n<c|fal =cVneN

Das ist offensichtlich ein Widerspruch, damit ist « nicht stetig.
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22.2.3 Algebra der stetigen Endomorphismen

Sei V' ein normierter Raum. Dann ist £(V') = L(V, V') beziiglich der Opera-
tornorm in (22.3) eine normierte Algebra, bei endlichdimensionalem V' sogar
eine Banachalgebra. Es gilt: |idy| =1

22.3 Die Operatornorm

VORAUSSETZUNG: Sei L(V, W) der R-Raum der stetigen linearen Abbil-
dungen o : V — W. BEHAUPTUNG: Die sog. Operatornorm ist eine Norm
auf L(V,W):

lall = inf{c=0] [la()] < clzl] V2 eV}

- Sup{% xGV\{O}}

= sup{lla(y)] [ y € V\ {0} mit |y[ <1}

BEWEIS:
L ||of| =0=|a(z)|=0V2z eV =a=0
2. ||ka|| =k|al| VEeR

3. Gilt [[a+ 8| < |lo]l + I18]|? Es ist |a(x)] < ||| - |z] ¥V 2z € V, damit
folgt:

(@ +B)(@)] = |a(z) + 6(z)]
< Ja(z) +[5(=)]
< llell|=] + 18]} ]
= (lall+181)z]

22.3.1 Operatornorm des Matrizenraumes

Vorbemerkung: Sei R,,, ,, der Raum der m x n-Matrizen (in LinAlg: M,,,«,(R)).
Beziiglich der Standardbasen von R™ und R™ gehére zu o € L(R™, R™) die
m X n-Matrix A.

Achtung: In der Analysis sind im Vergleich zur Linearen Algebra die Rolle '
der Zeilen und Spalten vertauscht, da die Abbildung von links und nicht von

rechts geschrieben wird. Daher auch m x n-Matrizen und nicht n x m.

Fir v = (xy,...,x,) € R" ist

av=A- : =recR"



Erhalte zu gegebenen Normen auf R” und R™ die Operatornorm auf R, ,, so:
[Al =inf{c=>0] [A-v]| <c-v]| VveR"}

Damit hiangt die Operatornorm von den Normen von R™ und R™ ab, z.B. bei
oo-Norm auf R™ und R™: Erhalte die Zeilensummennorm auf R,, ,,:

1 =1, ,m}

22.4 Potenzreihen in einer Banachalgebra

n

(@i )mxn || = max { > |

j=1

Sei A eine Banachalgebra, z.B. R,,. Betrachte eine Potenzreihe

(P) Z a,x" mit a, € A

n=0
DEFINITION:
o Konvergenzradius® := Konvergenzradius der reellen Potenzreihe > |a,,| 2™
e Konvergenzkreis K :={z € A| |z| <r}

Dann konvergiert (P) absolut fiir jedes z € K (da |ap,a™| < |a,]|z|" < |a,| s™
fir jedes s mit |z| < s <7).

22.4.1 Hauptbeispiele

1. Die Reihe 1 + x + 22 + 2% + ... konvergiert absolut fiir alle z € A mit
|z| < 1, falls A ein Einselement mit Norm 1 hat.

Weiter: (1 + z + 22 + ...)(1 — z) = 1, insbesondere ist 1 — x in A
invertierbar.

o0
2. Die Exponentialreihe % konvertiert,,die Reihe konvergiert ja fiir

n=0
jedes Dingsbums* fiir jedes x € A absolut, bezeichnet die Summe mit
e”. Regel:
eV =e" e Va,y € Amit zy = yz

T

Insbesondere ist ¥ = ™% =% . 7% = 1.

3.

57 ... Potenzradius ...
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22.5 Cauchy-Produkt von Reihen

Seien Y u, und Y v, zwei Reihen (etwa in R oder C oder einer Banachalge-
bra). Das Cauchyprodukt der Reihen ist ) w,, mit

n
= E UiVp—i
i=0

22.5.1 absolute Konvergenz

Seien > u, und Y v, zwei absolut konvergente Reihen mit den Summen u
und v, dann ist das Cauchyprodukt > w absolut konvergent mit der Summe
uv. Fiir Potenzreihen heifst das:

(o] o0 (o] n
(Z anx”> . (Z bnx"> = Z cyn mit ¢, = Z a;bpn_i
n=0 n=0 n=0 =0

22.5.2 Anwendung

SATZ: Sei A eine Banachalgebra mit Einselement 1 und |1| = 1. Seien z,y € A

mit xy = yx. Dann ist

ety = ¢ . Y

BEWEIS: Es ist

e’ = Z ) und e¥ = Z FT sowie e*TY = i —(x —:—ﬂy)"

n= ov n=0 "~ N=0 “— —

Un Wn

Zu zeigen: w, = Y . u;v,—; Es gilt:

e (2 ()




Naiv: (O u,) (O v,) = Z u;v;, siehe Ergédnzungsvorlesung
17]

sinnlos
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23 Partielle und totale Differenzierbarkeit

23.1 Offene Mengen

VORAUSSETZUNG: Sei M ein metrischer Raum und X C M.

DEFINITION: X ist offen (im M) genau dann, wenn fiir alle x € X existiert
eine Umgebung U(z) um, so dak U C X, d.h. x ist ein innerer Punkt. Damit
ist X eine Umbegung von x.

BEISPIELE:
1. Intervalle (a,b) C R
2. e-Umgebungen in metrischem Raum M
REGELN:
1. Jede Vereinigung von offenen Mengen C M ist offen.
2. Jeder Schnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
3. X ist offen genau dann, wenn M \ X abgeschlossen ist.

4. Fir Xo C My C M gilt: X ist offen in M, genau dann, wenn ein X
existiert, das offen in M ist und fiir das gilt: Xq = MyN X.

5. f: M — N ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene Menge Y C N
gilt: f~1(Y) ist offene Menge in M.

BEWEIS:

5. f ist stetig in a genau dann, wenn fir jede Umgebung U von f(a) eine

Umgebung V' von a existiert mit f(V) C U, d.h. V C f~1(U).
23.2 Partielle Ableitungen
Beispiel und Mutivation (sic!): betrachte
f:R?* = Rmit (2,y) — 2% - 9°
und fiir festes y € R die Funktion
¢g:R — R mit z— 2?2

Dann ist ¢'(x) = 2xy?. Dies ist beim Differenzieren ,nach x* die partielle
Ableitung
of

o fx:Dxf (l’,y) P—>2$y2
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Sei u = (z,y). Dann ist

o — i 9 —g(x) i er —
g(m)—lli% . —15% . mit e; = (1,0)

DEFINIERE nun zu f : Q@ — R (mit 2 C R” offen und {ey,y...,e,} die
Standardbasis) die partiellen Ableitungen Dif, Dof, ..., Dpf : Q@ — R durch

Dif(u) = lim flu+te;) — f(u)

t—0 t

Die Funktion f ist partiell differenzierbar genau dann, wenn D;f(u) exi-
stiert fiir alle ¢ und u € €. Die Funktion f ist stetig partiell differenzier-
bar genau dann, wenn f partiell differenzierbar ist und D, f stetig ist fiir
i =1,...,n. Der Gradient von f ist das Tupel (D1 f, Dof,..., D, f), im Punkt
w: (D1 f(u),..., D, f(u)). BEISPIEL:

f(z,y) = x+2% +sinzy

%:le@,y) = 14 2zy+y-cosxy
%ZD?f(xay) = 2°+1x-coszy
géfy = Diaf(z,y) = 0+42r+zy- (—sinzy) + coszy
8((;282 = Do f(z,y) = 2z+ay-(—sinzy) +cosxy

23.2.1 Richtungsableitung
Sei 0 # e € R™. Dann ist die Richtungsableitung

D )t L0 10) = £ )

t—0 t

23.3 Allgemeine Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Seien V, W normierte Rdume und €2 C V offen. Sei a € 2
und f:Q — W.

BEHAUPTUNG: Es gibt hochstens eine o € L(V, W) mit

 flash) = fla)—alh) .
oy Tl =0 ®)
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DEFINITION: Nenne f differenzierbar in a genau dann, wenn av : V. — W

existiert. Schreibe
f'(a)=aund Df(a) =«

Erhalte, wenn das fiir alle a € Q gilt, die Ableitung f': Q — L(V, W) (also

Df). Umformulierungen®® von (x):
Flah) = f(a) = ah -+ Bl - ¥(A) mit (k) =0 (9
fla+h)— f(a) =ah+ |h|-¢¥(h) mit 1(0) = 0 und ¥ stetigin 0 (*¥**)
fla+h) — f(a) = ah + w(h) mit }lllir(l] |_f1L] ~w(h) =0 (FHHH)
fla+h) — f(a) = ah + o(h)*® mit ’llirr(l) % -o(h) =0 ()

Triviale Regeln:
L (f+9)=1+d
2. (kf) = k(f")
3. f differenzierbar = f stetig

BEWEIS fiir die Eindeutigkeit von a: Sei § € L(V,W) wie «, und setze
v=a— € L(V,W). Erhalte aus (x)::
(h)

_a(h) - Bh) .
T R L

Fiir jedes 0 # v € V folgt, wenn fiir ¢t € R gilt, dak lim,_otv = 0:

tv) ‘ 7(v)
|t il

=0=lim
t—0

11_{1(1) =0=7=0

7(v)
v

o=

Damit ist vy =0 = «a — 3, also a = .

58 Sternchen haben wir ja genug!“
% klein o(h)“, wobei Regeln gelten wie o(h) + o(h) = o(h) und g(h) - o(h) = o(h) fiir
beschriankte g.
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23.4 Ableitungsregeln
23.4.1 Die Produktregel

Seien V, W, W1, W5 normierte Rdume und €2 C V offen. Benutze eine bilineare,
bistetige® Multiplikation Wy x Wy — W mit (z,y) — zy. Betrachte zwei
differenzierbare Funktionen f : Q) — Wj und g : Q — Wh.

BEHAUPTUNG:
fg: Q — Widifferenzierbar mit (fg)' = fg' + f'g

BEWEIS: Seia € Q, f'(a) = a und ¢'(a) = (. Die folgende Abbildung ~ ist
linear und stetig:

7V — Wit y(h) = f(a)8(h) + a(h)g(a)

fla+h) = f(a)+ alh)+o(h)
gla+h) = g(a)+B(h)+o(h)
(fg)a+h) = (f(a)+a(h)+o(h)- (9(a) + B(h) + o(h))

f(a)-g(a) +~(h) + o(h) - g(a) + o(h) - B(h) + o(h) - o(h) + f(a) - o(h) + a(h) - o(h) +a(h) - B(h)

=o(h)

f(a) - g(a) +~(h) + o(h) + a(h) - B(h)
f(a) - g(a) +~(h) +o(h)

Die letzte Umformung gilt, da a(h) - B(h) = o(h), denn Igll) B(h) — 0.5

23.4.2 Die Kettenregel

Seien V)V, W normierte Rdume. Sei 2y C U offen, sei 2y C V offen. Sei
g:Qu — Qy,seil f:Qy — W. Seia € Qp mit b:= g(a) € Qy. Seien

g (a)=p¢€ LU, V)und f'(b) =a € LIV,W)
BEHAUPTUNG: fog:Quy — W ist differenzierbar mit
(fog)=aopBund (fog)(a)= f(g(a))og(a)
BEWEIS: Mit ¢(h) = g(a+ h) — g(a) = S(h) + o(h) gilt mit lim, o (z) =

flgla+n)) = flg(a)) = flb+q(h) = f(b)
= alq(h) + la(h)| ¥ (q(h))
= a(B(h) + alo(h)) + lg(h)[ ¥ (q(h))

60allgemeiner als ,normvertriglich®
61 Annika hat’n Virus! :0)
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Es bleibt zu zeigen: a(o(h)) ,= o(h) und |q(h)| ¥ (q(h)) ,=* o(h). Betrachte

Grenzwerte fir h — 0:

afo(h)) =« (ﬁ) — «(0) = 0 und _|q(h)] “(q(h)) — 0
I I RS
lg(R)| __ |B(h)+o(h)|

wobei die Beschréanktheit folgt aus

|hl Ihl

23.5 Ableitung in allen Komponenten

VORAUSSETZUNG: Seien V, W = R"™ normierte Radume, {2 C V offen, a € 2,
f:Q—=W, fi,..., fn die Koordinatenfunktionen.

BEHAUPTUNG:

1. f ist differenzierbar in a genau dann, wenn f; differenzierbar ist in a
fire=1,....m

2. Ist a = f'(a) € L(V, W) und sind oy, ..., oy, die Koordinatenfunktionen
von «, so ist a; = f!

BEwWEIS: Fir a : V — W mit Koordinatenfunktionen aq, ..., a,, und w :
U — W mit Koordinatenfunktionen wy, ...,w,, (wobei U = U(0) C V) gilt:

1. fla+h) = f(a) = ala) +wh) V h € U < fila+ h) — fi(a) =
ozl(a)—i-wl(h)VhE U,’l: 1,,?77,

2. « ist linear und stetig genau dann, wenn ay, ..., a,, linear und stetig
sind nach (20.3.1).

3. hmhﬁoﬁ =0< limh_,oﬁ =0Vi=1,...m

Beide Behauptungen sind damit erledigt.

23.6 allgemeine = partielle Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Sei V normierter Raum, 2 C V offen, f: Q — R diffe-
renzierbar, sei @ € Q und a = f’(a) € L(V,R).

BEHAUPTUNG: Fir jedes e € V \ {0} existiert die Richtungsableitung
D.f:Q — Rund esist D.f(a) = ae.

Insbesondere existieren im Fall V' = R"™ die partiellen Ableitungen D f, ..., D, f
mit D, f(a) = ae;, wobei ey, ..., e, Standardbasis von R ist.
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BEWEIS: Wegen lim;_.qte = 0 ist

fla+h) = f(a) — ah

0 = lim

h—0 17l
- fla+t) - fl@) —alte)
=0 [te]
_ lin% fla+te) —tf(a) —t-ae
= ae = lim frae _ lim flatte) = Ja) =D.f(a)
t—0 ¢ t—0 t

23.7 Jacobi-Matrix

VORAUSSETZUNG: Sei 2 C R"” offen, f : 2 — R™ differenzierbar in a € €2
mit den Koordinatenfunktionen f;, ..., f,,. Sei

A = (ajj)mxn Matrixvon o = f'(a) € L(R",R™)
BEHAUPTUNG:
a;; = Djfi(a)

Das heifst, die i-teZeile von A ist der Gradient der i-ten Koordinatenfunktion
von f.

DEFINITION: Die Matrix A = (a;j)mxn mit a;; = D, fi(a) heilt Jacobi-
Matriz, auch Funktionalmatriz von f an der Stelle a.

BEWEIS: Sei a = (ay,..., ). Nach (23.5) ist f/ = «;, nach (23.6) ist
Djfz-(a) = O;€; = Q4 .

23.8 Partielle = totale Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Sei 2 C R" offen, f : Q) — R stetig partiell differenzier-
bar.

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar.
BEWEIS: Nur fiir n = 2, Rest analog. Die Norm auf R" darf beliebig gewéhlt
werden. Wiéhle sie so, dafs

Iz, )l = [zl |y V o,y € R (1)

Seinun a = (aq, az) und U eine e-Umgebung von 0 in R” mit a+h € QV h € U.
Schreibe fiir h = (hy, he) € U:

fla+h) — f(a) = f(ar + h1,a2 + h2) — f(a1,a2 + h2) + f(a1, a2 + h2) — f(a1,a2)

=S =T

136



Es existiert ¢; = ¢;1(h) € R zwischen a; und a; + hy mit
S =Dif(c1,as + hs) - by (2)
Beweis zu (2):
Darf hy # 0 annehmen. Setze

. [(Zl, ay + hl} falls hi1 >0
N [(11 + hl, CLﬂ falls hi <0

Fir alle € I ist (z,as + hy) € Q. Die Funktion
g: 1 — Rmit z+— f(x,as + hy)

ist differenzierbar mit ¢'(x) = D; f(x, as + he). Nach dem Mittelwertsatz
der Differenzialrechnung existiert ¢; € I mit g(ay+hy)—g(ar) = ¢'(¢1)-hy

Es existiert ¢y = c3(h) € R zwischen ay und ag + he mit
T = Dyf(a1,ca) - ho (3)

Beweis analog zu (2).

Definiere Funktionen ¢1, ¢ : U — R durch
Dy f(er(h), az + ha) = Dif(a) + ¢1(h) und Dy f(ay, c2(h)) = Daf(a) + ¢a(h)

Die Funktionen 1, ¢y sind stetig in 0. Wir haben lim,_q(ci(h), as + hy) =

(ay,a9) = a.

Da nach Voraussetzung D, f stetig ist (also auch stetig in a), folgt limy, .o D1 f(c1(h), as+
he) = Dy f(a). Also ist

}ng(l) p1(h) = 0= 1(0)

Damit ist ¢; stetig in 0. Wir haben:

fla+h) = f(a) =T+ 8 = Dif(a)hy + Di f(a)ha+ @1 (h)hy + a(h)hs

=a(h) =w(h)

Erhalte lineare Abbildung a : R — R. Fiir w : U — R gilt:

. w(h) T hy hs _
lim T lim <m901(h) + W%(h)) =0
wegen limy,_ ¢;(h) = 0 und % <. (7)
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23.9 Satz von Schwarz

VORAUSSETZUNG: Q C R? offen, f: Q — R zweimal stetig partiell differen-
zierbar, d.h. die partiellen Ableitungen D, f, Dy f, D1of, Doy f existieren und
sind stetig.

BEHAUPTUNG:
Diof = Do f

BEMERKUNG: Die Existenz von Dy, f braucht nicht vorausgesetzt zu werden.
BEWEIS: Wilhle die oco-Norm auf R% Sei a = (a1,as) € €. Sei U eine e-
Umgebung von 0 in R? mit a + U C . Sei h = (hy, hy) € U\ {0}. Setze
T = T(h) = f(a1 + hl, as + hg) — f(a1 + hl, ag) — (f(al, Qo + hz) — f(al, CLQ))

= g(a1 + h1) — g(a1) mit g(z) := f(z,a2 + h2) — f(z,a2)
Die Funktion g ist definiert fiir alle z € (ay,a; + h). Mit Mittelwertsatz
existiert ¢; = ¢1(h) € (a1,a; + hy) mit

T = (Dyf(c1,a2 + ha) — Dy f(c1,a2)) by

J

-~
=S

Analoge Anwendung des Mittelwertsatzes: Es existiert co = co(h) € (ag,as +
he) mit S = DyD; f(c1,c2)hs. Also:

T = DQDl f(Cl, CQ) h2h1 mit lim C(h) = (CLl, CLQ)
—— h—0
fle(h)

Analog ist
T = DlDQf(d(h))thl mit }LIII(I) d(h) = (CLl, ag)
Erhalte DoD1(f(c(h))) = D1Dsof(d(h)) =: F(h) wegen

Dy Dy f(a) "= lim F(h) "=* D1D, f(a)

23.10 allgemeiner Satz von Schwarz

VORAUSSETZUNG: 2 C R" offen, f : 2 — R k-mal stetig partiell differen-
zierbar.

BEHAUPTUNG: Eine k-te partielle Ableitung D;, Dj,...D;, f ist von der Rei-
henfolge der Indizes j; unabhéngig.

BEWEIS: Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also k > 2. Betrachte
Dj,..D; Dj. ....Dj f
Nach (23.9) diirfen D;, und D;_,, vertauscht werden.

Js+1
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24 Zusammenhang

Frage: Welche Teilmengen eines normierten Raumes spielen die Rolle der
Intervalle in R?

24.1 Definition

VORAUSSETZUNG: Sei M metrischer Raum.

DEFINITION: Folgendes ist dquivalent:

e M zusammenhangend

e Die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M

sind () und M.
e M=XUWY =X=0VvY =10

offen offen

Eine Teilmenge 7' von M ist (als metrischer Raum) zusammenhéngend genau
dann, wenn

T=(XxNMw(y NT)=(XNnT)=0v(YNT)=10

offen offen

24.2 Zusammenhange in R
VORAUSSETZUNG: Sei T C R.
BEHAUPTUNG: T ist zusammenhéngend genau dann, wenn 7" intervall ist.

BEWEIS:

»= Angenommen, 7" sei kein Intervall. Dann existieren z,y € T'und a ¢ T'
mit r < a < y. Setze X = (—00,a) =R, und Y = (a,+o0) = R.,. X
und Y sind offen in R,

TCXWYmitT=(TnNnX)W(TNY)
Damit ist T nich zusammenhéngend, Widerspruch!

,»<=" Angenommen, 7" sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren X, Y € R
mit 7' =(XNT)w (Y NT). Wahlez € XNT und y € Y NT. O.B.d.A.
—_—— —

#0 #0
ist x < y, setze s = sup X. Es folgt: v < s <y, daher s € T. Also ist

z€ XoderseV.

Es existiert eine Umgebung von s in R mit U C X oder U C Y,
Widerspruch zur Wahl von s!
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BEHAUPTUNG: Q ist total unzusammenhéngend, d.h. die Zusammenhangs-
komponenten sind 1-Elementig.

BEWEIS: Sei A C Q; 2,y € A, x < y. Dann existiert r € R\Q mit z <r < y.
Setze X =R, und Y = R, (beide offen). Es gilt:

A=(ANX)W(ANY)
#0 #0

Damit ist A nicht zusammenhéngend.

24.3 allgemeiner Zwischenwersatz

VORAUSSETZUNG: Seien M, N metrische Rdume. Sei f : M — N stetig.

BEHAUPTUNG:
1. f(M) ist zusammenhéngend.
2. N =R = f(M) ist ein Intervall

BEWEIS: Annahme, f(M) sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren
Xoften, Yoften € (M) mit f(M) = X &Y. Es folgt: M = f~1(X) & f~(Y).
Nach (23.1) ist f~*(X) offen in M, f~(Y) ebenfalls, also ist M nicht zusam-
menhéngend, Widerspruch!

24.4 Vereinigung von Zusammenhingen

VORAUSSETZUNG: Seien S, T C M zusammenhéngende Teilmengen mit
SNT #0.

BEHAUPTUNG: S UT ist zusammenhéngend.

BEWEIS: Annahme, S U T ist nicht zusammenhingend. Dann existieren
Xoffena }/;)ﬂen g M mit

SUT =(XN(SUT)W (Y N(SUT)) (*)
#0 #0

Alsoist S=(XNSW (Y NS)und T =(XNT)WY (Y NT). DaSund T

zusammenhangend, ist
(XNS)=0v¥nS)=0) A (XNnT)=0v(YNT)=0)
Da die Vereinigung von S und 7" nicht leer ist, folgt

(XNS)=0A(XNT)=0) vV (YNS)=0A Y NT)=0)
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Damit folgt
(XN©SUT)=0) v YN(SUT)=0)

Widerspruch zu ().

24.5 Zusammenhang des Abschlusses
SATZ:

TCM=T

zsh zsh

BEWEIS: Annahme: T nicht zusammenhéngend. Dann existieren X,Y C M
offen mit T = (X NT)w (Y NT). Wihle z € (X NT),y € (YNT). Dann
existieren Umgebungen U, von z, U, von y mit U, C X, U, C Y. Wegen
z,y € Tist XNT DU, NT #0und YNT 2O U,NT # (. Dann ist
T=(XNT)w (Y NT), damit ist T nicht zusammenhéngend, Widerspruch!

24.6 Zusammenhangskomponenten

BEHAUPTUNG:

1. Die folgende Relation ist eine Aquivalenzrelation:

a~b:< 3T CMmita,beT
zsh

Die Aquivalenzklassen heifien Zusammenhangskomponenten.

2. Die Zusammenhangskomponenten sind zusammenhéngend und abge-
schlossen.

3. Ist K eine Zusammenhangskomponente und 7, € M mit TN K # 0,
soist T' C K.

BEWEIS:
1. Eigenschaften der Aquivalenzrelation:

e Reflexiv: a ~ a, da {a} schon zusammenhéngend ist.
e Symmetrie: trivial

e Transitivitit: Seien a,b € Ty, und b, ¢ € Tye,. Dann ist nach (24.4)
S NT zusammenhéngend.
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2. Sei K eine Zusammenhangskomponente. Annahme, K ist nicht zusam-
menhédngend. Dann existieren

X,Y CMnit K =(XNEK)¥(Y NK)
offen offen N N —
#0 #0

Wiéhle also 2 € (X N K) und y € (Y N K). Dann ist * ~ y, daher
existiert T,sn € M mit z,y € T. Damit ist t ~t Vit €T, alsoT C K.
Alsoist T=(XNT)W(YNT)mitx € XNT #Pundy e YNT # 0,
damit ist 7" nicht zusammenhéngend.

Nach (24.5) ist K zusammenhiingend, wegen (3) ist K C K, also

K =K.
3. Siehe (2).

24.7 Wegzusammenhang
Die folgenden Eigenschaften von u,v € M sind dquivalent:

(a) Es existieren ug,...,u, € M mit vy = w und w,, = v und Intervalle
Dy, ..., D, von R und stetige Funktionen f; : D; — M mit u;,u; | €
fi(Ds).

(b) Es gibt reele Zahlen a < b und f : [a,b] — M stetig mit f(a) = v und
1) =v.

(c) Es gibt eine Funktion f :[0,1] — M mit f(0) = v und f(b) = v.

Gilt eine dieser Bedingungen fiir alle u,v € M, so ist M wegzusammenhdn-
gend.

BEWEIS:

e Zusammenhang: Betrachte die Situation in (24.7). Nach (24.2) ist jedes
D; zusammenhéngend. Nach (24.3) ist jedes f(D;) zusammenhéngend.
Nach (24.6)(3.) liegen w;, u;—1 in derselben Zusammenhangskomponente
von M.

Also: u, v liegen in derselben Zusammenhangskomponente, damit liegen
alle Elemente von M in derselben Zusammenhangskomponente, d.h. es
existiert nur eine Zusammenhangskomponente und M ist zusammen-
héngend.

e Hilfssatz 1: Zu Intervallen [a, b] und [c, d] exsitieren f, g : [a,b] — [c,d]
bijekktiv, stetig mit f(a) = ¢, f(b) = d, g(a) = d, g(b) = c. Die
Umkehrfunktionen f~! und g=! sind ebenfalls stetig.
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e Hilfssatz 2: Sei a < b <, f : [a,b] — M stetig; g : [b,c] — M stetig;
f(b) = g(b). Dann ist auch die folgende Funktion stetig:

f(z) falls =z <b

h:[a,C]HMmltxH{ o(x) falls = >b

e Die Richtung (a) = (b) = (c) folgt aus den Hilfssédtzen, die Richtung
(c) = (b) = (a) ist trivial, da jeweils Verallgemeinerung.

24.8 Streckenzusammenhang

VORAUSSETZUNG: V normierter Raum, M C V metrischer Raum

DEFINITION: Fiir u,v € V definiere [u,v] := {u+t(v—u) | 0 <t <1} als
,Verbindungsstrecke".

DEFINITION: M ist streckenzusammenhdngend genau dann, wenn fiir alle
u,v € M Elemente uo,...,u, € M existieren und [u;_1,w;] € M fiir i =
1,...,n.

BEISPIEL: Sei U :=U.(u) ={ve V| |v—u| <e}. Sel v € U, es geniigt zu
zeigen: [u —v] C U. Es ist
lu+tlv—u)—ul= [t| v—ul<e
N~ N~

<1 <e

24.9 offen, zsh. = streckenzsh.

VORAUSSETZUNG: V normierter Raum, {2 C V offen und zusammenhéngend
(kurz: Q ist ein Gebiet).

BEHAUPTUNG: (2 ist auch streckenzusammenhéngend.
BEWEIS: Definiere eine Aquivalenzrelation ~ auf  durch: u ~ v genau dann,
wenn u = ug, Uy, ..., U, = v existieren mit [u;_1,u;] C Q.
o Reflexivitat: trivial
e Symmetrie: folgt aus [u,v] = [v,u], da u+t(v —u) = v+ (1 —t)(u—v).
e Transitivitat: trivial, ,hénge” die Folgen hintereinander

7Zu zeigen: Es existiert nur eine Aquivalenzklasse. Sei A eine Aquivalenzklasse,
also A C Q. Zu zeigen: A ist offen. Sei a € A. Wegen A C Qugen existiert
e > 0 mit U.(a) C Q. Wie in (24.8) gezeigt, ist die e-Umgebung streckenzu-
sammenhéngend. Also ist U.(a) C A. Zudem ist Q,sp = AW (Q\ A) Also:
2\ A ist leer.

offen”
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24.10 Konstante Funktion/Ableitung null

VORAUSSETZUNG: V offener Raum, ) Gebiet in V. f: 2 — R™ differen-
zierbar mit f’ = 0.

BEHAUPTUNG: f ist konstant.

BEWEIS: (2 ist streckenzusammenhéngend nach (24.9). Seien u,v € 2 mit
[u,v] C €. Es geniigt zu zeigen: f(u) = f(v). Seien fi, ..., fi, Koordinatenfunk-

tionen von f. Nach (23.5) ist f{ = ...= f/ = 0. Darfalsom =1=R™ =R
annehmen.

Die Funktion [0, 1] — Q mit ¢ — u+t(v—u) ist differenzierbar. Nach Kettenre-
gel (23.4.2): Die Funktion F : [0,1] — Rmit F': t — f(u+t(v—u)) ist differen-
zierbar mit Ableitung 0. F' ist konstant, erhalte f(u) = F(0) = F(1) = f(v).
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25 Kompaktheit

25.1 Definition

VORAUSSETZUNG: Sei M ein metrischer Raum.

DEFINITION: M heifit kompakt genau dann, wenn

e Jede Menge O offener Teilmengen von M mit M = (Jy., X hat eine
endliche Teilmenge {Xj, ..., X,,} mit M = X; U...U X,,.

e Jede Menge A abgeschlossener Teilmengen von M mit M = Jy 4 X
hat eine endliche Teilmenge { X, ..., X,,} mit Y1 N...NY, = 0.

Also: Eine Teilmenge K C M ist kompakt genau dann, wenn jede Menge
O offener Teilmenge von M mit K C |Jy.» X hat eine endliche Teilmente

Triviale Anwendung: Sei M kompakt Fiir jede € > 0 ist dann die Vereinigung
von endlich vielen e-Umgebungen. Insbesondere ist M beschrankt.

25.2 kompakt und vollstindig
Folgendes ist dquivalent:

1. M ist kompakt

2. M ist folgenkompakt

3. M ist vollstindig, und fiir jedes € > 0 ist M die Vereinigung von endlich
vielen e-Umgebungen

BEWEIS: Siehe ausliegendes Script, schwer ist nur 3. = 1.

25.3 weitere Satze iiber stetige Funktionen

VORAUSSETZUNG: M kompakt, f: M — N stetig.

BEHAUPTUNG:
1. f ist sogar gleichméfig stetig.
2. Fiir jede abgeschlossene Teilmenge X C M ist auch f(X) abgeschlossen.
3. Ist f injektiv, so ist auch f=': f(M) — M stetig.

4. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlos-
senen Teilmenge abgeschlossen ist.

145



26 Mittelwertsatz, Umkehrsatz und der Satz
tiber implizite Funktionen

26.1 Mittelwertsatz

VORAUSSETZUNG: V, W Banachriaume, 2 C V offen. f : @ — W differen-
zierbar, u,v € Q mit [u,v] C Q.

BEHAUPTUNG: (mit Operatornorm)
3 € [u, o] mit [[f(v) = f)] < [If @) |v—u|
BEWEIS: Nur fiir V =R" W = R™ jeweils mit 2-Norm.

1. Der Falln =1, d.h. V=R mit u =0 und v = 1. Sei ,,-* das Standards-
kalarprodukt auf W = R™. Also: |w| = y/w - w (2-Norm). Setze

w=f(1)= f(0)und ¢ : [0,1] = Rmit ¢ : t — w - f(t)

Nach Produktregel (23) ist ¢'(t) = wf'(t). Der gewohnliche Mittelwer-
satz aus Analysis 1 zeigt: Es existiert ¢ € [0, 1] mit

wf'(t) =¢'(t) = ¢'t(t) - (1-0) = ¢(1) = p(0) = w(f(1) = f(0)) = w-w

Dann folgt
2
jw]™ = [ (t)w| < [f(B)] - w]
Darf w # 0 annehmen, d.h. ||w|| # 0, erhalte

[f(v) = f(w)] = |w] < [f'(O)] = F@)]- L= 0]
2. Der allgemeine Fall V' = R". Wende Fall 1 an auf
g:10,1] =W =R"mitg:t— f(ut+t(v—u))
Erhalte t € [0, 1] mit

9(1) = g(O) < [g' ()] - (1 = 0) = flu+t(v—u)) - (v—u)

TV
Matrixmultiplikation

Weiter: g(1) — ¢(0) = f(v) — f(u) Also:

[f () = f(W)] < [f'(2) - (v —w)[ < |f'(@)] - v — ul
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26.2 Konstante Funktion/Ableitung null

Die allgemeine Version des Mittelwertsatzes erlaubt eine entsprechende Verall-
gemeinerung von Satz (24.10) (f' = 0 = f konstant, Beweis: |f(v) — f(u)| <

0-...=0,also f(u) = f(v)).

26.3 Der Schrankensatz

DEFINITION: Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heifit konvez5

genau dann, wenn fiir alle u,v € M auch [u,v] C M gilt.

VORAUSSETZUNG: Sei Xoffen € R”, f: Q — R™ stetig differenzierbar (kurz:
C'-Funktion), sei K C 2 beschriinkt, abgeschlossen, konvex.

BEHAUPTUNG:

1f(0) = flly < llv—ully - sup {|[f'(@)]l, | € K} Vu,veK

BEMERKUNG: Das Supremum existiert wegen (20.3.4), x — | f’(z)| ist stetig!

BEWEIS: Zu u,v € R" existieren ug, ug, ..., up, € R" mit up = v und u, = v
sowie [u;_1,u;] € K. Mit Mittelwertsatz ist fiir ein = € [u;_1,u;] C K:

|f(u;) — fluir)| < Jwi —wia| - | f/(2)]
Esist f(v) — f(u) = >0, (f(wi) — fui-1)).

26.4 Ableitung der Umkehrfunktion

26.4.1 Hilfssatz

VORAUSSETZUNG: {2 C R"” offen, f: ) — R™ differenzierbar in a € 2.
BEHAUPTUNG: Es existieren r, s, > 0 mit

[f(x) = f(a)]

r <
|z —

<sVaxeQmit |[x—al <4

BEwWEIS: Wir haben lim,_., f(x)_ﬁ;a:f“(a’_a) = 0. Also: Zu ¢ > 0 existiert
0 > 0 mit

f(z) = fla) = a(z —a)

|z — al

<eVaxeQ\{a}mit |[x—a] <4

62 .in meinem jugendlichen Eifer...*
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Erhalte fiir alle x € Q\ {a} mit |z — a| < 6:

f@)~ f(0)| | -a)|| _|f@)~f() —ale—a)| __
r—a |x — al |x — al -
Also ist fiir alle entsprechenden x:
alr —a) f f(a) < alr —a) .
|z — al r—a | |z —a

Zudem ist a|(z a(T) = o(w) mit |w| = 1. Setze S :={w € R" | |w| =1}, S ist
beschrinkt und abgeschlossen, die Abbildung S — R mit w — |a(w)]| ist
stetig. Mit (20.3.4):

M = {]a(w)| | w e S} mit My := min M und M; := max M

Also ist My # 0, da « bijektiv, also My > 0. Wihle € so, dak My —¢e > 0,
dann folgt die Behauptung.

26.4.2 Ableitung der Umkehrfunktion

VORAUSSETZUNG: Sei f injektiv, f(Q2) offen, f'(a) = a € L(R",R™)
invertierbar und f; := f~': f(Q) — Q stetig in a; = f(a).

BEHAUPTUNG: Dann ist f~! differenzierbar in a; mit f{(a;) = f'(a)™*
BEMERKUNG: « invertierbar bedeutet, dalt o bijektiv ist, damit ist die

Determinante der Jacobi-Matrix (die sog. Funktionaldeterminante) von f
ungleich 0.

BEWEIS: Es ist lim,_,, {2=1@=2=0) _ g Dy f; stetig in a; = f(a), folgt:

|z—al

i YT~ a(fi(y) — filar)) _ lim f(fi(y) = fla) —a(fi(y) — a)
y—a | f1(y) = fi(ar)] y—a | f1(y) —al

Die Umkehrfunktion a~! ist stetig, also ist

lim <(i1) 3 (y —a —a(fi(y) — f1(a1)))) — B(0) =0

=0

y—a |f1(y) = fi(a)]
Dann ist
i 119) — fl(al)—ﬁ(y—al) _0
y—a |f1(y) = fi(a)]
Definiere

A= |f1(y) - fl(a1)|
ly — ai
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Dann ist auch

_ Sily) — filar) — By —a1)
s |f1(y) = fi(ar)] 8

Denn: Mit z = f,(y) gilt A = %, und A ist nach Hilfssatz st < A < r~!
auf einer geeigneten Umgebung von a; beschrankt. Es folgt: Dann ist auch

lim fily) = filar) = By — a1)

y—a ly — ai

=0

=0

Damit ist
fila)=B=a""= f(a)”
26.5 Der Banachsche Fixpunktsatz

VORAUSSETZUNG: Sei M ein vollstandiger metrischer Raum, sei 0 < A < 1,
f M — M und gelte

d(f(x), f(y) < A-dz,y)V o,y € M
BEHAUPTUNG:
1. Es existiert genau ein a € M mit f(a) = a.
2. Jede Folge (), oy mit 2,41 = f(2,) konvergiert gegen a.

BEWEIS: siche Ubungsaufgaben

26.6 Stetigkeit der inversen Abbildung

VORAUSSETZUNG: A Banachalgebra, A* Einheitengruppe.
BEHAUPTUNG: A* ist offen in A und folgende Abbildung ist stetig:

frA* = A mit fru—u?

BEWEIS: siche Ubungsaufgaben

26.7 Ableitung der Umkehrfunktion

VORAUSSETZUNG: U C R" injektive C*-Funktion f(U) offen, f=1: f(U) —
U stetig, f'(u) € L(R™) invertierbar (d.h. die Determinante ist ungleich 0)
tiir alle w € U.

BEHAUPTUNG: f~!ist ebenfalls C'-Funktion mit
() (f@) = (f(a)'VaeU
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26.8 Hauptsatz: Der Umkehrsatz

VORAUSSETZUNG: Q C R" offen, f € C*(Q,R"), a € Q und f'(a) € L(R")
invertierbar.

BEHAUPTUNG: Es existiert eine Umgebung U C 2 von a mit den in (26.7)
aufgefithrten Eigenschaften (Bezeichnung f|y : U — R™) BEWEIS: Arbeite
mit der 2-Norm auf R" (wegen Schrankensatz (26.3))

1.
2.
3.

O.B.d.Aist a=0und f(0) =0
O.B.d.A ist f'(0) = idgn =: [
Fiir y € R™ definiere

0, = R"mit p, :x—y+2— f(x)
Es gilt:

() ¢y() = & y = f(2)

(b) ¢y (x) =1 — f'(x)
Es existiert € > 0 mit

K:=U.(0)={veR"| |v|<e}CQ
und {

70) ~ fi)| < g Vo e K

Es gilt fiir alle® u,v € K:

oy (v) — @y (u)] < Jv—ul - sup ¢! ()|

———
<

[

Es ist fiir alle 2z € K:

oy () = ¢y (0)] < 5 fa] <

N | —
Do ™

Fiir alle |y| < § ist

€ 9
[eu(@)] < ey O)] + 5 =yl + 5 <=

Betrachte nun nur noch y € R™ mit |y| < §. Sezte V' = U< (0).

63

k2

. das hatte ich Thnen nicht vorgerechnet, um Thnen nicht den Spaf daran zu nehmen!*
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10.

11.
12.

Erhalte mit dem Banachschen Fixpunktsatz (26.5) angewandt auf ¢, :
K — K fiir jedes y € V genau einen Fixpunkt x € K und definiere

fiiy— .

Zu jedem y € V existiert genau ein x € U.(0) mit y = f(x) (d.h.
@y (x) = x nach (3a).

Setze U = f~1(V)NU.(0). Dann ist U offen in 2, also in R". U = f;(V),
f:U — V ist injektiv, f; : V — U ist die inverse Funktion f|;".

fi1:V — U ist stetig (sogar Lipschitz-stetig mit L = 2).

f/(u) ist invertierbar (d.h. bijektiv, d.h. im Endlichdimensionalen injek-
tiv, d.h. Kern f'(u) = {0})

Bemerkungen:

Zu (1): Es existiert eine offene Umgebung 2y von 0 mit = + a € Q fiir
alle x € (). Ersetze f durch die Funktion

Jo: Qo — R"mit fo:2+— f(x+a)— f(a)
Zu (2): Ersetze f durch
atof:Q— R"mita:= f(0) € LR")

Zu (4): Da 2 offen ist, existiert § > 0 mit Us(0) C 2. Wéhle ¢ < 9,
dann ist K C Us(0). Zudem ist f’ stetig nach Voraussetzung.

Zu (5): K ist abgeschlossen, beschrénkt und konvex. Wende Schran-
kensatz (26.3) an, ¢, : K — R™ ist C'-Funktion. Nach (3b) ist ¢, (z) =
I — f'(z) = f'(0) — f'(x), wende (4) an.

Zu (8): K C R™ ist vollstdndig, denn R” ist vollstdndig und K ist
abgeschlossen. Nach (5) und (7) ist alles klar (sic!)

Zu (10): U ist offen in €2, da f stetig ist, und offen in R", da ) offen in
R™ ist.

Zu (11): Seien yy,y2 € V. x1 = fi(y1), x2 = fi1(y2). Dann ist

Ty — 21 = po(x2) — wo(z1) + f(z2) — f(21)
Aus (5) folgt:
w2 — 21| < [po(@2) — o(@1) ]+ f(22) — f(21)] < % w2 — 21|+ [y2 — 1
Dann gilt: |fi(y2) — fi(y1)] < 2 |y2 — 1|, also ist die Funktion Lipschitz-
stetig mit L = 2.
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e Zu (12): Sei w € U. Fiir alle v € R” gilt mit o = f'(u):
1
(I = fiw)ol < [T = al o] < S ol
Annahme: av = 0. Dann ist
1
o] = [Tv] = IV —av| = [(I = a)v] < 5 o]

Gilt nur fir v = 0.

26.8.1 Korollar zum Umkehrsatz
VORAUSSETZUNG: © C R" offen, f € C*(Q2, R") injektiv, f'(a) invertierbar
in allen a € €.
BEHAUPTUNG: ©; := f(Q) und offen (in R") und f~! : Q; — R" ist
C!'-Funktion mit

f'(f(a)) = f'(a)
BEWEIS: Fiir alle a € Q existiert eine Umgebung U(a) € Q mit f(U(a))
offen und f~'|(q) C'-Funktion. Also:

) = f(U(a)

offen acQ

Der Rest ist klar, siehe auch (26.7).

26.9 Umbkehrsatz auf C

Der Umkehrsatz (mit Korollar) gilt genauso fiir C". Bei normierten Raumen
iiber C ist die Ableitung einer Funktion an einer Stelle per definitionem eine
C-lineare Abbildung.

SPEZIALFALL: 2 C C offen, f € C(Q,C) injektiv, f'(a) A0V a € Q.
BEHAUPTUNG: f~': f(Q2) — Cist C!-Funktion mit (f~1)(f(a)) = (f'(a))~".

ANWENDUNG: f:Q — C mit z — €%,  ein offener Streifen (in C) der Hohe
2m, d.h. da € R mit

Q={z+iy| reRa<y<a+2r}

Setze A = {x + ia | x € R}. Wir wissen: Die e-Funktion ist injektiv auf QU A,
mit Bild C\ {0}, also: f(2) = (C\ {0}) \ f(A). Was ist f(A)?
{e”w’ xGR} = {e”:-em‘ xER}
= {e"| v € R}e™

ia
— R>0 - e
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Erhalte die Umkehrfunktion L : C, — €2 mit e* — z € (Q ist differenzierbar

mit 1 1
Ll z - _ - - =
I =Fe e
HAUPTFALL: ¢ = —1, d.h. @ = —7. Dann C, = C \ R, (Hauptzweig der
Logarithmusfunktion)

26.10 Satz iiber implizite Funktionen

VORAUSSETZUNG: Quften € RP x RY = RPT4; [ € CHQ,R™); (a,b) € Q
Nullstelle von F' Die folgende lineare Abbildung ist invertierbar (insbesondere
ist m = q):

R? — W mit y — (F'(a,))(0,y) (*)

BEHAUPTUNG: Es existieren Umgebungen U(a) C R? und U(b) C R und
eine C!'-Funktion

g:U(a) = U(b) mit g : {(z,y) € U(a) x U(b) | F(x,y) =0} ={(z,9(z)) | € Ula)}
SPEZIALFALL: p=q =m = 1. Wir haben F’(a,b) : R* — R mit

T

(z,y) — ( DiF(a,b) DyF(a,b) ) - ( ) ) = D1F(a,b)x + DyF(a,b)y

Die Abbildung in (x) ist also
R — R mit y — DyF(a,b)y

D.h., dak DyF(a,b) # 0.

BEISPIEL: F : R?* — R mit (z,y) — 2?(1 — 2?) — y?. Bestimmung von g(z):

F(z,9(x))=0Vz €A 2°(1—2%) —g(x)>=0

20(1 — 2®) +2*(=22) — 29(x) - ¢'(z)  g'(x) =

Bestimmung von ¢'(z) im Spezialfall (p = ¢ =m =1): S(z) := F(x, g(z)) =

OVzxeA,

RDOA-SL R LR

v S (2, 9(x)) —
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0 = S'(z)=F'(x,9(x)) o G'()
— (DiF(wge) Daflag))- () )
F

(
= DiF(z,9(x)) + ¢'(x) Do F (2, g(x))
—DF(z,g(x))

DQF(xv g(I))

,Wenn Sie das alles gut beherrschen,
was wir hier gemacht haben,
wissen Sie fast mehr als ich vor ein paar Monaten!“
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