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1 Semantische Beschreibung von Programmen

1.3 Methoden der formalen Semantikdefinition

e Operationelle Semantik: genaue, schrittweise Abarbeitung auf einer
hypothetischen Maschine; Sprache der Implementierer bzw. Ubersetzer-
bauer

e Denotationelle Semantik: induktive, kompositionale Festlegung des E/A-
Verhaltens; Sprache der Sprachdesigner und Theoretiker

e Aziomatische Semantik: Festlegung, wie Eigenschaften iber Programme
bewiesen werden konnen (Pradikattransformersemantik); Sprache der
Algorithmiker und Programmierer



2 Gundlagen der denotationellen Semantik

2.1 Vollstandige partielle Ordnungen, Monotonie,
Stetigkeit

Sei eine geordnete Menge (M, <) und x € M gegeben.

minimales FElementr <= Aye M:y<ux
kleinstes Elementx <= Vye M:x <y

2.1.1 Definition (CPO)

Eine CPO ist eine geordnete Menge (M, <) mit folgenden Eigenschaften
e Es gibt ein kleinstes Element 1 € M.

e Jede Kette (z%),., € M hat ein Supremum | |,_,; 2 in M.
2.1.2 Definition (Flache Ordnung)
Eine flache Ordnung ist eine Ordnung, falls es 1. € M gibt mit
r<y<—zcr=1Vr=y

2.1.3 Definition (Monoton, stetig, strikt)
Seien (M, <) und (N, <) zwei CPOs. Eine Funktion f: M — N ist

o strikt, falls gilt:
fL) =1

e monoton, falls fiir alle z,y € M gilt:
r<y= f(z) < fy)
e stetig, falls f monoton ist und fiir alle Ketten <x(i)>ie ;in M gilt:
(L) =L
iel iel

Die konstantwertige Funktion ist fiir jedes ¢ einfach ¢(z) = c.



2.1.4 Satz (Fundamentale Eigenschaften)

Seien CPOs (M, <), (N, <) und (P, <) gegeben sowie Funktionen f: M — N
und g: N — P. Dann gilt:

e (N, <) flach und f monoton, so f strikt oder konstant.
e (M, <) flach und f strikt, so f monoton.
e In (M, <) jede Kette stationdr und f monoton, so f stetig.
e f und g monoton, stetig, strikt, so auch g o f monoton, stetig, strikt.
e f monoton und Kette (z@) _ in M, so ist
|| < <|_| x@)
iel i€l
2.1.6 Definition (Sub-CPO)

Sei (M, <) eine CPO und ) # N C M. Dann ist (N, < |y) eine Sub-CPO,
falls gilt:

e (N,<|n) ist eine CPO.
e Fiir alle Ketten (z@) _ int N gilt: | |,.; 2% = {J,c; 2. Dabei ist | |
das Supremum beziiglich <; und [ J das Supremum beziiglich < |y.
2.1.7 Satz (Sub-CPO-Kriterium)

Sei (M, <) eine CPO und () # N C M. Dann ist (N, < |y) eine Sub-CPO
genau dann, wenn gilt:

e Es gibt in (IV, < |x) ein kleinstes Element.
e Fiir alle Ketten <x(i)>iel int N gilt: | |,., Y € N, d.h. das Supremum
liegt in N.

2.2 Semantische Algebren
2.2.1 Definition (Direktes Produkt von CPOs)
Seien CPOs (M;, <;) fiir alle 1 <4 < n. Definiere

<[L’1,,Q§'n>§<y1,,yn> <:>V1§z§nxl Szyz
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Dann ist das direkte Produkt ([];_, M;, <) eine CPO. Folgende Projektions-
funktion ist stetig:

prj: [ Mi — M; mit prj((z1,... 2.)) = 2

i=1

Merkregel:

|_| <x§m)"_'7xglm)> _ <|_| 2™ |_| $£Lm)>

mel mel mel

2.2.3 Definition (Smash-Produkt von CPOs)
Seien CPOs (M;, <;) fiir alle 1 <4 < n. Definiere

(Mg :=) ®M = <H(Mz- \ {lz-})> u{L}

i=1

Dann ist das Smash-Produkt (Mg, < |gm) eine Sub-CPO des direkten
Produkts. Die auf Mg eingeschrénkte Projektionsfunktion ist stetig, ebenso
die Konstruktorfunktion cons: [[;_; M; — @, M, mit

Az, ;) falls Viiz £ L
COTLS(<ZE1,. a ,IL‘n>) - { <J_1, .. ,Ln> falls di: xTr; = Lz

2.2.6 Definition (Separierte Summe von CPOs)

Seien CPOs (M;, <;) gegeben. Die separierte Summe ist die Menge

ZMi = <U(Mz X {Z})> U{L}.

i=1 i=1
Die Summenordnung ist definiert als:
r<y=(x=1)V (@=(2,9)ANy=(,) N& <7

Dann ist die separierte Summe mit Summenordnung wieder eine CPO. Die
folgenden Injektionsfunktionen ist stetig:

ing: My — Y M; mit in;(z) = (x, j)
i=1
Auch die Projektionsfunktionen sind stetig:

{u falls = = (u,j)

pT’j ZMZ — M] mit ij<£C> = J_] sonst

i=1



2.2.8 Definition (Verschmolzene Summe)

Seien CPOs (M;, <;) gegeben. Die verschmolzene Summe ist die Menge

@ M; = (U((Mi \ {Li}) x {i})> U{L}.

i=1

Dann ist die verschmolzene Summe mit Summenordnung wieder eine CPO. Die
Projektionsfunktionen sind weiter stetig, die Injektionsfunktionen ebenfalls:

inj: M; — ZMZ mit in;(z) =

=1

L falls == 1;
(x,j) sonst

2.2.9 Definition (Funtkons-CPO)

Seien (M, <) und (N, <) zwei CPOs. Definiere die Funktionsordnung auf der
Menge N™ der Funktionen von N nach M:

f<g=VreM: f(z) <g(z)
Dann ist (NM, <) wieder eine CPO mit kleinstem Element
Q: M — N mit Q(z) = L

2.2.11 Satz (Abschlufieigenschaften bei Funktionen)

Das Supremum einer Kette von monotonen, stetigen, strikten Funktionen ist
wiederum monoton, stetig, strikt.

2.2.12 Definition und Satz (Sub-CPOs von Funktionen)

Seien CPOs (M, <) und (N, <) gegeben. Dann sind folgende Mengen Sub-
CPOs:

(M —N) = {feN"| fmonoton}
[M — N] = {fENM‘ fstetig}

(M =4 N) = {feN"]| fmonoton,strikt}
(M —, N] = {f€ NM ‘ f stetig, strikt }

Es gilt folgende Beziehung:



Curryfizierung und Umkehrfunktion:
curry: PN —(PMM it curry(f)(x)(y)=f(z,y)
uncurry: (PYYM— PM>XN mit uncurry(f)(z,y)=f(x)(y)
2.2.13 Definition und Satz (Lifting)
Ubergang von M zu M* := M U {L}:
e Lifting erster Art: (M,=) — (M, <) mit flacher Ordnung <

e Lifting zweiter Art: (M, <) — (M*, <t) mit modifizierter Ordnung
<t sodaf L <t zist fiir alle x € M+

2.3 Fixpunkttheorie
2.3.1 Beispiel (Rechenvorschriften und Fixpunktgleichungen)
Gesucht: Fixpunkt f € MM des Funktionals 7: MM — MM d.h. 7[f] = f.

2.3.2 Definition (kleinster Fixpunkt)

Falls in der Menge der Fixpunkte einer Funktion ein kleinstes Element existiert,
so heifst dies py:

v=ppe=(fly) =y —x <y)
2.3.3 Satz (Funktionsiteration von unten)
Sei (M, <) eine CPO, f € (M — M). Existiert uy, so ist

LW <y = L< L)< FEWL) SFUSF)) <<y

i>0

2.3.4 Satz (Fixpunktsatz von Knaster, Tarski und Kleene
) Ist (M, <) CPO und f € [M — M], so existiert sy und es gilt:

pr=| 9D

1>0
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2.3.6 Definition (stetige Pradikate)
Sei (M, <) CPO und <x(i)>iel Kette. P : M — B ist ein stetiges Pradikat,

falls gilt:
Va: (P(x(i)) —tt = P (|_| 9:“’) = tt)
iel

2.3.7 Satz (Berechnungsinduktion)

Sei (M, <) CPO, f e [M — M|, P: M — B stetig. Dann gilt P(ps) = tt
unter folgender Voraussetzung:

P(Ll)=tt AN Vz e M: (P(x)=tt = P(f(x)) =tt))

2.3.8 Satz (Syntaktisches Kriterium fiir stetige Pridikate)

Sei (M, <) CPO. Ein Préadikat P: M — B ist stetig, falls eine CPO (NV, <)
und Funktionen f,g € M — N existieren mit

Va: (P(r) =tt < f(z) <g(z))

2.3.9 Satz (Konjunktion stetiger Pridikate)

Seien P, @Q): M — B stetige Pradikate. Dann ist auch die Konjunktion (P A Q)
stetig.

2.3.11 Satz (Lemma von Park)

Sei (M, <) CPO, zp € M und f € [M — M| mit f(xq) < o, so gilt ps < .

2.3.12 Lemma von Zorn

Sei (M, <) geordnete Menge. Hat jede Kette in M eine obere Schranke, so
besitzt M ein maximales Element.

2.3.13 Satz (Fixpunktsatz und Berechnungsinduktion,
monotoner Fall)

Jede monotone Funktion auf einer CPO besitzt einen kleinsten Fixpunkt. Das
Prinzip der Berechnungsinduktion gilt auch fiir monotone Funktionen.



2.3.14 Beispiel (Funktionsiteration bei monotonen Funktionen)

Die Egli-Milner-Ordnung: Sei M eine flach geordnete Menge. Sei P(M) :=
2M\ {(}. Seien X,Y € P(M).

X<gnY <= VMreXdyeY:iz<yA(VMyeYdzeX:z2<y)
. [ X\{1}CY fals LeX
X=Y falls L ¢ X

Dann ist (P(M), <gm) die Plotkin-Potenzmengenbereich-CPO mit kleinstes
Element {_L} und Supremum wie folgt:

| |x® = U, X falls Vie I: L e X0
B X falls 1L¢ X0

i€l

2.3.15 Satz (Eigenschaften des Fixpunktoperators)

Der Fixpunktoperater p: MM — M, definiert durch u(f) = uy, ist monoton
auf den monotonen und stetig auf den stetigen Funktionen:

po | MM (M — M) | [M— M|
total X v v
monoton X v v
stetig X X v




3 Denotationelle Semantik applikativer
Sprachen

3.1 Die Beispielsprache
3.1.1 Syntaktische Basis von L 4
(1) Signatur ¥ = (S, K, F) mit

(a) Sorten S (mindestens bool € 5)

(b) Konstanten K (aus Sorten, d.h. K = |4 K, fir s € 5)
(c) Funktionen F (getypt: F(o,) mit a € ST und r € 5)

(2) Typen T (induktiv definiert tiber die Sorten):

a) Sorten S C T
b) Produkttypen (my;...,my) € T fiir alle m; € T

(
(
c) Funktionstypen (m — n) € T fir m,n € T

(3) frei wdhlbare Bezeichner X (getypt, d.h. X =4 X, mit m € T')

3.1.2 Terme (Programme von L,)

Familie (EXP,,),.. der Terme bzw. L 4-Programme:

1) freir wihlbare Bezeichner: X, C EXP,,

2) Konstanten: K,, € EXP,,

3

.....

4

5) Alternative: if b then t; else ty fi € EXP,,

6) Funktionsapplikation: (e(ty;...;t,)) € EXP,,

7

,,,,,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

8) Rekursion: fun x =t € EXP,,

Funktionsabstraktion: ((x1: my;...;xn: my): m;t) € EXProy oo —m



3.2 Denotationelle Semantik der Beispielsprache
3.2.1 Interpretation der Basis-Signatur

Basis-Signatur ¥ = (5, K, F') wird interpretiert durch eine %-Algebra

A= <<SA>SGS ) <CA>c€K ; <fA>f€F)

(1) s# ist nichtlere Trigermenge, bool? = B

(2) c” ist ein Element aus (J, 4 5%

(3) f4 ist partielle Funktion iiber den Trigermengen von A

3.2.2 Interpretation der Typen
Jedem Typ m € T wird eine CPO (i[m], <) zugeordnet:

(1) Sorte m:
i[m) =m* U {L,,} mit flacher Ordnung
(2) Produkttyp (mq;...;my):

k
Hi[mj] mit Produktordnung

=1

]
h
I

(3) Funktionstyp m; — ma:
ilmy — mg| = (i[mq] — i[ms]) mit Funktionsordnung

3.2.3 Strikte Erweiterung der Basisoperationen

Jeder Funktion f € Fy,..q,» wird ihre strikte Erweiterung zugeordnet:

frug,. .. u,) = ) = falls Vo (fAuy,. .., ug) undef.)
fH(ug, ... uy) sonst

3.2.4 Satz

Die strikte Erweiterung f* einer Funktion f ist stetig.
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3.2.5 Definition (Umgebung)

Definiere die Menge ENV (Umgebung) als Menge der folgenden Zuordnungen:

Abénderung einer Zuordnung a € ENV an einer Stelle = € X, ist
alr « u] € ENV

3.2.6 Semantik von £4
Semantikfunktion

[[]: EXP,, — i[m]*™Y sodak [t]: ENV — i[m)]
1) frei wéhlbare Bezeichner: [z](a) = a(z)

2) Konstanten: [c](a) = ¢*

4) Tupel: [(ty;-. - te)](a) = ([tal(a), . .., [tx] (@)
)

Alternative:

(1)
(2)
(3) Basisoperationen: [f](a) = f*
(4)
(5)

{ [t1](a) falls [b](a) = tt
[if b then t; else ty fi](a) = ¢ [t2](a) falls [b](a) = £
1 falls [b](a) = L
(6) Funktionsapplikation:
[t(t1, -, te)](a) = [t](a) ([t](a), - -, [tx](a))
(7) Funktionsabstraktion:
[(z1:my;. .52k my): n;t](a) =h
Hierbei ist
h € ilmy;...;my — n] mit h(ug, ..., ug) = [t](alz; — u))
Damit ist
[(z1:ma;. .z me): ngt](a)(uq, ..., ug) = [t](a[z; — w))

(8) Rekursion:
[fun x = t](a) = pr
Hierbei ist
T € i[m] — i[m] mit 7[u] = [t](a[z — u])

11



3.2.7 Satz (Monotonie der Semantik)

Sei t Term von Ly, y € X,,, a € ENV, w,v € i[m|. Dann ist:

u<v = [t](aly —u]) <[t](aly —v])

3.2.8 Satz (Stetigkeit der Semantik)
Sei t Term von L4, y € X,,, a € ENV, <u(i)>iel € i[m]. Dann gilt:

[1] (a [y - Uu(i)]) = | It)(aly — ™))

el i€l

3.2.9 Satz (Koinzidenzlemma)

Stimmen zwei Zuordnungen a; und as auf allen in einem L4-Term t frei
vorkommenden Bezeichnern iiberein, so ist [t](a1) = [t](az).

3.2.10 Beispiel (Semantik einer Rechenvorschrift)

Gegen sei:
fun F' = (z: nat): nat;
if r =0thenl
elsey* F(z —1) fi

Die Semantik:

a(y)* falls uw# L Aa(y) #L
[[funF:...]](a)(u):{ Jy_ falls u:J_\/a(gy/):J_

3.3 Parameteriibergabe in der Beispielsprache

Unterscheidung call-by-value gegeniiber call-by-name

3.3.1 Beispiel (Parameteriibergabemechanismus)
Betrachte folgende Funktion:

fun F = (z: int): int; 1(1 +0)
Dann ergibt sich hier die call-by-name-Semantik

[fun F = (z: int): int; 1(1 + 0)](a) = 1(L) =1
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3.4 Eine alternative Semantikdefinition
3.4.1 Alternative Interpretation der Typen
(2’) Produkttyp (mq;...;my):

ilmy;...;my] = ® i[m;] mit Produktordnung
j=1
(3’) Funktionstyp m; — mao:
i[my — my] = (i[m1] — i[my])* mit Funktionsordnung
Funktionsordnung:

f<g = [f=LV({#LAg#LAf<y)

3.4.2 Alternative Festlegung der Semantikfunktion

(4’) Tupel:
[(t3; -5 te)](a) = cons({[ta] (a), . -, [t] ()

Hierbei ist

cons((x1,...,xn))

(x1,...,2,) falls Vi:z; # 1,
(Ly,...,L,) falls Fi:x; =1,

(6”) Funktionsapplikation:

B 1 falls [t](a) =
[t(tl,...,tk}la%{ [1](a) (cons([t:](a), .. ., [tx](a))) falls [t](a) #

L
L
(7’) Funktionsabstraktion:
[(1:my;. .y ze: my): n;t](a) = h[(Ly, ..., L) « 1]
Hierbei ist

h € ilmy;...;my — n]mit h(ug, ... ux) = [t](alz; — u))

Damit hat sich der Funktionsbereich von h verdndert von [] zu ).
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3.4.3 Beispiel (Unterschiede zwischen den Semantiken)
Verwende wieder folgende Funktion:
fun F' = (x: int): int; 1(1 <+ 0)
Dann ergibt sich mit der abgednderten Semantik die call-by-value-Semantik

[fun F = (z: int): int; 1(1 +0)](a) = L

3.5 Fragen, die sich beim Sprachausbau ergeben
3.5.1 Systeme von verschrankt rekursiven Recehenvorschriften

Erweiterung der Syntax:

(8”) verschrankte Rekursion:
funzy,..., 2 =t1,...,tk € EXPryyim,

Anderung der Semantik:

(8") Es gilt
[fun zq,..., 2 = t1,..., t](a) = p,

Hierbei ist 7 folgende Funktion:

wobei
T[hl, N hk] = <ﬂt1]](a[xz — hz]>7 ey [[tk]](a[xz — h,]))

3.5.2 Deklarationen und Abschnitte
3.5.3 Spezifikationselemente

3.5.4 Nichtdeterminismus
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4 Denotatonelle Semantik prozeduraler
Sprachen

4.1 Die Beispielsprache
4.1.1 Syntaktische Basis von Lp

(1) Signatur ¥ = (S, K, F') genau wie bei £4 — d.h. mindestens mit einer
Sorte bool.

(2) frei wihlbare Bezeichner' X (getypt, d.h. X = |4 X, mit m € S) — x
heifst hier Programmuariable (als Unterscheidung zu Variablen in der
Logik, beachte referentielle Transparenz)

4.1.2 Terme

Familie (SEXP,,), .o der Terme jeweils einer Sorte m € S:
(1) Programmuariable: X, C SEXP,,
(2) Konstanten: K,, € SEXP,,

(3) Applikation einer Basisoperationen: falls f € Fiy,,  m, m) und t; € SEXP,,,,
dann f(ty,...,tx) € SEXP,,

4.1.3 Anweisungen (Programme von Lp)

Menge STAT der Anweisungen iiber der Basis von Lp (Lp-Programme):

(1) Leere Anweisung:
skip € STAT

(2) Undefinierte Anweisung:

abort € STAT

(3) Zuweisung:
(x:=1t) € STAT

(4) Bedingte Anweisung oder Alternative:

if b then s; else sy fi € STAT

'zu funktionalen Sprachen: ,,...der Wert einer Variable ist unabhingig vom Ort, von
der Zeit, vom Wetter, ...“
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(5) Schleife:
while bdo s od € STAT

(6) Sequentielle Komposition: fiir

s1,82 € STAT = (s1;892) € STAT

4.1.4 Bemerkung zur undefinierten Anweisung

abort ist Vertreter der Klasse aller Anweisungen, deren Ausfiihrung einen
Fehler erzeugt, z.B. x := 1 + 0 — die Anweisung abort wurde nur aus
methodischen Griinden eingefiihrt.

4.2 Denotationelle Semantik der Beispielsprache
4.2.1 Interpretation der Basis-Signatur

Die Basis-Signatur > = (5, K, F') wird interpretiert durch eine ¥-Algebra
analog zur Interpretation bei L4, siehe 3.2.1:

A= (<SA>seS ’ <CA>ceK ’ <fA>f€F)

Wichtig ist wiederum bool? = B = {tt, ff}.

4.2.2 Interpretation der Sorten

Jeder Sorte m € S wird die Menge i[m] := (m”)~ zugeordnet mit der flachen

Ordnung.

4.2.3 Definition (Speicher)
STOREist Lifting erster Art der Menge aller foFunktionen

o: X — U@[m]

Somit o(z) € i[m]. Das Element 1 € STORE heifst undefinierter Speicher;
alle Funktionen o: X — (Ji[m] heifen definierte Speicher.

Abédnderung eines definierten Speichers o € STORE an der Stelle x € X,,, zu
u € i[m:

_f oo(y) falls y#=x
olr — uly) = { u falls y=u=

16



4.2.4 Semantik von Lp: Terme
Die Semantik ist eine Funktion
[]: SEXP,, — i[m]>TORE,
die zu jedem Term ¢ € SEXP,, eine Funktion [t]: STORE — i[m/| definiert:
(1) Programmvariablen: Fir x € X, ist
o= {1 B 724

(2) Konstanten:
A falls o# L
(o) = { L, falls o=1

(3) Applikation einer Basisoperation:

[t (o) = { 710 o T o7

4.2.5 Satz (Stetigkeit und Striktheit der Termsemantik)
Fiir alle Terme t € SEXP,, gilt:
[t] € [STORE —; i[m]]

4.2.6 Semantik von Lp: Anweisungen
Die Semantikfunktion
[]: STAT — STORE®>TORE
ordnet jeder Anweisung s € STAT eine Funktion [s]: STORE — STORE zu:

(1) Leere Anweisung:
[skip](o) = o

(2) Undefinierte Anweisung:

[abort](c) = L

(3) Zuweisung;:

_ _ [ olz < [i](o)] falls [t](c) # L
[z =tl(o) = { 1 falls [t](o) = L

m
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(4) Bedingte Anweisung oder Alternative:

[s1]

( t
[if b then s1 else sy fi](0) = ¢ [s2](0) falls [b](0) = £f

(5) Schleife:
[while b do s od](0) = p(0)

Dabei ist das Funktional
7: STORE®TORE — STORE>TORF
punktweise definiert fiir h: STORE — STORE und ¢ € STORE durch

h([s](e)) falls [b](0) = tt
7[h](0) = 0 falls  [b](0) = ££
1 falls [[b]](@) = Lpoor

(6) Sequentielle Komposition: fiir
[s15 52] (o) = [s2]([51]())
Die Semantik von while laft sich ,strecken‘:

[while b do s od] = [if b then s;while b do s od else skip fi]

4.2.7 Satz (Stetigkeit des Schleifenfunktionals)

Das fiir die Definition der Semantik der while-Schleife verwendete Funktional
T ist monoton stetig, d.h.

7 € [STORE>TORF — STORE®>"OR¥]

4.2.8 Satz (Stetigkeit und Striktheit der Anweisungssematik)

Fiir alle Anweisungen s € STAT gilt die Beziehung
[s] € [STORE —; STORE]

4.2.9 Beispiel (Herunterzihlen einer Schleife)
[while z # 0 do z := z — 1 od](0)
B { ol — 0] falls 0 # L Ao(x) # Lpas

o sonst
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4.3 Fragen, die sich beim Sprachausbau ergeben

Weitere Anweisungstypen (for, switch, ...) werden zuriickgefiithrt auf die
bisherigen Anweisungen. Spriinge werden hier nicht behandelt. Andere Erwei-
terungen in den nachsten Kapiteln. ..

4.3.1 Eingabe und Ausgabe
Erweiterung der Syntax:

(7) Eingabe: fir alle z € X sei
read (z) € STAT

(8) Ausgabe: fiir alle t € SEXP,, sei
write (z) € STAT

Zur Semantik: definiere CPOs IN und OUT als Lifting erster Art der Menge
der endlichen Sequenzen mit Elementen aus den Tragermengen:

IN = OUT = (( U mA)*>

meS

Definiere nun Zustande bestehend aus noch zu lesender Eingabe, Speicher
und schon geschriebener Ausgabe:

STATE = IN® STORE @ OUT

Fir Terme t € SEXP,, und Anweisungen s € STAT é&ndert sich nun die
Semantik in natirlicher Weise:

[{]: STATE — i[m]  [s]: STATE — STATE

Semantik fiir die neuen Anweisungen:

(7) FEingabe: [read (x)]((i,o,0))

(rest(i), oz « first(i)],0) falls Ai;z(;zéjt(j)é%f‘
(L, 1, 1) sonst

(8) Ausgabe: [write ()]((i,0,0))

A [t((G,0,0)) # Lm

_ [ {i.o.append(o, [1]((i,,0)))  falls (o7
B (L, 1, 1) sonst
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4.3.2 Deklarationen und Blockstrukturen

(9) Blicke: x € X, t € SEXP,,, und s € STAT
begin var x: m :=t;s end € STAT

Vorgehensweise:
(i) ENV besteht aus Zuordnungen a: X — LOC

(ii) STORE ist Lifting erster Art der Menge von Abbildungen

o: LOC — (U z[m]) U {free}

mesS

(iii) Semantikfunktionen &ndern sich:

[t]: ENV — [STORE —, i[m]]  [s]: ENV — [STORE —, STORE]

Umsetzung:
(i) Semantik eines Blocks:
(9) Blocke:
[begin var x: m :=t; s end](a)(0)

_ { [s](alz = L])(ollo — [tl(a)(o)]) falls  [t](a)(o) # L

1 sonst

(ii)) Umsetzung mittels
[s1; 521 (a) (o) = [s20(a)([s1](a) (o))
(iii) klar, nur als Beispiel:
et - {400 Bl 24

Beispiel:
begin varx: bool := true;
begin varx: bool := not(z);
=

end;
Erweiterung auf mehrere Variablen:
[begin var x1: my :=t1;...;xp: My, := ty; s end]

= [begin var x;: my :=ty;...;begin var x,,: m,, := t,,; s end end]
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4.3.3 Prozeduren

Prozeduren mit Parametern: verwende Umgebungen, hier aber parameterlose
Prozeduren: Menge P von Prozedurbezeichnern, dann:

(10) Aufruf einer Prozedur: Ist p € P, so ist

call p € STAT

(11) Deklaration einer Prozedur: Ist p € P, s € STAT und call p ¢ s, so ist

(p :==proc (s)) € STAT

Ein Speicher ist nun
U:XUP—><UZ'[7TL]>U PROC
meS STORESTORE

Umsetzung mit direkter Summe:

STORE = <(X ® P) — ((@ z'[m]> & STORESTORE>>

meS

Dann Semantik-Festlegung:

(10) Aufruf einer Prozedur:

can sl = { ) G 27

(11) Deklaration einer Prozedur:

Ipi=proc (i) ={ P EI Bl 77

4.3.4 Seiteneffekte

Verdnderung u.a.:
[t]: STORE — (i[m] x STORE)

Seiteneffekte sind aber bose :0).
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5 Zur Losung rekursiver Bereichsgleichungen

5.1 Adjungierte Paare und Retraktionsfolgen
D = &(D)

5.1.1 Beispiele (Bereichsgleichungen)
Nichtrekursive Bereichsgleichung;:
STATE = IN® STORE ® OUT
Rekursive Bereichsgleichung:
STROKE = {¢}* @ {|}* ® STROKE
Losung dieser Gleichung ist die CPO ({L} U {|}*, <), d.h. die Menge
{Loe AL -

Verallgemeinerung:
SEQU = {e}* @& M+ x SEQU

Dies ergibt die CPO ((M*)* U (M+)>, <). 777
Weiteres Beispiel (frithes Pascal):

program self(input, output);
function F(n: integer; g:function):integer;

begin
if n =0 then F :=1
else F :=n *x g(n - 1, g)
end;
end;
begin
write(F(5, F))
end.
Auswertung:

F(5,F) =5 -F(4,F) — ... — 120 F(0, F) — 120

Frage: Typ des Parameters g, d.h. welche CPO (M, <) fiir den Typ function?
Dies ergibt Bereichsgleichung

M = Nt x M — N4

Loésung durch Retraktion aus einer universellen CPO (nicht hier) oder Kon-
struktion als inverser Limes einer Retraktionsfolge von CPOs.
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5.1.2 Definition (Adjungiertes Paar, Einbettung, Projektion)

Seien (M, <) und (N, <) zwei CPOs. Sei ein Paar ¢,?¢ von Funktionen
gegeben mit ¢: M — N und ¢»: N — M. Das Paar (p, ) heilt adjungiertes
Paar von M nach N, falls gilt:

1. ¢ und 7 sind stetig
2. Yo =idy bzw. Y(p)(u) =uVue M
3. pop <idy bzw. p(¢)(u) =vVveN

p ist Einbettung, 1 Projektion und M das Retrakt von N mittels (p,1)).
(M, <) < (N,<) == 3 (p,9) adj. Paar von (M, <) nach (N, <)

5.1.3 Definition (Retraktionsfolge)

Eine Retraktionsfolge (M;, pi, 1;)i>0 ist abzdhlbar unendliche Folge von CPOs
(M;, <)i<o und entsprechende adjungierte Paare (¢;,1;):
%o ¥1 ¥2

Mo=Mi=2My= My & L.
o 1 b2

5.1.4 Beispiel (Spezielle Retraktionsfolge)

Mogliche Retraktionsfolge bei natiirlichen Zahlen (mit ¢; = id[i + 1 « i]):

id id id
{O} C’{O, 1} <:>{O, 1, 2} <:>{0, 1,2, 3} = ...
Yo Y1 P2

5.1.5 Definition (Inverser Limes)

Sei (M;, @i, 1:)i>0 Retraktionsfolge. Inverser Limes:

lim M; := {<U¢>,~20 € Hizo M; | Vi>0:u = ¢i(ui+1)}

Verallgemeinerte Produktordnung;:

(ui>i20 < (vi>i20 = Vi>0:u; <vy

5.1.6 Satz (CPO-Eigenschaft inverser Limes)
Sei (M;, @i, 1i)i>0 Retraktionsfolge. Dann ist (lim M;, <) CPO.

23



5.2 Die Retraktionsfolge zur Gleichung D = [D — D]
5.2.1 Satz (Startpunkt)

Sei (My, <) eine CPO (normalerweise mit mindestens zwei Elementen). Dann
ist folgendes ein adjungiertes Paar:

M = (M= M|
fef(L)
5.2.2 Satz (Induktiver Aufbau)

Sei (M, <) CPO und (p,%) adjungiertes Paar von M zu [M — M]. Dann
existiert ein adjungiertes Paar (®, V) von [M — M| zu [M — M| — [M —
M]] mit

O(f) = pofot:[[M— M]—[M— M]

U(g) = vofop:[M— M|
5.2.3 Zusammenfassung: Retraktionsfolge zu D = [D — D]
Aus 5.2.1 und 5.2.2 folgt die Existenz der Retraktionsfolge:

©0 o1 ©2
M0<:>M1<:>M2<:>M3 = ...
Yo Y1 P2

Diese hat folgende Eigenschaften:

5.3 Kegelbildung
5.3.1 Definition
Sei (M;, i, 1i)i>0 Retraktionsfolge. Definiere abkiirzend:

go{:Mi—>Mj mit gp{zgoj_lo...ogpi
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5.3.2 Satz

Sei (M;, @i, 1;)i>0 Retraktionsfolge. Dann ist (gpg, 1/}2]) ein adjungiertes Paar
von M; nach M;.

5.3.3 Satz (Kegelbildung)

Sei (M;, @i, 1:)i>0 Retraktionsfolge. Erweiterung zum Kegel:

©l(u) falls i <j

0 M; — ILH} M,; mit W?o(u)j = { ¢l(u) falls 2>
J

Yo im M; — M;  mit VP ((Un) o) = Wi
Dann ist:
e (w) = (Yo(w), - i_p(w), iy (w), u, 0 (u), i 2 (w), . . )

5.3.5 Satz
Sei (M;, @i, ¥i)i>0 Retraktionsfolge und sei (u;);5,lim M;. Dann bilden die
folgenden Familien jeweils Ketten:

<Sofo(ui)>izo und <90200¢20>n20

Dann gilt:

I_l i (ui) = (Ui}  und |_| P 0V =idim a,

i>0 n>0

5.4 Losung der Gleichung D = [D — D]

5.4.1 Definition (Isomorphismus zu D = [D — D))

Sei (M;, @i, 1:)i>0 Retraktionsfolge aus 5.2, die 5.2.3 erfiillt.
®: lim M; — [lim M; — lim M;] - mit @ (ui);ng — Lyso 07 © tnga 0977

U [lim M; — lim M;] — lim M;  mit W [ ] o000 (0o fopy)

n

5.4.2 Satz (Dana Scott, 1969)
Sei (M;, i, ¥;)i>0 Retraktionsfolge aus 5.2, die 5.2.3 erfiillt. Dann gilt:

a) ® und VU sind stetig
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b) ® und V sind invers:
(1) Yod= idlim M;

(2) PoW =id

lim M;— lim MZ]

Damit sind die beiden CPOs lim M; und [lim M; — lim M;] isomorph als
CPOs!

26



6 Programmverifikation
und axiomatische Semantik

6.1 Motivation
Situation bei Verifikation fiir £ 4:

gegebenes Programm ¢t € EXP,,
gegebene Spezifikation u € i[m]
gegebene Zuordnung a € ENV
zu zeigen ist [t](a) =u

Situation bei Verifikation fir Lp:

gegebenes Programm t € STAT
gewiinschter Speicherzustand o’ € STORE
gegebener Speicherzustand o € STORE
zu zeigen ist [t](e) = o

6.2 Verifikation mittels Fixpunkttheorie
Methoden:

(1) Berechnungsinduktion (siehe 2.3.7)
(2) Lemma von Park (siehe 2.3.11)

(3) direkte Ausnutzung der Eigenschaften eines kleinsten Fixpunktes

6.3 Korrektheitsbegriffe bei prozeduralen Sprachen

6.4 Der Hoare-Kalkiil
6.4.1 Syntax der Hoare-Logik

Seien Yass und X Signatur bzw. Programmvariablenmenge von L£p. Formeln
im Hoare-Kalkiil:

(1) Die Menge ASS der Zusicherungen.

(2) Die Menge HF der Formeln der Gestalt {¢} s {1} mit ¢, € ASS und
s € STAT.
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6.4.2 Semantik der Hoare-Logik (Giiltigkeit)

Eine Hoare-Formel {¢} s {¢} € HF ist guiltig (- {¢} s {¢}), falls das
Programm s partiell korrekt beziiglich der Vorbedingung ¢ und der Nachbe-
dingung 1) ist:

—{o} s {} = VYo eSTORE\ {Ll}: { A Eﬂf£§]¢L:>\_ Y[[s](o)]

6.4.3 Kalkiile

Ein Kalkiil besteht aus

a) Menge A C A von Aziomen

b) Menge von Herleitungsregeln der Form

Fy. .. F
F

Die Menge ‘H der Herleitungen mit Wurzelfunktion
root: H — F

a) Fir alle F € A gilt F' € H und root(F) = F.

b) Fiir alle Herleitungsregeln
Fy... F}

Hy... Hy
F

F € F ist herleitbar (|- F') genau dann, wenn H € H mit root(H) = F
existiert.

e Ein Kalkiil ist vollstindig, falls |- F =|- F.

e Ein Kalkiil ist korrekt, falls |- F =|- F
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6.4.4 Hoare-Kalkiil

Axiome des Hoare-Kalkiils:

(1) Fiir alle ¢ € ASS mit |- ¢ ist ¢ ein Axiom.
(2) Aziom der leeren Anweisung:

{} skip {»}
(3) Axziom der undefinierten Anweisung:

{iw} abort {9}

(4) Zuweisungsaziom:
(ot —al} =t {p}

Herleitungsregeln:

(5) Erste Konsequenzregel (Abschwichung der Vorbedingung)

01— 02 {pa} s {¥}
{e1} s {v}

(6) Zweite Konsequenzregel (Verstarkung der Nachbedingung)

Y1 — P2 {p} s {i}
{e1} s {2}

(7) Regel der Alternative

{onb} si {v} {pAnot(b)} ss {¢}
{¢} if b then s; else sy fi {to}

(8) Regel der while-Schleife
{IND} s {I}

{I} while b do s od {I Anot(b)}

(9) Regel der Komposition

{e} si{o} {o} s2{¥}
{90} 515 82 {¢}

Nun:
FH{¢} s {v} <= {p} s {¢} mittels (1) bis (9) herleitbar
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6.4.6 Satz

Gegeben seien @, € ASS und s € STAT. Gibt es ein [ € ASS mit den
folgenden Eigenschaften

(1) = I Anot(b) — ¢ (2) = {e} s1 {I} (3) = {IAb} 52 {I}

Dann gilt
- {¢} si;while bdo sy od {9}

6.4.9 Satz (Giiltigkeit der Axiome)
Die Axiome (1) bis (4) des Hoare-Kalkiils sind giiltig.

6.4.10 Satz (Konsequenzregeln erhalten Giiltigkeit)
Die Regeln (5) und (6) des Hoare-Kalkiils erhalten die Giiltigkeit.

6.4.11 Satz (Regeln der Alternative und der Komposition erhal-
ten Giiltigkeit)

Die Regeln (7) und (9) des Hoare-Kalkiils erhalten die Giiltigkeit.

6.4.12 Satz (While-Regel erhilt Giiltigkeit)
Die Regel (8) des Hoare-Kalkiils erhalt die Giiltigkeit.

6.4.13 Satz (Korrektheit des Hoare-Kalkiils)
Fir alle {¢} s {¢} € HF gilt:

= {e} s {0} = {e} s {¢}
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