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0 Differentialrechnung auf Untermannigfaltig-
keiten

0.1 Untermannigfaltigkeiten

Definition 0.1: Seien n, k ∈ N0, U ⊂ Rn offen und f : U → Rn+k eine
C∞-Funktion.

1. f heißt Immersion, falls Dfu : Rn → Rn+k für alle u ∈ U injektiv ist.

2. f heißt Einbettung , falls f Immersion ist und zusätzlich gilt: f ist
injektiv und f−1 ist stetig (d.h. f ist ein Homöomorphismus .)

Definition 0.2: Eine Teilmenge M ⊂ Rn+k heißt n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des Rn+k, falls zu jedem p ∈M eine offene Umgebung
V ⊂ Rn+k und eine Einbettung f : U →M ∩ V existiert mit U offen in Rn.

• In diesem Fall nennt man f eine Parametrisierung von M nahe p (bzw.
eine Parametrisierung von M ∩ V )

• M ∩ V heißt Koordinatenumgebung von p in M ; ist q ∈ M ∩ V ,
etwa q = f(u) mit u = (u1, . . . , un) ∈ U , so heißen (u1, . . . , un) die
Koordinaten von q bezüglich f .

0.2 Analytische Konzepte
Sei M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und M ∩ V 6= ∅
eine Koordinatenumgebung von p0 ∈M mit zugehöriger Parametrisierung

Rn
offen
⊃ U

f→ f(U) = M ∩ V ⊂ Rn+k

Sei u0 = f−1(p0).

Definitionen:

1. Wie für Flächen definieren wir den Tangentialraum

Tu0f = BildDfu0

Das Differential Dfu0 : Rn → Tu0 ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
(Später: Tu0f ist unabhängig von der Wahl von f)
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2. Sei h : M → Rm eine Abbildung. Wir sagen, h ist C∞ nahe p0, falls
h ◦ f : U → Rm nahe u0 das ist. (Auch unabhängig von f)

3. Für h wie in (2) definieren wir das Differential

dhp0 : Tu0 → Rm

so, dass h ◦ f in u0 der Kettenregel genügt:

D(h ◦ f)u0 = dhf(u0) ◦Dfu0

Wir müssen also definieren:

dhp0 = D(h ◦ f)u0 ◦Df−1
u0

(Wiederum: Von der Wahl von f unabhängig)

Zum Nachweis, dass (1), (2) und (3) unabhängig von der gewählten Parame-
trisierung sind, betrachte eine weitere Parametrisierung

Rn
offen
⊃ Ũ

f̃→ f̃(Ũ) = M ∩ Ṽ ⊂ Rn+k

Dabei sei Ṽ offen in Rn+k und f̃ eine Einbettung. Sei ũ0 = f̃−1(p0) ∈ Ũ . Die
Teilmengen

U0 = f−1(f(U) ∩ f̃(Ũ)) = f−1(V ∩ Ṽ )

Ũ0 = f̃−1(f(U) ∩ f̃(Ũ)) = f̃−1(V ∩ Ṽ )

sind beide offen, da f und f̃ stetig und V ∩ Ṽ im Rn+k offen sind und

ϕ = f−1 ◦ f̃ |Ũ0
: Ũ0 → U0

bijektiv ist. Wir werden beweisen:

(*) ϕ ist C∞-Diffeomorphismus.

Unter Verwendung von (*) folgt leicht, dass Tangentialraum, Differenzier-
barkeit und Differential gemäß (1), (2), (3) vom gewählten f unabhängig
sind:

Zu (1):

Tũ0 f̃ = BildDf̃ũ0 = Bild[D(f ◦ (f−1 ◦ f̃))ũ0 ]

= Bild(Dfu0 ◦Dϕũ0)

= BildDfu0 = Tu0f

Man schreibt daher auch meist Tp0M .
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Zu (2): Es sind äquivalent:

h ist C∞ nahe p0 bezüglich f
Def⇐⇒ h ◦ f |U0 : U0 → Rm ist C∞ nahe u0

(*)⇐⇒ (h ◦ f |U0) ◦ ϕ = h ◦ f̃ |Ũ0
: Ũ0 → Rm ist C∞ nahe ũ0

⇐⇒ h ist C∞ nahe p0 bezüglich f̃

Zu (3): Ableitung (Differential) von h in p0:

dhfp0 = D(h ◦ f)u0 ◦Df−1
u0

: Tp0M → Rm

Bemerkung: D steht für Ableitung der Abbildung auf einer offe-
nen Teilmenge eines Euklidischen Raumes, d für Ableitung von der
Abbildung auf Untermannigfaltigkeiten.

Es gilt zunächst:

Df̃ũ0 = D(f ◦ ϕ)ũ0 = Dfu0 ◦Dϕũ0

=⇒ Dϕũ0 ◦Df̃−1
ũ0

= Df−1
u0

Damit folgt:

dhf̃p0 = D(h ◦ f̃)ũ0 ◦Df̃−1
ũ0

= D((h ◦ f) ◦ ϕ)ũ0 ◦Df̃−1
ũ0

= D(h ◦ f)u0 ◦Dϕũ0 ◦Df̃−1
ũ0

= D(h ◦ f)u0 ◦Df−1
u0

= dhfp0

Beweis von (*): Es reicht zu zeigen, dass ϕ C∞ ist (dasselbe Argument
funktioniert dann auch für ϕ−1). Da f̃ C∞ ist, reicht es zu zeigen:

(**) f−1 : f(U) → U ⊂ Rn lässt sich um jedes f(û) ∈ f(U) herum lokal
fortsetzen zu einer C∞-Abbildung g : W → Rn+k mit f(û) ∈ W und W
offen in Rn+k.

Zum Nachweis von (**): Wähle eine lineare Abbildung ψ : Rn+k → Rn, so
dass ψ|Tp0M ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Dann ist Σ = ψ ◦ f : U → Rn
eine C∞-Abbildung mit Differential in û:

DΣû = ψ ◦Dfû : Rn → Rn

Mit dem Umkehrsatz folgt: Es gibt eine Umgebung Û ⊂ U0 ⊂ Rn von û mit
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1. V̂ = Σ(Û) ist offen in Rn

2. Σ : Û → V̂ ist C∞-Diffeomorphismus.

Dann ist Ŵ = ψ−1(V̂ ) ⊂ Rn+k offen. Für evtl. kleineres offenes W ⊂ Ŵ gilt
zusätzlich: f(Û) = W ∩ f(U) (da Û offen und f−1 stetig). Dann ist

g = Σ−1 ◦ ψ|W : W → Û ⊂ Rn

die gewünschte lokale C∞-Fortsetzung von f−1, denn sie ist C∞. Zusätzlich
gilt für beliebiges q̄ ∈ f(Û) = W ∩ f(U), etwa q̄ = f(ū) mit ū ∈ Û :

Σ(ū) = ψ ◦ f(ū) = ψ(q̄)

⇒ ū = Σ−1(ψ(q))

⇒ f−1(q̄) = ū = Σ−1(ψ(q̄)) = g(q̄)

Somit ist g Fortsetzung von f−1 nahe f(û) bzw. f−1 ist Einschränkung von g
nahe f(û).
Bemerkung: Ist h : M → Rm eine C∞-Abbildung, so ist

(h ◦ f) ◦ g : W → Rm

eine C∞-Abbildung und es gilt

(h ◦ f) ◦ g|M∩W = (h ◦ f) ◦ f−1|M∩W = h|M∩W

Somit ist (h ◦ f) ◦ g eine C∞-Fortsetzung von h auf eine offene Umgebung
von f(û). Damit sind äquivalent:

1. h : M → Rm ist eine C∞-Abbildung

2. h besitzt um jeden Punkt q ∈ M lokal eine C∞-Fortsetzung auf eine
offene Umgebung von q im Rn+k

Beobachtung: Auf einem „Raum“ M lässt sich Analysis betreiben, falls

1. M lokal homöomorph zum Rn ist vermittels lokaler Homöomorphismen

Rn ⊃ Uα
fα→ Vα ⊂M

2. Alle „Kartenwechsel“ f−1
α̃ ◦fα auf ihren Definitionsbereichen C∞-Abbildungen

sind.

Dies ergibt das Konzept abstrakter differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.
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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 1.1: Sei X eine Menge. Eine Teilmenge T der Potenzmenge
von X nennen wir eine Topologie auf X und bezeichnen die Elemente U ∈ T
als offene Mengen der Topologie, falls gilt:

1. ∅, X ∈ T

2. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offene Mengen.

3. Durchschnitte endlich vielen offenen Mengen sind offene Mengen.

Das Paar (X, T ) heißt dann topologischer Raum. Die Komplemente X \ U
offener Mengen U ∈ T nennt man abgeschlossene (Teil-)Mengen von X
(bezüglich T )

Bemerkung:

• Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener
Teilmengen sind wieder abgeschlossen.

• Wichtigste Beispielklasse: Metrische Räume (X, d): Offen sind die leere
Menge und beliebige Vereinigungen offener Bälle.

Definition 1.2: Sei (X, T ) ein topologischer Raum.

1. Eine Teilmenge W ⊂ X heißt Umgebung eines Punktes x ∈ X, falls
es eine offene Menge U ∈ T gibt mit x ∈ U ⊂ W .

2. X heißt Hausdorff-Raum, falls es zu jedem Paar von Punkten x 6= y ∈
X disjunkte offene Umgebungen gibt.

Bemerkung: In metrischen Räumen gilt für x 6= y, dass r = d(x, y) > 0
und nach Dreiecksungleichung sind Br/3(x), Br/3(y) disjunkte (sogar offe-
ne) Umgebungen von x bzw. y. Somit ist (X, d) als topologischer Raum
hausdorffsch.

Beispiel eines nicht hausdorffschen Raumes: Zum Rn bezeichne T0 die Menge
aller offenen Mengen, die die Null enthalten, T ′ die Menge aller sonstigen
offenen Teilmengen. Definiere auf

X̂ = (Rn \ {0})∪̇{A}∪̇{B}

5



mit neuen Elementen A,B die Topologie

T̂ = T ′ ∪ {(U \ {0}) ∪ {A} | U ∈ T0}
∪ {(U \ {0}) ∪ {B} | U ∈ T0}
∪ {(U \ {0}) ∪ {A,B} | U ∈ T0}

Diese Topologie ist nicht hausdorffsch, da A und B keine disjunkten Umge-
bungen enthalten.

Definition 1.3: Ein topologischer Hausdorffraum (M, T ) heißt eine n-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit , falls er lokal homöomorph zum
Rn ist, d.h. für jedes p ∈ M gibt es eine offene Umgebung M ′ ⊂ M und
einen Homöomorphismus x : M ′ → U auf eine offene Teilmenge U des Rn.
Jedes solche Paar (M ′, x) heißt eine Karte für M und M ′ die zugehörige
Kartenumgebung von p.

Bemerkungen:

• Stetigkeit von Abbildungen zwischen topologischen Räumen: Urbilder-
kriterium, d.h. Urbilder offener Mengen sind offen.

• Ist M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so wird
M topologischer Raum vermittels der Spurtopologie: offen in M sind
genau alle Teilmenge der Gestalt M ∩ V mit V offen in Rn+k. Da Rn+k

(als metrischer Raum) hausdorffsch ist, gilt dies auch für M mit der
Spurtopologie.
Ist p ∈M , so existiert eine Parametrisierung

f : U →M ∩ V = f(U) ⊂ Rn+k, U offen in Rn

für eine Koordinatenumgebung M ∩V von p mit V offen in Rn+k. Dann
ist

x = f−1 : M ∩ V → U

eine Karte für M . Also ist M eine n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit.

• Die Dimension n einer topologischer Mannigfaltigkeit ist eindeutig
bestimmt, sofern M zusammenhängend ist. Ansonsten gäbe es ein p ∈
M , das Umgebungen besitzt homöomorph zum Rn und zum Rm mit n 6=
m und damit (per Verknüpfung der Karten) einen Homöomorphismus
der Form

ψ : U → Ũ , U offen in Rn, Ũ offen in Rm

Solche ψ existieren nicht (überraschend aufwändiger Beweis aus der
Algebraischen Topologie: „Invarianz der Dimension“)
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Definition 1.4: Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
und r ∈ N ∪ {∞}.

1. Zwei Karten (M1, x1), (M2, x2) für M heißen verträglich, falls der
Kartenwechsel

x1 ◦ x−1
2 : x2(M1 ∩M2)→ x1(M1 ∩M2)

ein Cr-Diffeomorphismus ist.

2. Eine Familie von Karten A = (Mα, xα)α∈A heißt Cr-Atlas für M , falls
alle Karten untereinander paarweise Cr-verträglich sind und die Mα

ganz M überdecken.

Ist A′ ⊂ A und die Mα′ , α
′ ∈ A′ überdecken ebenfalls M , so heißt

(Mα′ , xα′)α′∈A′ ein Teilatlas von A.

3. Ein Atlas A = (Mα, xα)α∈A für M heißt maximal , falls jede Karte
(M ′, x′), die mit allen (Mα, xα) Cr-verträglich ist, schon zu A gehört.

Bemerkungen:

• Ist A maximaler Cr-Atlas für M und (Mα, xα) ∈ A, so enthält A auch
alle Einschränkungen von (Mα, xα) auf offene Teilmengen, d.h. alle
(Mα ∩M ′, xα|Mα∩M′

) für M ′ offen in M .

• Da die x−1
α : Uα → Mα stetig sind, sind die xα(M1 ∩M2) offen in Uα

und damit im Rn.

• Jeder Cr-Atlas A von M ist enthalten in einem eindeutig bestimmten
maximalen Cr-Atlas und zwar in

Â = {(M ′, x′) | (M ′, x′) ist Karte für M und mit jeder
Karte in A Cr-verträglich }

(Dass dann die (M ′, x′) untereinander auch Cr-verträglich sind, folgt
aus der Kettenregel). Zur Beschreibung eines maximalen Cr-Atlas reicht
es daher, einen beliebigen Teilatlas anzugeben.

• Ist M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so bilden die
Inversen von Parametrisierungen, d.h.

M ′ = M ∩ V x=f−1

−−−−→ U ⊂ Rn

7



nach Kapitel 0.2 einen C∞-Atlas für M : Nach Definition einer Unter-
mannigfaltigkeit überdecken alle Bilder von Parametrisierungen ganz
M . Für zwei Parametrisierungen f1, f2 bzw. Karten xi = f−1

i ist der
Kartenwechsel

x1 ◦ x−1
2 = f−1

1 ◦ f2

nach 0.2 (*) ein C∞-Diffeomorphismus. Dieser C∞-Atlas fürM ist sogar
maximal (Übung).

Definition 1.5: Sei r ∈ N∪{∞}. Eine n-dimensionale Cr-Mannigfaltigkeit
ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (M, T ) mit einem
maximalen Cr-Atlas A = (Mα, xα)α∈A, der einen abzählbaren Teilatlas
besitzt. Solch einen maximalen Atlas nennt man auch eine Cr-differenzierbare
Struktur auf (M, T ).

Beispiele:

• Ist (M, T ) kompakt und besitzt einen maximalen Cr-Atlas (Mα, xα)α∈A,
so gibt es zur offenen Überdeckung (Mα)α∈A von (M, T )eine endliche
Teilüberdeckung und damit sogar einen endlichen Teilatlas.

• Ist M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so besitzt der
(maximale) C∞-Atlas

A =
{
x = f−1

∣∣ f Parametrisierung fürM
}

einen abzählbaren Teilatlas: Jedes p ∈M liegt in einer Koordinatenum-
gebung M ′ = M ∩ V = Bild(f) mit V offen in Rn+k. Es gibt einen
Ball

V ′ = Br(x), x ∈ Qn+k, r ∈ Q+

mit p ∈ V ′ ⊂ V . Dann ist auch

f = f−1 : (V ′)→M ∩ V ′

eine Parametrisierung nahe p und M wird von abzählbar vielen solchen
Koordinatenumgebungen M ∩ V ′ überdeckt. Die zugehörigen Umkehr-
abbildungen liefern einen abzählbaren C∞-Atlas für M , bzw. Teilatlas
für A. Somit ist jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit auch eine
C∞-Mannigfaltigkeit im Sinne der Definition 1.5
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2 Differenzierbare Abbildungen
Sei im Folgenden M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit
fest gewähltem C∞-Atlas A = (Mα, xα)α∈A (ohne Einschränkung maximal),
der einen abzählbaren Teilatlas enthält, d.h. M sei eine C∞-differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Beispiel: M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit

A =
{
xα = f−1

α

∣∣ fα Param. einer Koordinatenumgebung Mα ⊂M
}

Offene Teilmengen M ′ ⊂ M sind ebenfalls C∞-Mannigfaltigkeiten mit der
Spurtopologie und dem Atlas

A = (Mα ∩M ′, xα|Mα∩M′
)α∈A

Für den Rn wählen wir stets den eindeutig bestimmten maximalen C∞-Atlas,
der (Rn, idRn) enthält. Dieser Atlas besteht aus allen C∞-Diffeomorphismen
x′ : M ′ → U mit M ′, U offen in Rn.
Definition 2.1: Sei f : M → N eine Abbildung zwischen C∞-
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit C∞-Atlanten (Mα, xα)α∈A und
(Nβ, yβ)β∈B. Wir nennen f C∞-differenzierbar , falls es für jedes p ∈ M
Karten (Mα, xα) für M um p und (Nβ, yβ) für N um f(p) gibt, so dass gilt

1. f(Mα) ⊂ Nβ

2. yβ ◦ f ◦ x−1
α : xα(Mα) → yβ(Nβ) ist eine C∞-Abbildung (zwischen

offenen Euklidischen Räumen).

Bemerkungen:

• Insbesondere ist jeweils f |Mα stetig und damit f stetig (zwischen M
und N als topologischen Hausdorff-Räumen).

• Die Differenzierbarkeit von f hängt nicht von der Wahl der Karten in
Definition 2.1 ab.

• Ist f : M → N eine differenzierbare Abbildung zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten M und N , so ist auch jede Einschränkung
f |M ′ : M ′ → N auf eine offene Teilmenge M ′ ⊂M differenzierbar.

• id : M →M ist immer differenzierbar.

• f : Rn → Rm ist differenzierbar als Abbildung zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten genau dann, wenn f im gewöhnlichen Sinne eine
C∞-Abbildung ist.
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Lemma 2.2: Sind f : M → N und g : N → O differenzierbare Abbildungen,
so ist auch g ◦ f : M → O differenzierbar.

Beweis: Nachrechnen.
Definition 2.3: Eine Abbildung f : M → N zwischen C∞-
Mannigfaltigkeiten heißt ein C∞-Diffeomorphismus , falls gilt:

1. f ist bijektiv

2. f ist differenzierbar im Sinne der Definition 2.1

3. f−1 ist differenzierbar

Existiert ein solcher Diffeomorphismus, so heißen M,N diffeomorph.

Bemerkungen:

1. Jede Karte x : M ′ → U ⊂ Rn des gegebenen C∞-Atlas für M ist ein
C∞-Diffeomorphismus.

2. idM ist ein Diffeomorphismus.

3. Ist f ein Diffeomorphismus, so auch f−1.

4. Sind M f−→ N
g−→ O zwei Diffeomorphismen, so auch g ◦ f .

5. Nach (2), (3), (4) ist Diffeomorphie eine Äquivalenzrelation auf der
Menge aller differenzierbaren Mannigfaltigkeiten.

6. Auf dem selben M kann es zwei nicht miteinander verträgliche C∞-
Atlanten geben, die trotzdem zueinander diffeomorph sind. Beispiel in
der Übung.

7. Es kann auf einer topologischen Mannigfaltigkeit unterschiedliche C∞-
Atlanten geben, die nicht zueinander diffeomorph sind. Berühmte Bei-
spiele (Fields-Medaillen-würdig):

• Auf S7 ⊂ R8 gibt es bis auf Diffeomorphie genau 28 unterschied-
liche differenzierbare Strukturen (die gewöhnliche der S7 als Un-
termannigfaltigkeit sowie 27 weitere „exotische Sphären“) (John
Milnor)

• Auf Rn, n 6= 4 sind alle differenzierbaren Strukturen zueinander
diffeomorph; auf R4 gibt es unendlich viele paarweise nicht diffeo-
morphe C∞-Atlanten (Michael Freedman)
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8. Jede 1-dimensionale zusammenhängende differenzierbare Mannigfaltig-
keit ist diffeomorph zum R oder zur S1 ⊂ R2.

Beispiel: (−1,+1) mit der von R induzierten differenzierbaren Struk-
tur, d.h. idR|(−1,+1) und allen Karten, die mit id C∞-verträglich sind.
Diffeomorphismus zum R:

ψ : (−1,+1)→ R, t 7→ tan
(π

2
· t
)

3 Tangentialräume

3.1 Geometrische Tangentialräume
Wir wollen die Begriffe des Tangentialraumes und des Differentials auf ab-
strakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Definition: Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
und p ∈M . Auf{

c : I
C∞−−→M

∣∣∣ I offenes Intervall um 0, c(0) = p
}

(c heißt Kurve in M ab p) definiere die Äquivalenzrelation

c1 ∼ c2 ⇐⇒ Es existiert eine Karte (M ′, x) um p, so dass
(x ◦ c1)′(0) = (x ◦ c2)′(0)

(Man rechnet leicht nach, dass das dann für jede andere Karte auch gilt.)

Definition 3.1: Jede Äquivalenzklasse [c] heißt ein Tangentialvektor an
M in p. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir mit
T̃pM und nennen (geometrischer) Tangentialraum an M in p.

Definition 3.2: Ist f : M → N eine differenzierbare Abbildung und p ∈M ,
so definiert man das Differential von f in p als die Abbildung

dfp : T̃pM → T̃f(p)N, [c] 7→ [f ◦ c]

Bemerkungen:

1. dfp ist wohldefiniert, d.h. unabhängig vom gewählten Rerpäsentanten c
der Äquivalenzklasse [c]. Beweis durch Nachrechnen.
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2. Für jede Karte x : M ′ → U ⊂ Rn und p ist die Abbildung

ϕx,p : T̃pM → Rn, [c] 7→ (x ◦ c)′(0)

wohldefiniert (nach Definition der Äquivalenzrelation auf Kurven ab
p) und injektiv (gleicher Grund), außerdem surjektiv (zu gegebenem
v ∈ Rn betrachte die Kurve c(t) = x−1(x(p) + tv)). Somit ist ϕ bi-
jektiv und es gibt genau eine Vektorraumstruktur auf T̃pM , so dass
ϕ ein Vektorraum-Isomorphismus wird. Jede andere Karte x̃ liefert
dieselbe Vektorraumstruktur auf T̃pM , denn sie induziert eine bijektive
Abbildung ϕ̃ : T̃pM → Rn mit

ϕ̃([c]) = (x̃ ◦ c)′(0)

= D(x̃ ◦ x−1)x(p)(x ◦ c)′(0)

= D(x̃ ◦ x−1)x(p)ϕ([c])

d.h. ϕ̃ ist ein Vektorraum-Isomorphismus bezüglich obiger, mittels
ϕ definierter Vektorraumstruktur auf T̃pM , also definiert ϕ̃ dieselbe
Vektorraumstruktur auf T̃pM wie ϕ.

3. Mit diesen (unhandlichen) Vektorraumstrukturen werden Differentiale
lineare Abbildungen: Sei (N ′, y) Karte für N um f(p), ferner

ψ : T̃f(p)N → RdimN , [γ] 7→ (y ◦ γ)′(0)

die induzierte bijektive Abbildung und T̃f(p)N mit der davon induzierten
Vektorraumstruktur versehen. Dann gilt für [c] ∈ T̃pM :

ψ ◦ dfp[c] = ψ[f ◦ c] = (y ◦ f ◦ c)′(0)

= ((y ◦ f ◦ x−1) ◦ (x ◦ c))′(0)

= D(y ◦ f ◦ x−1)x(p) ◦ ϕ([c])

Somit ist
dfp = ψ−1 ◦D(y ◦ f ◦ x−1)x(p) ◦ ϕ

eine lineare Abbildung bezüglich der Vektorraumstrukturen auf geome-
trischen Tangentialräumen gemäß Bemerkung (2).

4. Speziell für n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M ⊂ Rn+k: Sei

f : U →M ∩ V, U offen in Rn

12



eine Parametrisierung, x = f−1 die zugehörige Karte und u = x(p). Für
differenzierbare Kurven c, c̃ ab p sind äquivalent:

[c] = [c̃]

⇐⇒ (x ◦ c)′(0) = (x ◦ c̃)′(0)
Dfu injektiv⇐⇒ Dfu(x ◦ c)′(0) = Dfu(x ◦ c̃)′(0)

⇐⇒ c′(0) = c̃′(0)

Man kann also T̃pM einen Untervektorraum TpM ≤ Rn+k zuordnen. Die
Abbildung [c] 7→ c′(0) ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Dies liefert die
gewünschte Identifikation der beiden Konzepte der Tangentialvektoren.

Im Spezialfall k = 0 ist Dfu : Rn → Rn+0 aus Dimensionsgründen ein
Isomorphismus für jedes u ∈ U . Somit gilt: TpM ist ein n-dimensionaler
Unterraum des Rn+0, also TpM = Rn und wir erhalten den Vektorraum-
Isomorphismus

T̃pM → Rn, [c] 7→ c′(0)

(Tangentialräume an offene Teilmengen eines Rn sind kanonisch iso-
morph zum Rn).

3.2 Algebraische Tangentialräume

Da die Vektorraumstruktur auf T̃pM (wie in Bem. 2) unhandlich ist, führt
man ein algebraisches Konzept für Tangentialräume ein:

Definition: Setze

C∞(M) = {h : M → R | h ist C∞-differenzierbar }

Jedes [c] ∈ T̃pM definiert eine „Richtungsableitung“ auf C∞(M):

∂[c] : C
∞(M)→ R, h 7→ (h ◦ c)′(0)

(unabhängig vom Repräsentanten).

Bemerkungen:

• ∂[c] ist linear

• ∂[c] erfüllt die Produktregel, d.h.

∂[c](h · h̃) = (∂[c]h) · h̃(p) + h(p) · (∂[c]h̃)

13



Wir werden zeigen: die Abbildung

T̃pM →
{
δ : C∞(M)

linear−−−→ R
∣∣∣ δ Derivation in p

}
[c] 7→ ∂[c]

ist bijektiv und der Bildraum ein R-Vektorraum. Dies liefert die gesuchte
Vektorraumstruktur auf dem Tangentialraum in p ohne Verwendung von
Karten. Wir werden den algebraischen Tangentialraum als Bildraum der
Abbildung definieren.

Definition 3.3: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p ∈ M .
Zwei C∞-Funktionen hi : Mi → R, i = 1, 2, auf offenen Umgebungen von p
definiert, heißen äquivalent, falls auf einer genügend kleinen Umgebung von
p gilt h1 = h2. Es bezeichne C∞(M, p) den Raum der Äquivalenzklassen von
nahe p definierten C∞-Funktionen. Jedes Element [h] ∈ C∞(M, p) heißt ein
(C∞) Funktionskeim in p.

Bemerkung: C∞(M, p) ist eine R-Algebra, d.h.

• Ein R-Vektorraum mit den Verknüpfungen

λ ◦ [h] = [λ ◦ h], λ ∈ R
[h] + [h̃] = [h+ h̃]

Dabei ist h+ h̃ auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche definiert.

• Ein kommutativer Ring (mit Eins) mit obiger Addition und der Multi-
plikation

[h] · [h̃] = [h · h̃]

Dabei ist Eins die Äquivalenzklasse der konstanten Eins-Funktion.

• Die obige Multiplikation ist R-bilinear (bezüglich Vektorraum-Struktur)

Definition 3.4: Eine Derivation auf C∞(M, p) ist eine R-lineare Abbildung

δ : C∞(M, p)→ R,

welche zusätzlich die Produktregel erfüllt, d.h. für alle [h], [h̃] ∈ C∞(M, p)
gilt

δ([h · h̃]) = δ([h] · [h̃]) = δ([h]) · h̃(p) + h(p) · δ([h̃])

Es bezeichne D(M, p) die Menge aller Derivationen auf C∞(M, p) (Deriva-
tionen in p).
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Bemerkung: D(M, p) ist ein R-Vektorraum bezüglich der Verknüpfungen

(δ + δ̃)([h]) = δ([h]) + δ̃([h])

(λ · δ)([h]) = λ · δ([h])

für δ, δ̃ ∈ D(M, p) und h ∈ C∞(M, p).

Beispiel: Derivationen auf C∞(M, p) sind alle Richtungsableitungen ∂[c]

längs Tangentialvektoren [c] ∈ T̃pM , d.h.

∂[c] : C
∞(M, p)→ R, [h] 7→ (h ◦ c)′(0)

In der Tat sind die ∂[c] die einzigen Derivationen in p, siehe unten.

Für konkrete Berechnungen verwendet man Richtungsableitungen längs Ko-
ordinatenlinien: Sei

x : M ′ → U, M ′ offen in M , U offen in Rn

eine Karte um p und
ci(t) = x−1(x(p) + tei)

die i-te Koordinatenlinie (bezüglich x) durch p. Diese liefert die Derivation

∂[ci] : C∞(M, p)→ R

∂[ci]([h]) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h ◦ ci)(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h ◦ x−1)(x(p) + tei)

=
∂(h ◦ x−1)

∂xi
(x(p))

Definition 3.5: Ist x : M ′ → U ⊂ Rn (mit M ′ ⊂M) eine Karte um p, so
definiert man für i = 1, . . . , n = dimM die Derivation

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: C∞(M, p)→ R

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

([h]) =
∂(h ◦ x−1)

∂xi
(x(p))

Satz 3.6: Die ∂
∂xi
|p bilden eine Basis des R-Vektorraums D(M, p) aller

Derivationen in p.

Beweis:
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• Lineare Unabhängigkeit: Seien α1, . . . , αn ∈ R mit
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= 0 ∈ D(M, p) (*)

Wir schreiben die Karte x = (x1, . . . , xn) : M ′ → U ⊂ R mit Koordina-
tenfunktionen xi : M ′ → R und definieren die Projektionen

pri = xi ◦ x−1 : U → R

Es folgt allgemein:

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

([xj]) =
∂(xj ◦ x−1)

∂xi
(x(p)) =

∂ prj
∂xi

(x(p)) =

{
1, i = j

0, i 6= j
(**)

Aus (*) folgt:

0 =

(
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
([xj]) = αj für j = 1, . . . , n

• Erzeugendensystem: Sei δ ∈ D(M, p). Behauptung: für geeignete αi ist

δ =
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

notwendigerweise von der Form

αj
(∗∗)
=

(
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
([xj]) = δ([xj])

Setze also

δ∗ = δ −
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

mit αi = δ([xi]). Für die konstante 1-Funktion gilt:

δ∗([1]) = δ∗([1] · [1]) = 1 · δ∗([1]) + δ∗([1]) · 1
=⇒ 0 = δ∗([1]) = δ∗([c])

für jede konstante Funktion c auf M . Für j = 1, . . . , n folgt:

δ∗([xj − xj(p)]) = δ∗([xj])

= δ([xj])−

(
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
[xj] = 0 (***)
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Wir werden zeigen, dass jeder Funktionskeim ϕ ∈ C∞(M, p) geschrieben
werden kann in der Form

ϕ = ϕ(p) +
n∑
i=1

(xi − xi(p)) · ψi (?)

mit geeigneten ψi ∈ C∞(M, p). Daraus folgt:

δ∗(ϕ) = δ∗[ϕ(p)] +
n∑
i=1

δ∗([(xi − xi(p)) · ψi])

= 0 +
n∑
i=1

{δ∗([xi − xi(p)]) · ψi(p) + (xi(p)− xi(p)) · δ∗(ψi)}

(∗∗∗)
= 0

Somit gilt δ∗ = 0 bzw.

δ =
n∑
i=1

δ([xi]) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

Somit ist D(M, p) ein n-dimensionaler Raum mit Basis
(

∂
∂xi
|p
)n
i=1

. �

Die Darstellung (?) ist nach Übergang zu ϕ̃ = ϕ ◦ x−1 ∈ C∞(Rn, u0) mit
u0 = x(p) äquivalent zum folgenden Lemma:

Lemma 3.7: Sei u0 ∈ Rn und ϕ̃ ∈ C∞(Bε(u
0)) mit ε > 0. Dann existieren

Funktionskeime ψ̃i ∈ C∞(Bε(u
0)) für i = 1, .., n, so dass für alle u ∈ Bε(u

0)
gilt:

ϕ̃(u) = ϕ̃(u0) +
n∑
i=1

(ui − u0
i ) · ψ̃i(u)

wobei ui = pri(u) = (xi ◦ x−1)(u).

Beweis: Sei u ∈ Bε(u
0). Setze

g : [0, 1]
C∞−−→ R, g(t) = ϕ̃((1− t)u0 + tu)

Dann gilt:

ϕ̃(u)− ϕ̃(u0) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂ϕ̃

∂ui
((1− t)u0 + tu) · (ui − u0

i )dt
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Die behauptete Identität ergibt sich also mit den Funktionen

ψ̃i(u) =

∫ 1

0

∂ϕ̃

∂ui
((1− t)u0 + tu)dt

Nach dem Differentiationssatz für parameter-abhängige Integrale ist ψ̃i eine
C∞-Funktion, da der Integrand und seine partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung nach den uj’s jeweils stetige Funktionen von (t, u) sind. �

Bemerkungen:

1. Es gilt ψ̃i(u0) = ∂ϕ̃
∂ui

(u0).

2. Wäre ϕ̃ ∈ Cr(Bε(u
0)), r ∈ N, so erhielte man ψ̃i ∈ Cr−1(Bε(u

0)). Des-
halb scheitert für Cr-Funktionskeime bzw. Derivationen der Beweis des
Satzes 3.6: Die lineare Unabhängigkeit funktioniert, aber kein Erzeu-
gendensystem! In der Tat gilt:

dimR {δ : Cr(M, p)→ R | δ Derivation } =


0, r = 0

∞, r ∈ N
n, r =∞

Definition/Korollar 3.8: Wir bezeichnen TpM = D(M, p) als den
algebraischen Tangentialraum von M in p. Die Abbildung

δ : T̃pM → TpM, [c] 7→ ∂[c]

ist ein Vektorraum-Isomorphismus

Beweis: Die Vektorraum-Struktur auf T̃pM war so definiert, dass für jede
Karte x : M ′ → U ⊂ Rn um p gilt:

ϕ = ϕx,p : T̃pM → Rn, [c] 7→ (x ◦ c)′(0)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Für jedes h ∈ C∞(M, p)1 und jedes
[c] ∈ T̃pM gilt:

∂[c] =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h ◦ c)(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h ◦ x−1 ◦ x ◦ c)(t)

= (D(h ◦ x−1)x(p) ◦ ϕ)([c])

1Bei Funktionskeimen lassen wir im Folgenden die Klammern häufig weg.
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Aus dieser Darstellung folgt wie gewünscht: ∂ ist linear zwischen n-dimensionalen
R-Vektorräumen. Es reicht also zu zeigen, dass ∂ surjektiv ist. Betrachte die
geometrischen Tangentialvektoren

[ci] ∈ T̃pM, ci(t) = x−1(x(p) + tei)

Es gilt: ∂[ci] = ∂
∂xi
|p, also liegt die Basis

(
∂
∂xi
|p
)n
i=1

in Bild(∂) und ∂ ist
surjektiv, wie behauptet. �

3.3 Differential
Definition 3.9: Ist f : M → N eine differenzierbare Abbildung (zwischen
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten) und p ∈ M , so definiert man das
Differential

dfp : TpM → Tf(p)N

durch
(dfp(δ))(h) = δ(h ◦ f)

für δ ∈ TpM, h ∈ C∞(N, f(p)).

Bemerkungen:

• Offenbar ist dfp(δ) eine Derivation auf N im Punkt f(p), da δ linear ist.
Weiter erfüllt dfp(δ) die Produktregel und ist linear.

• Die beiden Konzepte für Differentiale (zwischen geometrischen bzw.
algebraischen Tangentialräumen) sind bei der Identifikation von geo-
metrischen und algebraischen Tangentialvektoren mittels ∂ zueinander
äquivalent, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.10: Das folgende Diagramm ist kommutativ:

T̃pM
d̃fp−−−→ T̃f(p)N

∂M

y' '
y∂N

TpM
dfp−−−→ Tf(p)N

Beweis: Für [c] ∈ T̃pM ist zu zeigen:

(∂N ◦ d̃fp)[c] = (dfp ◦ ∂M)[c] ∈ D(N, f(p))
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Dies überprüfen wir durch Anwendung auf einen beliebigen Funktionskeim
h ∈ C∞(N, f(p)):

{(∂N ◦ d̃fp)[c]}(h) = {∂N([f ◦ c])}(h)

= ∂[f◦c] =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h ◦ f ◦ c)(t)

= ∂[c](h ◦ f)
Def. 3.9

= (dfp ◦ ∂[c])(h)

= {(dfp ◦ ∂M)([c])}(h)

Bemerkung: Wegen 3.8 und 3.10 werden wir oft nicht zwischen geometri-
schen und algebraischen Tangentialvektoren bzw. Differentialen unterscheiden,
d.h. je nach Fragestellung werden Tangentialvektoren mal als eine Kurve, mal
als eine Derivation (auf Funktionskeimen) angesehen.
Beispiel: Ist x : M ′ → U ⊂ Rm mit M ′ ⊂M eine Karte um p, so ist[

dfp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)]
(h̃) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(h̃ ◦ f) =
∂(h̃ ◦ f ◦ x−1)

∂xi
(x(p))

Lemma 3.11: Sei f : M → N differenzierbar, p ∈M und Karten x : M ′ →
U ⊂ Rm um p bzw. y : N ′ → V ⊂ Rn um f(p) mit f(M ′) ⊂ N ′ gegeben.
Dann ist die Jacobimatrix D(y ◦ f ◦x−1)x(p) ∈ Rn×m die darstellende Matrix
für dfp : TpM → Tf(p)N bezüglich der Basen(

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)m

i=1

und

(
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

)n

j=1

d.h. in der eindeutigen Darstellung

dfp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

n∑
k=1

αki
∂

∂yk

∣∣∣∣
f(p)

gilt

αki =
∂(yk ◦ f ◦ x−1)

∂xi
(x(p)), k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m

Beweis: Es gilt

αli =
n∑
k=1

αki

(
∂

∂yk

∣∣∣∣
f(p)

)
(yl) =

(
dfp

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(yl)

=
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(yl ◦ f) =
∂(yl ◦ f ◦ x−1)

∂xi
(x(p))
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Lemma 3.12:

1. Für id : M →M und p ∈M ist didp = idTpM .

2. Sind f : M → N und g : N → O differenzierbar und p ∈M , so gilt

d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp

3. Ist f : M → N ein Diffeomorphismus, so ist jedes Differential
dfp : TpM → Tf(p)N ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis:

1. Sei v ∈ TpM , dann gilt für alle h ∈ C∞(M, p):

(didp)(v)(h) = v(h ◦ id) = v(h)

=⇒ (didp)(v) = v für alle v ∈ TpM
=⇒ didp = idTpM

2. Für ϕ ∈ C∞(O, g(f(p))) und v ∈ TpM gilt:

(dgf(p) ◦ dfp)(v)(ϕ) = dgf(p)(dfp(v))(ϕ) = dfp(v)(ϕ ◦ g)

= v(ϕ ◦ (g ◦ f)) = d(g ◦ f)p(v)(ϕ)

3. Mit der differenzierbaren Umkehrabbildung f−1 : N →M laut (1) und
(2) gilt:

idTf(p)N = d(idN)f(p) = d(f ◦ f−1)f(p) = dfp ◦ (df−1)f(p)

Genauso gilt
idTpM = d(f−1)f(p) ◦ dfp

Also sind dfp und d(f−1)f(p) zueinander inverse Isomorphismen.

Bemerkungen:

• Ist umgekehrt dfp : TpM → Tf(p)N ein Vektorraum-Isomorphismus, so
ist nach 3.11 die darstellende Matrix D(y ◦ f ◦ x−1)x(p) invertierbar. Mit
dem Umkehrsatz folgt: y ◦ f ◦ x−1 ist ein Diffeomorphismus nahe x(p).
Da x und y Diffeomorphismen sind, folgt: f ist ein Diffeomorphismus
nahe p.
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• Ist U ⊂ Rn offen und f : U → Rm eine unendlich oft stetig partiell
differenzierbare Abbildung, so können wir TuU für u ∈ U identifizie-
ren mit Rn (ebenso Tf(u)Rm mit dem Rm) und dfu : TuU → Tf(u)Rm
identifizieren mit der Jacobimatrix Dfu : Rn → Rm vermittels des
Vektorraum-Isomorphismus

Rn → TuU, ei 7→
∂

∂xi

∣∣∣∣
u

Für differenzierbares f : U → Rm ist somit das folgende Diagramm
kommutativ:

TuU
dfu−−−→ Tf(u)Rm

'
x x'
Rn Dfu−−−→ Rm

Also sind bei Identifikation von TuU bzw. Tf(u)Rm mit den umgebenden
Vektorräumen dfu und Dfu „gleich“.

4 Vektorfelder

Definition 4.1: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1. Die disjunkte Vereinigung aller Tangentialräume TpM mit p ∈M heißt
das Tangentialbündel TM von M

2. Die kanonische Projektion π : TM →M ist gegeben durch π(v) = p,
falls v ∈ TpM ⊂ TM .

3. Eine Abbildung X : M → TM heißt ein Vektorfeld auf M , falls für
alle p ∈M gilt: X(p) ∈ TpM (mit anderen Worten π ◦X = idM)

Bemerkungen:

1. Ist X : M → TM ein Vektorfeld und (M ′, x) eine Karte (des fest
gewählten maximalen differenzierbaren Atlas), so ist für jedes q ∈M ′

eine Basis von TqM gegeben durch
(

∂
∂xi
|q
)n
i=1

. Dies ergibt die eindeutige
Darstellung

X(q) =
n∑
i=1

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

, αi : M
′ → R, i = 1, . . . , n

Dabei gilt αi(q) = X(q)([xi]). Die αi’s werden benutzt, um Stetigkeit
und Differenzierbarkeit von X zu definieren.
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2. Ist (M ′, x) eine Karte für M und

TM |M ′ = π−1(M ′) =

{
n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

∣∣∣∣∣ p ∈M ′, α1, . . . , αn ∈ Rn
}

so ist die Abbildung

x̂ : TM |M ′ → x(M ′)× Rn ⊂ R2n

n∑
i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

7→ (x(p), α1, . . . , αn)

bijektiv. Man kann nun zeigen:

• Es gibt genau eine Topologie auf TM , so dass alle TM |M ′ offen und
alle x̂ Homöomorphismen sind. Diese Topologie ist Hausdorffsch.

• Alle (TM |M ′ , x̂) bilden einen C∞-Atlas für TM mit abzählbarem
Teilatlas.

Daraus folgt: TM ist eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit.

Definition 4.2: Ein Vektorfeld X : M → TM heißt differenzierbar bzw.
stetig , falls um jeden Punkt p ∈M eine Karte (M ′, x) existiert, so dass die
Koeffizientenfunktionen αi der Darstellung

X(q) =
n∑
i=1

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

, q ∈M ′

C∞-differenzierbar bzw. stetig sind.

Bemerkung: Die Koeffizientenfunktionen sind dann automatisch für jede
Karte differenzierbar bzw. stetig. (Hinweis: Berechne X(q)([x̃i])).

4.1 Derivationen
Wir betrachten hier einen zweiten Zugang zu den differenzierbaren Vektorfel-
dern. Zuerst einige technische Lemmata:

Lemma 4.3: Sei u0 ∈ Rn und 0 < r < R. Dann existiert eine Funktion
ψ ∈ C∞(Rn), so dass gilt:

• 0 ≤ ψ ≤ 1
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• ψ(u) ≡ 1 für alle u ∈ Br(u0)

• ψ(u) ≡ 0 für alle u ∈ Rn \BR(u0)

Beweisidee: Definiere ϕ : R→ [0,∞) durch

ϕ(t) =


0, t ≤ r

e−
1
t−r · e−

1
R−t , t ∈ (r, R)

0, t ≥ R

Diese Funktion ist C∞. Definiere nun

c =

∫
R
ϕ(t)dt

und setze

ϕ̃(t) = 1−
∫ t

0

ϕ(s)

c
ds

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung ist dies wieder eine C∞-Funktion.
Setze

ψ(u) = ϕ̃(‖u− u0‖)

Korollar 4.4: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p0 ∈ M
und W eine offene Umgebung von p0. Dann existiert eine abgeschlossene
Umgebung A von p0 und eine C∞-Funktion ϕ : M → R mit

• 0 ≤ ϕ ≤ 1

• ϕ|A ≡ 1

• ϕ|M\W ≡ 0

Beweis: Wähle eine Karte x : M ′ → U ⊂ Rn (mit M ′ ⊂ W ) um p0. Sei
u0 = x(p0) und 0 < r < R < ε, so dass Bε(u0) ⊂ U . Wähle eine Funktion
ψ ∈ C∞(Rn) wie in 4.3, dann ist

ϕ : M → R, ϕ(q) =

{
ψ(x(q)), q ∈M ′

0, q ∈M ′′ = M \ x−1(BR(u0))

wohldefiniert: Ist q ∈ M ′ ∩M ′′, so ist ‖x(q)− u0‖ > R, also ψ(x(q)) = 0.
Weiter ist diese Funktion C∞ aufM ′ und aufM ′′, also auch aufM = M ′∪M ′′.
Offenbar gilt 4.4 mit A = x−1(Br(u0)).
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Bemerkung: Dieses A ist sogar eine kompakte Umgebung von p0.

Korollar 4.5: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p0 ∈M ,
dann gilt:

1. Jeder Funktionskeim in C∞(M, p0) besitzt einen Repräsentanten h ∈
C∞(M).

2. Es gibt eine Karte (M ′, x) um p0, so dass alle xi : M ′ → R zu C∞-
Funktionen auf ganz M fortsetzbar sind.

Beweis:

1. Sei W̃ offene Umgebung von p0 in M und h̃ ∈ C∞(W̃ ). Wähle offene
Umgebung W von p0 mit W ⊂ W̃ .2 Sei eine Umgebung A = A ⊂ W
um p0 und eine C∞-Funktion ϕ : M → R wie in Korollar 4.4. Setze

h : M → R, h(g) =

{
h̃ · ϕ(q), q ∈ W̃
0, q ∈M \W

Analog zu 4.4 gilt: h ist wohldefiniert und C∞ auf ganz M . Da ϕ
nahe p0 konstant gleich 1 ist, gehören h̃ und h ∈ C∞(M) zum selben
Funktionskeim.

2. Wähle eine Karte (W̃ , x̃) um p0. Konstruiere A = A ⊂ W ⊂ W ⊂ W̃
und ϕ ∈ C∞(M) wie in (1). Für jede offene Umgebung M ′ ⊂ A von p0

gilt dann:

• (M ′, x̃|M ′) ist eine Karte um p0.

• Die Funktionen

x̂i : M → R, x̂i(q) =

{
x̃i(q) · ϕ(q), q ∈ W̃
0, q ∈M \W

sind C∞-Fortsetzungen der Komponentenfunktionen xi = x̃i|M ′ . �

Definition 4.6: Für jedes differenzierbare Vektorfeld X : M → TM und
jede Funktion h ∈ C∞(M) definiert man die Richtungsableitung von h längs
X durch

X(h) : M → R, X(h)(q) = X(q)([h])

Bemerkungen:
2Dabei ist W definiert als Schnitt aller abgeschlossenen B ⊃W .
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• In jeder Karte (M ′, x) schreibt sich

X(q) =
n∑
i=1

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

mit αi ∈ C∞(M); daher ist

q 7→ X(h)(q) = X(q)([h]) =
n∑
i=1

αi(q)
∂(h ◦ x−1)

∂xi
(x(q))

jeweils eine C∞-Funktion auf M (zur Überprüfung verknüpfe mit x−1).

• Die von X induzierte Abbildung

C∞(M)→ C∞(M), h 7→ X(h)

ist R-linear und erfüllt die Produktregel:

X(h · h̃)(q) = X(h)(q) ◦ h̃(q) + h(q) ·X(h̃)(q)

Definition 4.7: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

• Wir bezeichnen den R-Vektorraum aller differenzierbaren Vektorfelder
X : M → TM als VM .

• Eine Abbildung δ : C∞(M)→ C∞(M) heißt eine Derivation auf M ,
falls sie R-linear ist und die Produktregel erfüllt:

∀h, h̃ ∈ C∞(M) : δ(h · h̃) = δ(h) · h̃+ h · δ(h̃)

Sei DM der Vektorraum aller Derivationen auf M .

Bemerkung: Nach obiger Bemerkung (2) induziert jedes C∞-Vektorfeld
X ∈ VM eine Derivation X(·) : C∞(M)→ C∞(M).

Satz 4.8: Die Abbildung

VM → DM, X 7→ X(·)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus

Beweis:

0. Die Linearität ist trivial.
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1. Definiere eine Abbildung DM → VM, δ 7→ Xδ wie folgt: Für p ∈ M
wird Xδ(p) definiert durch

Xδ(p)([h]) = δ(h)(p)

wobei h als Repräsentant des Funktionskeims in C∞(M) gewählt wird
(siehe 4.5). Es ist nachzuweisen:

(a) Wohldefiniertheit. Seien h, h̃ ∈ C∞(M) zwei Repräsentanten des-
selben Funktionskeims, etwa mit h − h̃|W ≡ 0 für eine offene
Umgebung W von p. Wähle ein ϕ ∈ C∞(M) mit ϕ(p) = 1 und
ϕ|M\W ≡ 0. Dann gilt:

0 = δ((h− h̃) · ϕ)(p)

= δ(h− h̃)(p) · ϕ(p) + (h− h̃)(p) · δ(ϕ)(p)

= (δ(h)− δ(h̃))(p) = δ(h)(p)− δ(h̃)(p)

Also ist Xδ(p) eine wohldefiniertes Element von D(M, p), d.h. wir
erhalten eine Abbildung Xδ : M → TM mit π ◦Xδ = idM , d.h. ein
Vektorfeld auf M .

(b) Differenzierbarkeit von Xδ. Sei p ∈ M . Sei (M ′, x) mit x =
(x1, . . . , xn) eine Karte um p mit der Eigenschaft: Alle xi lassen
sich zu C∞-Funktionen x̃i : M → R fortsetzen (gemäß 4.5). Wir
schreiben für q ∈M

Xδ(q) =
∑
i

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

mit Koeffizientenfunktionen

αi(q) = Xδ(q)([xi]) = Xδ(q)([x̃i]) = δ(x̃i)(q)

Also sind die αi : M ′ → R differenzierbar. Nach Definition 4.2 ist,
da p ∈M beliebig gewählt war, Xδ ein differenzierbares Vektorfeld,
d.h. Xδ ∈ VM .

2. Einsetzen ergibt direkt, dass die Abbildung δ 7→ Xδ die Umkehrab-
bildung von X 7→ X(·) ist. Also sind beide Abbildungen zueinander
inverse Vektorraum-Isomorphismen. �
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4.2 Lieklammer
Kompositionen von Derivationen X(·), Y (·) ∈ DM sind offenbar linear, aber
im allgemeinen keine Derivationen mehr:

X(Y (h · h̃)) = X(Y (h) · h̃+ h · Y (h̃))

= X(Y (h)) · h̃+ Y (h) ·X(h̃) +X(h) · Y (h̃) + h ·X(Y (h̃))

Die Summanden 2 und 3 stören die Produktregel für h 7→ X(Y (h)). Es folgt:

X(Y (h · h̃))− Y (X(h · h̃)) = (X(Y (h))− Y (X(h))) · h̃
+h · (X(Y (h̃))− Y (X(h̃)))

Somit ist die Abbildung

X(·) ◦ Y (·)− Y (·) ◦X(·) : C∞(M)→ C∞(M)

eine Derivation, d.h. von der Form Z(·) für ein bestimmtes C∞-Vektorfeld Z
auf M .
Definition/Korollar 4.9: Seien X, Y differenzierbare Vektorfelder
auf M . Dann gibt es genau ein differenzierbares Vektorfeld Z ∈ VM , so dass
für alle ϕ ∈ C∞(M) gilt

Z(ϕ) = X(Y (ϕ))− Y (X(ϕ))

Wir schreiben Z = [X, Y ] und nennen Z die Lieklammer von X und Y .

Zur lokalen Darstellung von [X, Y ] in einer Karte (M ′, x): Seien (lokal)

X =
∑
i

αi
∂

∂xi
, Y =

∑
j

βj
∂

∂xj
, Z =

∑
k

γk
∂

∂xk

Dann berechnen sich die γk wie folgt: Für q ∈M ′ gilt:

γk(q) = Z(q)([xk]) = Z(xk)(q)

= X(Y (xk))(q)− Y (X(xk))(q) = X(βk)(q)− Y (αk)(q)

=

(∑
i

αi
∂

∂xi

)
(βk)(q)−

(∑
j

βj
∂

∂xj

)
(αk)(q)

=
∑
i

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
q

(βk)−
∑
j

αj(q)
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
q

(αk)

=
∑
i

[
αi(q) ·

∂(βk ◦ x−1)

∂xi
(x(q))− βi(q) ·

∂(αk ◦ x−1)

∂xi
(x(q))

]
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Formel: Man kann schreiben[∑
i

αi
∂

∂xi
,
∑
j

βj
∂

∂xj

]
=
∑
k

γk
∂

∂xk

wobei
γk =

∑
i

[
αi ·

∂

∂xi
(βk)− βi ·

∂

∂xi
(αk)

]

Bemerkung: Einführung der Lieklammer ohne Betrachtung von Derivatio-
nen ist möglich wie folgt:

1. Definiere Z = [X, Y ] auf M ′ durch Angabe der Koeffizientenfunktionen
γk nach obiger Formel.

2. Zeige, dass sich in jeder Karte um p dasselbe Z(p) ergibt.

Lemma 4.10: Das (Lie)-Klammerprodukt [·, ·] : VM × VM → VM ist

1. bilinear

2. schiefsymmetrisch, d.h. [X, Y ] = −[Y,X]

3. erfüllt die Jacobiidentität

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0

4. erfüllt

[X, h · Y ] = X(h) · Y + h · [X, Y ]

[h ·X, Y ] = −Y (h) ·X + h · [X, Y ]

5. auf Kartenumgebungen gilt:[
∂

∂xi
,

∂

∂xj

]
= 0

Beweis:

1,2 Folgt sofort aus der Definition
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3. Für jedes ϕ ∈ C∞(M) gilt

[X, [Y, Z]](ϕ) + [Z, [X, Y ]](ϕ) + [Y, [Z,X]](ϕ)

= X([Y, Z](ϕ))− [Y, Z](X(ϕ)) + . . .+ . . .

= X(Y (Z(ϕ)))−X(Z(Y (ϕ)))− Y (Z(X(ϕ))) + Z(Y (X(ϕ)))∓ . . .
= 0 (durch Nachrechnen)

4. Es gilt

[X, h · Y ](ϕ) = X(h · Y (ϕ))− h · Y (X(ϕ))

= X(h) · Y (ϕ) + h ·X(Y (ϕ))− h · Y (X(ϕ))

= (X(h) · Y )(ϕ)− h · [X, Y ](ϕ)

Mit (2) gilt:

[h ·X, Y ] = −[Y, h ·X] = −Y (h) ·X − h · [Y,X]

= −Y (h) ·X + h · [X, Y ]

5. Für ϕ ∈ C∞(M) gilt

∂

∂xi
(ϕ) =

∂(ϕ ◦ x−1)

∂xi
◦ x

Daraus folgt:[
∂

∂xi
,

∂

∂xj

]
(ϕ) =

∂

∂xi

(
∂

∂xj
(ϕ)

)
− ∂

∂xj

(
∂

∂xi
(ϕ)

)
=

∂

∂xi

(
∂(ϕ ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)
− ∂

∂xj

(
∂(ϕ ◦ x−1)

∂xi
◦ x
)

=
∂2(ϕ ◦ x−1)

∂xi∂xj
◦ x− ∂2(ϕ ◦ x−1)

∂xj∂xi
◦ x

≡ 0

Definition: Ein Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung [·, ·] : V ×V →
V , für die zusätzlich gilt:

• [v, w] = −[w, v] für alle v, w ∈ V (Schiefsymmetrie)

• [v, [w, z]] + [w, [z, v]] + [z, [v, w]] = 0 für alle v, w, z ∈ V (Jacobi-
Identität)

heißt eine Liealgebra (über dem gegebenen Körper).

Beispiele:
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• V = VM, [·, ·] Lieklammer von Vektorfeldern.

• V = End(W ) mit einem Vektorraum W und [A,B] = A ·B −B · A.

• (A,+, ·) eine assoziative R-Algebra, [a, b] = a · b− b · a

• Links/Rechtsinvariante Vektorfelder auf

SO(n) = O(n) ∩
{
A ∈ Rn×n

∣∣ detA > 0
}

4.3 Integralkurven

Definition: Für eine C∞-Kurve c : I →M ist die Ableitung c′(s) ∈ Tc(s)M
definiert als die Richtungsableitung

c′(s) = ∂[t7→c(s+t)] ∈ D(M, c(s)) = Tc(s)M

Bemerkung: Ist (M ′, x) eine Karte von M um c(s), so berechnet man

c′(s) =
∑
i

c′(s)(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(s)

=
∑
i

(xi ◦ c)′(s)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(s)

=
∑
i

c̃′(s)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(s)

wobei definiert wird

c̃(t) = (x ◦ c)(t)

Definition 4.11: Sei X ∈ VM . Eine Kurve c : I →M heißt Integralkurve
von X, falls für alle s ∈ I gilt:

c′(s) = X(c(s)) ∈ Tc(s)M

Lemma 4.12: Sei x : M ′ → U ⊂ Rn eine Karte für M ,

X =
∑
i

αi
∂

∂xi
∈ VM ′

mit αi ∈ C∞(M ′) und das (assoziierte) Vektorfeld auf U gegeben als

X̃ : U → Rn, X̃(u) =

α1 ◦ x−1(u)
...

αn ◦ x−1(u)
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Ferner sei c : I → M ′ eine differenzierbare Kurve und c̃ = x ◦ c : I → U .
Dann sind äquivalent:

1. c ist Integralkurve von X

2. Für s ∈ I gilt: c̃′(s) = X̃(c̃(s)), d.h. c̃ ist Integralkurve von X̃ auf U .

Beweis: Durch Nachrechnen.

Bemerkung: Für assoziierte Vektorfelder X, X̃ wie oben gilt

X(p) = (dx−1)x(p)X̃(x(p)) bzw. X̃(u) = (dx)x−1(u)X(x−1(u))

Bemerkung: Setzt man f : U → Rn, f(u) = X̃(u), so ist f eine C∞-
Abbildung und (2) bedeutet: s 7→ c̃(s) ist Lösung der autonomen gewöhnlichen
Differentialgleichung

y′(s) = f(y(s)) (*)

Da f eine C∞-Funktion ist, ist f lokal Lipschitz in y, d.h. für alle y0 gibt es
eine Umgebung V0 und eine Konstante C > 0, so dass für alle y1, y2 ∈ V0 gilt

‖f(y1)− f(y2)‖ ≤ C ‖y1 − y2‖

Somit ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz über gewöhnliche Differen-
tialgleichungen anwendbar und liefert: Zu jedem Anfangswert u ∈ U gibt
es genau eine maximale (nicht fortsetzbare) Lösung c̃u : Iu → U für (*) mit
einem offenen Interval Iu ⊂ R um 0 und c̃u(0) = u. Es lässt sich zeigen,
dass (t, u) 7→ c̃u(t) eine auf einer offenen Teilmenge von R × U definierte
C∞-Funktion ist (mit {0} × U enthalten im Definitionsbereich).

Verknüpfung der so gewonnenen Lösungen (t, u) 7→ c̃u(t) für (*) liefert mit
4.12:
Satz 4.13: Sei X ∈ VM, p ∈ M . Dann gibt es eine offene Umgebung M ′

von p, ein ε > 0 und eine differenzierbare Abbildung

ϕ : (−ε, ε)×M ′ →M, (t, q) 7→ ϕt(q)

mit den Eigenschaften:

1. Für jedes q ∈M ′ ist t 7→ ϕt(q) eine Integralkurve von X ab ϕ0(q) = q.

2. Es gilt ϕt(ϕs(q)) = ϕt+s(q) für alle s, t und q mit |s|, |t|, |s + t| < ε
und q ∈M ′ sowie ϕs(q) ∈M ′.
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Zum Beweis von (2): t 7→ ϕt(ϕs0(q)) und t 7→ ϕt+s0(q) sind beides Integral-
kurven ab ϕs0(q).

Definitionen: Die Familie {ϕt : M ′ →M}|t|<ε nennt man lokaler Fluss
des Vektorfeldes X. (Interpretation: Xq ist ein Geschwindigkeitsvektor des
Teilchens bei q und ϕt(q) nach der Zeit t erreichter Ort des Teilchens.) Lässt
sich ε =∞ und M ′ = M wählen, dann heißt X vollständig . In diesem Fall
ist jedes ϕt : M →M ein Diffeomorphismus, weil ϕ−t die Umkehrabbildung
ist zu ϕt.

Die Abbildung (R,+)→ (Diffeo(M), ◦), t 7→ ϕt ist wegen (2) ein Gruppen-
homomorphismus, eine sogenannte 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphis-
men von M oder auch ein dynamisches System auf M .

Beispiele:

• Ist X ≡ 0, so ist X vollständig und ϕt = idM für alle t

• Gibt es ein Kompaktum K ⊂M mit X|M\K ≡ 0, dann ist X vollständig.
Insbesondere ist jedes X ∈ VM vollständig, falls M kompakt ist.

Bemerkung: Lokale Flüsse {ϕt : M ′ → M}|t|<ε von einem Vektorfeld X
bzw. {ψt} von einem Vektorfeld Y führen zu einer weiteren Beschreibung von
Lieklammern. Es gilt:

[X, Y ](p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dϕ−t)ϕt(p)Y (ϕt(p))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ψ−
√
t ◦ ϕ−√t ◦ ψ√t ◦ ϕ√t(p)

Übung: Zeige für X = ∂
∂xi

und Y = ∂
∂xj

, dass für beliebige s, t gilt: ϕs ◦ψt =

ψt ◦ ϕs. Daraus folgt:

ψ−
√
t ◦ ϕ−√t ◦ ψ√t ◦ ϕ√t(p) ≡ p

Tatsächlich sind äquivalent:

1. [X, Y ] ≡ 0

2. Die lokalen Flüsse von X und Y kommutieren.
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5 Riemannsche Metriken
Definition 5.1:

• Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine
Riemannsche Metrik (kurz: Metrik) aufM ist eine Familie g = (gp)p∈M
von positiv definiten, symmetrischen Bilinearformen (Skalarprodukten)

gp : TpM × TpM → R

die im folgenden Sinne „differenzierbar von p abhängt“: Für je zwei
differenzierbare Vektorfelder X, Y ∈M ist die Abbildung

g(X, Y ) : M → R, p 7→ gp(X(p), Y (p))

differenzierbar, also eine C∞-Funktion. Das Paar (M, g) heißt dann
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit .

• Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (M ′, x) eine Karte
(des maximalen C∞-Atlas), so heißen für i, j ∈ nc die Funktionen

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
: M ′ → R

die Koeffizienten Riemannscher Metrik g bezüglich der Karte (M ′, x).

Bemerkungen:

• Ist g eine fest gewählte Riemannsche Metrik, so schreibe auch

– 〈v, w〉p anstelle von gp(v, w) für v, w ∈ TpM
– 〈X, Y 〉 anstelle von g(X, Y ) für X, Y ∈ VM
– 〈X, Y 〉p oder gp(X, Y ) anstelle von gp(X(p), Y (p))

Wir setzen außerdem

‖v‖ =
√
gp(v, v) für v ∈ TpM

‖X‖ =
√
g(X,X) : M → [0,∞)

• In der Notation von 5.1 gilt gij = gji für alle i, j ∈ nc und für jedes
p ∈ M ′ ist (gij(p))ij ∈ Rn×n die darstellende (Gramsche) Matrix der
Bilinearform gp bezüglich der Basis

(
∂
∂xi
|p
)n
i=1

von TpM . Diese Matrix
ist symmetrisch und positiv definit.
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Lemma 5.2: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und g = (gp)p∈M
Familie der Skalarprodukte gp auf TpM . Dann sind äquivalent:

1. g ist Riemannsche Metrik, d.h. die gp sind differenzierbar von p abhän-
gig.

2. Um jedes p ∈M existiert eine Karte (M ′, x), so dass alle gij differen-
zierbar sind.

Bemerkung: Punkt (2) gilt dann automatisch für jede C∞-Karte (M̃, x̃)
um p, d.h. es folgt, dass auch die g̃ij nahe p differenzierbar sind.

Beweis:

(2) ⇒ (1) Es gelte (2). Seien X, Y ∈ VM . Zu zeigen ist: Für p ∈ M ist die
Funktion g(X, Y ) : M → R differenzierbar nahe p. Sei dazu (M ′, x) eine
Karte um p wie in (2), d.h. mit differenzierbaren gij’s. Dann gilt für
q ∈M ′:

X(q) =
∑
i

αi(q)
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

, Y (q) =
∑
j

βj(q)
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

mit C∞-Funktionen αi, βj : M ′ → R. Es folgt:

g(X, Y )(q) = gq(X(q), Y (q)) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αi(q)βj(q)gij(q)

und somit (1), da laut (2) gij differenzierbar sind.

(1) ⇒ (2) Es gelte (1), d.h. g(X, Y ) : M → R ist C∞ für beliebige differenzierbare
Vektorfelder X, Y ∈ VM . Sei p ∈M und (W̃ , X̃) eine Karte um p. Wie
in 4.5(2) konstruiert man Umgebungen A = Ā ⊂ W ⊂ W̄ ⊂ W̃ von p
und eine C∞-Funktion ϕ : M → R mit ϕ|A ≡ 1 und ϕ|M\W ≡ 0. Sei M ′

beliebige offene Umgebung von p mit M ′ ⊂ A und x = x̃|M ′ , dabei ist
x(M ′) offen in Rn. Seien i, j ∈ nc und Vektorfelder Xk : M → TM, k ∈
nc gegeben durch

Xk(q) =

ϕ(q) · ∂
∂x̃k

∣∣∣
q
, falls q ∈ W̃

0 ∈ TqM, falls q ∈M \ W̄

Nach Voraussetzung (1) ist die Funktion g(Xi, Xj) differenzierbar. We-
gen gij = g(Xi, Xj)|M ′ und ϕ|M ′ ≡ 1 ist auch gij : M ′ → R differenzier-
bar.
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Beispiele:

• Sei M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir identi-
fizieren wie bisher Tangentialräume an M mit Teilräumen des Rn+k.
Dann definiert für jedes p ∈M die Abbildung

gp : TpM × TpM → R, (v, w) 7→ 〈v, w〉Rn+k

eine Riemannsche Metrik auf M (Übung), die sogenannte 1. Fundamen-
talform der Untermannigfaltigkeit.

• Ist M = U offen in Rn und sind für i, j ∈ nc differenzierbare Funk-
tionen g̃ij = g̃ji gegeben, so dass für jedes u ∈ U die Matrix (g̃ij(u))ij
symmetrisch und positiv definit ist, dann definiert

gu
(
(v1, . . . , vn)T , (w1, . . . , wn)T

)
= vT · (g̃ij(u))ij · w

eine Riemannsche Metrik auf U . Mit der Identifikation TuU ' Rn
bezüglich der Standardkarte x = idU gilt ∂

∂xi
|u = ei, die Koeffizienten

der Metrik bezüglich der Karte (U, x) stimmen mit den g̃ij überein. Nach
Lemma 5.2 beweist das, dass (gu)u∈U differenzierbar von u abhängt und
damit eine Riemannsche Metrik auf U ist.

• Klassisches Beispiel: Seien

U = {(u1, . . . , un) ∈ Rn | un > 0} und (g̃ij(u))ij =
1

u2
n

En

Dann ist
gu(v, w) =

〈v, w〉Rn
u2
n

Es ergibt sich ein n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

5.1 Isometrien
Definition 5.3: Seien (M, g) und (N, g̃) Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Ein Diffeomorphismus f : M → N heißt Isometrie, falls für alle p ∈M und
v, w ∈ TpM gilt:

gp(v, w) = g̃f(p)(dfp(v), dfp(w)) (*)

Ist f ein lokaler Diffeomorphismus, d.h. dfp ist ein Vektorraum-
Isomorphismus für alle p ∈M , so heißt f lokale Isometrie.

36



Bemerkungen:

• Offensichtlich ist mit f auch f−1 eine Isometrie.

• Sind f : (M, g) → (N, g̃) und h : (N, g̃) → (O, ĝ) Isometrien, so auch
f ◦ h. Insbesondere ist

Isom(M, g) = {f : (M, g)→ (M, g) | f ist Isometrie }

eine Untergruppe von (Diffeo(M), ◦).

• Riemannsche Geometrie (unter-)sucht solche Größen, die sich Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten zuordnen lassen und unter Isometrien erhalten
bleiben.

• Überprüfung von 5.3(*) mittels Karten (M ′, x) um p und (N ′, y) um
f(p): In solchen Karten gilt:

gij = gp

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
(∗)
= g̃f(p)

(
dfp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
, dfp

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

))

= g̃f(p)

(∑
k

∂(yk ◦ f ◦ x−1)

∂xi
(x(p))

∂

∂yk

∣∣∣∣
f(p)

,

∑
l

∂(yl ◦ f ◦ x−1)

∂xj
(x(p))

∂

∂yl

∣∣∣∣
f(p)

)

=
∑
k,l

∂(yk ◦ f ◦ x−1)

∂xi
(x(p)) · g̃kl(f(p)) · ∂(yl ◦ f ◦ x−1)

∂xj
(x(p))

Somit schreibt sich (*) wie folgt:

(gij(p))ij = D(y ◦ f ◦ x−1)Tx(p) · (g̃kl(f(p)))kl ·D(y ◦ f ◦ x−1)x(p) (**)

• Einbettungssatz von J.Nash: Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n ist isometrisch zu einer Untermannigfaltigkeit des (RN , 〈·, ·〉)
mit N ≈ n2. Bis auf Isometrie gibt es also keine weiteren Riemannschen
Mannigfaltigkeiten außer Untermannigfaltigkeiten euklidischer Räume.

Definition/Lemma 5.4: Sei f : M → N eine Immersion, d.h. differen-
zierbar und dfp : TpM → Tf(p)N injektiv für alle p ∈M . Dann wird für jede
Metrik g̃ auf N eine Metrik g auf M definiert durch

gp(v, w) = g̃f(p)(dfp(v), dfp(w)), p ∈M, v, w ∈ TpM
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Wir schreiben g = (f ∗g̃) und nennen (f ∗g̃) die Pullback-Metrik (zurückge-
führte Metrik) von g bezüglich der Abbildung f .

Bemerkung: Ist f sogar (lokaler) Diffeomorphismus, dann ist g = f ∗g̃
die eindeutig bestimmte Metrik, so dass f : (M, g) → (N, g̃) eine (lokale)
Isometrie ist.

Beweis: Jedes wie oben definierte gp : TpM ×TpM → R ist bilinear (da g̃f(p)

bilinear und dfp linear), symmetrisch und positiv definit:

∀v ∈ TpM \ {0} : gp(v, v) = g̃f(p)(dfp(v), dfp(v)) > 0

da dfp injektiv und somit dfp(v) 6= 0. Mittels Karten (M ′, x) um p und (N ′, y)

um f(p) mit f(M ′) ⊂ N ′ weist man leicht nach, dass alle gij = g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
differenzierbar sind (Rechnung analog zur Rechnung im obigen Beispiel). Also
ist g = (gp)p∈M eine Riemannsche Metrik auf M .

Einfacher als der Satz von Nash ist der folgende Satz:

Satz 5.5: (Whitney’s Einbettungssatz): Jede n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu einer n-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit des R2n+1.

Korollar 5.6: Auf jeder differenzierbarer Mannigfaltigkeit gibt es eine
Riemannsche Metrik.

Beweis: Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach 5.5 gibt es einen
Diffeomorphismus

f : M → M̃ ⊂ R2n+1

auf eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M̃ des R2n+1. Die Einschrän-
kung des Standard-Skalarprodukts 〈·, ·〉 des R2n+1 auf Tangentialvektoren
definiert eine Riemannsche Metrik g̃ auf M̃ . Da f ein Diffeomorphismus ist,
ist f insbesondere eine Immersion und damit f ∗g̃ eine Riemannsche Metrik
auf M .

Bemerkung: Eine direktere Konstruktion klebt Metriken auf Kartenumge-
bungen (mittels einer „Zerlegung der Eins“) zusammen (auch der Beweis von
5.5 verwendet Zerlegungen der Eins).

Weiteres Beispiel:

• Produktmannigfaltigkeiten: Seien (M, g), (N, h) Riemannsche Mannig-
faltigkeiten mit m = dimM und n = dimN . Nach Übung ist M ×N
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
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Für (p, q) ∈M ×N definiert

T(p,q)(M ×N) → TpM × TqN
z 7→ ((dπ1)(p,q)(z), (dπ2)(p,q)(z))

einen Vektorraum-Isomorphismus. Wir schreiben daher Vektoren in
T(p,q)(M×N) als Paare von Vektoren (v, w) ∈ TpM×TqN und definieren
die Produktmetrik wie folgt:

(g × h)(p,q)((v, w), (ṽ, w̃)) = gp(v, ṽ) + hq(w, w̃)

5.2 Quotientenmannigfaltigkeiten:

Satz: Eine Gruppe G ≤ Isom(M, g) operiere auf (M, g)

• (fixpunkt-)frei , d.h. für alle γ ∈ G \ {idM} gilt {p ∈M | γ.p = p} = ∅.

• eigentlich diskontinuierlich, d.h. für jedes Kompaktum K ⊂M ist die
Teilmenge {γ ∈ G | γ.K ∩K 6= ∅} ⊂ G endlich.

Es folgt: Um jedes p ∈M gibt es eine Karte (Mp, xp), so dass für alle γ ∈ G
gilt:

Mp ∩ γ(Mp) =

{
Mp, γ = idM

∅, γ 6= idM
(*)

Beweis: Wähle die Umgebungen von p wie folgt:

• Sei (M ′, x) eine Kartenumgebung von p. Sei A eine kompakte Um-
gebung von p in M ′. Dann ist γ(A) ∩ A 6= ∅ nur für γ = idM und
γ ∈ {γ1, . . . , γk} ⊂ G \ {idM}.

• Wähle eine kompakte Umgebung B ⊂ A, so dass γ−1
i (p) /∈ B für alle

i = 1, . . . , k.

• Sei Mp ⊂ B offen mit ∅ = Mp ∩ γi(B) ⊃Mp ∩ γi(Mp)

Definition: In der Übung wurden Bahnenraum und Projektionsabbildung
betrachtet:

π : M → M/G = {G.p | p ∈M}
p 7→ G.p

Damit ist (*) äquivalent zu: π|Mp ist injektiv.
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Satz: In der Übung wurde gezeigt: M/G ist

• topologischer Hausdorffraum mit der Quotiententopologie

W ⊂M/G offen ⇐⇒ π−1(W ) offen

• differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karten (π(Mp), x̃P ) für p ∈M ,
wobei x̃p = xp ◦ (π|Mp)−1 : π(Mp)→ xp(Mp).

• π ist lokaler Diffeomorphismus: Jedes π|Mp ist ein Diffeomorphismus.

Satz 5.7: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Untergruppe
G ≤ Isom(M, g) operiere frei und diskontinuierlich auf M . Dann gibt es
genau eine Metrik g̃ auf der Quotientenmannigfaltigkeit M/G, so dass die
kanonische Projektion π : M →M/G eine lokale Isometrie wird.

Beweis:

• Es gibt höchstens eine solche Riemannsche Metrik g̃: Sei [p] ∈ M/G
mit einem Repräsentanten p, ferner ṽ, w̃ ∈ T[p](M/G). Da π ein lokaler
Diffeomorphismus ist, ist dπp : TpM → Tπ(p)(M/G) = T[p](M/G) ein
lokaler Vektorraum-Isomorphismus und es gibt eindeutig bestimmte
Urbilder

v = (dπp)
−1(ṽ), w = (dπp)

−1(w̃)

Sei g̃ eine Metrik auf M/G wie gefordert. Dann gilt nach Definition
lokaler Isometrien:

gp(v, w) = g̃[p](dπp(v), dπp(w)) = g̃[p](ṽ, w̃)

Also lässt sich g̃ eindeutig aus g ermitteln gemäß

g̃[p](ṽ, w̃) = gp((dπp)
−1(ṽ), (dπp)

−1(w̃)) (**)

• Existenz von g̃: Zunächst ist g̃[p] gemäß (**) wohldefiniert, d.h. unab-
hängig vom Repräsentanten p ∈ [p]: Für q ∈ [p] existiert ein γ ∈ G mit
γ.p = q. Für p′ ∈M gilt:3

[p′] = G.p′ = G.γ.p′ = [γ(p′)]

=⇒ π = π ◦ γ
=⇒ dπp = dπγ.p ◦ (dγ)p = dπq ◦ (dγ)p

3Für kürzere Schreibweise fassen wir dabei γ als eine Isometrie M →M auf.
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Wie behauptet folgt (da γ eine Isometrie ist):

gp((dπp)
−1(ṽ), (dπp)

−1(w̃)) = gγ.p((dγ)p ◦ (dπp)
−1(ṽ), (dγ)p ◦ (dπp)

−1(w̃))

= gq((dπq)
−1(ṽ), (dπq)

−1(w̃))

Offensichtlich ist jedes g̃ ein Skalarprodukt auf T[p](M/G). Gemäß
Lemma 5.2 bleibt es zu zeigen, dass für jede Karte (M ′, x) für M ,
so dass π|M ′ ein Diffeomorphismus ist, und für die assoziierte Karte
(π(M ′), x̃ = x ◦ (π|M ′)−1) für M/G die Koeffizienten der Metrik

g̃ij = g̃

(
∂

∂x̃i
,
∂

∂x̃j

)
: π(M ′)→ R

differenzierbar sind. Wir berechnen für p ∈M ′:

dπp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

∑
k

[
dπp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)]
(x̃k) ·

∂

∂x̃k

∣∣∣∣
[p]

=
∑
k

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(x̃k ◦ π︸ ︷︷ ︸
=xk

) · ∂

∂x̃k

∣∣∣∣
[p]

=
∂

∂x̃i

∣∣∣∣
p

Und damit:

g̃ij([p]) = g̃[p]

(
∂

∂x̃i

∣∣∣∣
[p]

,
∂

∂x̃j

∣∣∣∣
[p]

)
∗∗
= gp

(
(dπp)

−1

(
∂

∂x̃i

∣∣∣∣
[p]

)
, (dπp)

−1

(
∂

∂x̃j

∣∣∣∣
[p]

))

= gp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
[p]

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
[p]

)
= gij(p)

Somit ist g̃ij = gij(π|M ′)−1 eine C∞-Funktion. Daher ist g̃ Laut 5.2 eine
Riemannsche Metrik. Wegen (**) ist π eine lokale Isometrie.

Beispiele:

• Ist M = Sn, g = 〈·, ·〉 |TM und G = {±idSn}, so heißt (Sn/G, g̃) reell
projektiver Raum.
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• Sei m ≥ 3 und 1 ≤ k < n mit ggT(k,m) = 1. Dann operiert die Gruppe
Zm = (Z/mZ,+) auf

S3 =
{

(z1, z2) ∈ C2
∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1

}
⊂ C2 ' R4

vermittels

[j].(z1, z2) =
(
e

2πj
m
i · z1, e

2πkj
m

i · z2

)
fixpunktfrei und isometrisch (und eigentlich diskontinuierlich). Man
erhält den Linsenraum Lm,k = (S3/Zm, g̃)

5.3 Exkurs in die Topologie
Wir stellen einige Ergebnisse dar, ohne Beweis:

• Jede zusammenhängende Riemannsche (differenzierbare, topologische)
Mannigfaltigkeit ist von der Form (d.h. isometrisch, diffeomorph bzw.
homöomorph zu) M̃/G, wobei

– M̃ eine Riemannsche (differenzierbare, topologische) Mannigfaltig-
keit und einfach zusammenhängend4 ist.

– G ≤ Isom(M̃, g) bzw. G ≤ Diffeo(M̃) oder G ≤ Homöo(M̃) auf
M̃ frei und eigentlich diskontinuierlich operiert.

• Klassifikation differenzierbarer (topologischer) Mannigfaltigkeiten redu-
ziert sich somit auf:

– Klassifikation aller einfach zusammenhängenden.

– Klassifikation freier, eigentlich diskontinuierlich, operierender Grup-
pen von Diffeomorphismen (Homöomorphismen).

Für einzelne Dimensionen gilt:

2: Es sind nur S2 und R2 einfach zusammenhängend.

3: Poincare-Vermutung: Ist M eine kompakte 3-dimensionale Man-
nigfaltigkeit und einfach zusammenhängend, so ist M ' S3 (evtl.
bewiesen von Perelman).

4D.h. jede geschlossene Kurve in M̃ lässt sich in M̃ stetig auf eine Punktkurve zusam-
menziehen. Beispiele: Sn für n ≥ 2 oder Rn. Gegenbeispiele: Torus T 2 oder S1.
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4: Klassifikation der einfach zusammenhängenden kompakten Mannig-
faltigkeiten ist äquivalent zur Untersuchung des Schnittverhaltens
von Paaren 2-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten. Hierzu gibt
es mehr Möglichkeiten in topologischen als in differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten: Es gibt kompakte 4-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeiten, die keine differenzierbare Struktur besitzen.
Für topologische Mannigfaltigkeiten wurde das Problem von M.
Freedman und für differenzierbare von Donaldson untersucht.5

5: Sehr schwierig, bisher nur Teilresultate.

• Zwei Mannigfaltigkeiten M,N heißen Homotop äquivalent wenn stetige
Abbildungen f : M → N und g : M → N existieren, deren Verknüpfung
zur Identität homotop (stetig deformierbar) ist, man schreibt f ◦g ' idN
und g ◦ f ' idM . Für die Linsenräume sehen die Bedingungen wie folgt
aus:

M = Lm,k, N = Lm,k′ Beispiel
Isometrie

 k′ ≡ ±k±1 mod m

L7,1 6≈ L7,2Diffeomorphie
Homöomorphie
Homotopie kk′ ≡ ±l2 mod m L7,1 ' L7,2

• Es gibt 27 exotische Sphären, der Dimension 7, d.h. homöomorph aber
nicht diffeomorph zu S7.

• Sei G eine kompakte Untergruppe von GL(n,R) ⊂ Rn×n. Sei H � G.
Dann sind automatisch G und H Untermannigfaltigkeiten von Rn×n.
Es existiert eine differenzierbare Struktur auf dem Nebenklassenraum
G/H = {g.H | g ∈ G}.
Sei nun G = SU(3) (8-dimensional). Für k, l ∈ Z \ {0} mit k 6= −l
definiere

Hk,l =


e2πi(kt) 0 0

0 e2πi(lt) 0
0 0 e2πi(−k−l)t

 ∣∣∣∣∣∣ t ∈ [0, 1)


Dann ist Nk,l = G/Hk,l eine 7-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit (Aloff-Wallach-Raum). Für die Diffeomorphie bzw. Homöo-
morphie von Nk,l und Nk′,l′ wurden 2 verschiedene zahlentheoretische

5Beides Fields-Medaillen
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Bedingungen aufgestellt. Das kleinste Beispiel, wo die Bedingungen
nicht äquivalent sind, ist

(k, l) = (−56788, 5227); (k′, l′) = (−42652, 61213)

Für diese Zahlen ist Nk,l homöomorph aber nicht diffeomorph zu Nk′,l′

6 Riemannsche Abstandsfunktion
Definition 6.1: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

1. Eine Abbildung c : [a, b] → M heißt differenzierbare Kurve, falls c
eine differenzierbare Fortsetzung ĉ : I → M auf ein offenes Intervall
I ⊃ [a, b] besitzt. Dann setzen wir c′(t) = ĉ′(t) ∈ Tc(t)M für t ∈ [a, b].
Wir definieren die Länge von c als

L(c) =

∫ b

a

‖c′(t)‖ dt =

∫ b

a

√
gc(t)(c′(t), c′(t))dt

2. Eine Abbildung c : [a, b] → M heißt stückweise differenzierbar , falls
eine Zerlegung a = t0 < t1 < . . . < tk = b existiert, so dass alle
Teilkurven c|[ti−1,ti] für i = 1, . . . , k differenzierbar sind. Für solche
Kurven definieren wir

L(c) =
k∑
i=1

L(c|[ti−1,ti])

Bemerkungen:

• c′(t) ist wohldefiniert, d.h. unabhängig von gewählter Fortsetzung: Be-
trachte für Fortsetzungen ĉ1, ĉ2 und eine Karte (M ′, x) um c(t) die nahe
t definierte Abbildung s 7→ x ◦ ĉ1(s)− x ◦ ĉ2(s) und leite ab.

• In (2) ist L(c) wohldefiniert, unabhängig von der Zerlegung, da∫ am

a1

=

∫ a2

a1

+ . . .+

∫ am

am−1

.

Wie gehabt ist L(c) invariant unter Umparametrisierungen, d.h. es gilt
L(c) = L(c ◦ ϕ) für jeden Diffeomorphismus ϕ : [α, β]→ [a, b].
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• Ist c : [a, b]→M ′ eine differenzierbare Kurve für eine Karte (M ′, x), so
gilt mit c̃ = x ◦ c : [a, b]→ Rn für t ∈ [a, b]:

c′(t) =
n∑
i=1

{c′(t)([xi])}
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

=
n∑
i=1

{
d

ds

∣∣∣∣
t

(xi ◦ c)(s)
}

∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

=
n∑
i=1

c̃′i(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

Somit folgt:

‖c′(t)‖ =

√√√√gc(t)

(∑
i

c̃i(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

,
∑
j

c̃j(t)
∂

∂xj

∣∣∣∣
c(t)

)

=

√√√√ n∑
i,j=1

c̃′i(t) · c̃′j(t) · gij(c(t))

Also gilt

L(c) =

∫ b

a

√√√√ n∑
i,j=1

c̃′i(t) · c̃′j(t) · gij(c(t))dt

• Ist f : (M, g)→ (N, h) eine Isometrie und c : [a, b]→M differenzierbar,
so auch f ◦ c mit

‖(f ◦ c)′(t)‖ =
∥∥dfc(t)(c′(t))∥∥

=
{
hf(c(t))

[
dfc(t)(c

′(t)), dfc(t)(c
′(t))

]} 1
2

=
[
gc(t)(c

′(t), c′(t))
] 1

2 = ‖c′(t)‖

Also gilt L(f ◦ c) = L(c), d.h. Isometrien erhalten Kurvenlängen.

Es gilt auch die Umkehrung: Sei f : (M, g)→ (N, h) ein Diffeomorphis-
mus und erhalte alle Kurvenlängen. Für jede Kurve c : [0, ε)→M gilt
dann: ∫ t

0

‖c′(τ)‖ dτ =

∫ t

0

‖(f ◦ c)′(τ)‖ dτ für 0 ≤ t ≤ ε

⇒ ‖c′(t)‖ =
∥∥dfc(t)(c′(t))∥∥
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Somit erhält jedes dfp die Längen von Vektoren, daher auch die Skalar-
produkte wegen

〈v, w〉 =
1

2
(‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2)

Definition 6.2: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heißt
die Funktion

d : M ×M → [0,∞) ∪ {∞}
d(p, q) = inf {L(c) | c : [a, b]→M stückweise differenzierbar

mit c(a) = p, c(b) = q}

mit der Konvention inf(∅) = ∞ eine Riemannsche Abstandsfunktion auf
(M, g).

Bemerkungen:

• IstM zusammenhängend, so gibt es zwischen je zwei p, q eine stückweise
differenzierbare Verbindungskurve, also gilt d(p, q) <∞.

• Ist ϕ ∈ Isom(M, g), so erhält ϕ Kurvenlängen und somit auch d.

• Ist c eine stückweise differenzierbare Kurve zwischen p und q, so ist c−
mit c−(t) = c(q− t) stückweise differenzierbar zwischen q und p. Daraus
folgt: d(p, q) = d(q, p)

• Es gilt d(p, q) ≥ 0 und d(p, p) = 0 (Punktkurve)

• Sind d(p, q), d(q, r) <∞, so gibt es stückweise differenzierbare Kurven

c : [0, 1]→M von p nach q mit L(c) < d(p, q) + ε
2

c̃ : [0, 1]→M von q nach r mit L(c̃) < d(q, r) + ε
2

Somit ist die Kurve

c ∪ c̃ : [0, 2]→M, t 7→

{
c(t), t ∈ [0, 1]

c̃(t− 1), t ∈ (1, 2]

stückweise differenzierbar von p nach r. Es gilt

d(p, r) ≤ L(c ∪ c̃) = L(c) + L(c̃) < d(p, q) + d(q, r) + ε

Somit erfüllt d die Dreiecksungleichung (auch bei auftretenden Sum-
manden ∞).
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Somit ist d eine Metrik (im Sinne metrischer Räume), falls zusätzlich gilt:

• ∀p, q ∈M : p 6= q =⇒ d(p, q) > 0

• ∀p, q ∈M : d(p, q) <∞

Die erste Bedingung gilt immer, die zweite genau dann, wenn M zusammen-
hängend ist (siehe unten). Die Bemerkungen zeigen außerdem, dass folgendes
eine Äquivalenzrelation auf M ist:

p ∼ q ⇐⇒ Es gibt eine stückweise differenzierbare Kurve von p nach q

Satz 6.3: Die Äquivalenzklassen sind offen. Insbesondere gibt es nur eine
Äquivalenzklasse, fallsM zusammenhängend ist. In diesem Fall gilt d(p, q) <
∞ für alle p, q.

Satz 6.4: Sei (M, g) zusammenhängend. Dann gilt für alle p 6= q ∈M , dass
d(p, q) > 0 ist. Insbesondere ist (M,d) ein metrischer Raum. Die Topologie
T von M stimmt mit der von d erzeugten Topologie Td überein.

Beweis:

1. Sei p ∈ M und x : M ′ → U ⊂ Rn eine Karte um p, sei u0 = x(p).
Wähle ein R > 0 mit BRn

R (u0) ⊂ U und setze K = x−1(BRn
R (u0)), eine

kompakte Umgebung von p. Die stetige Funktion

K ×

{
v ∈ Rn |

∑
i

v2
i = 1

}
→ R

(q, v) 7→ vT · (gij(q))ij · v =
∑
ij

vivjgij(q)

nimmt nur positive Werte an, daher auf ihrem kompakten Definitions-
bereich ihr Minimum m > 0 und ihr Maximum m̂ ≥ m > 0. Durch
Einsetzen v = w√∑

k w
2
k

für w ∈ Rn \ {0} folgt für alle q ∈ K,w ∈ Rn:

m̂ ·
∑
k

w2
k ≥

∑
ij

wiwj · gij(q) ≥ m
∑
k

w2
k

2. Sei q ∈ M \ {p} und c : [a, b] → M eine stückweise differenzierbare
Kurve von p nach q. Wir betrachten zwei Fälle:
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Fall 1: Bild(c) ⊂ K ⊂M ′. Mit c̃ = x ◦ c gilt:

L(c) =

∫ b

a

√∑
ij

c̃′i(t) · c̃′j(t) · gij(c(t))dt

(∗)
≥

∫ b

a

√
m
∑
i

(c̃i(t))2dt =
√
m

∫ b

a

‖c̃′(t)‖ dt

≥
√
m

∫ b

â

‖c̃′(t)‖ dt für â = max {t | c̃(t) = u0}

Cauchy-Schwarz: ≥
√
m

∫ b

â

〈c′(t), c̃(t)− u0〉
‖c̃(t)− u0‖

dt

=
√
m

∫ b

â

d

dt
‖c̃(t)− u0‖ dt

≥
√
m ‖c̃(t)− u0‖

∣∣b
â

=
√
m ‖x(q)− u0‖

∣∣b
â

Fall 2: Es existiere t̄ ∈ (a, b] mit c(t̄) /∈ K. Setze

b̂ = min
{
t ∈ (a, b] | c(t) ∈M \ x−1(BR(u0))

}
Das Minimum existiert, da die Menge abgeschlossen ist. Es folgt ei-
nerseits c(b̂) /∈ x−1(BR(u0)), anderseits ist c([a, b̂)) ⊂ x−1(BR(u0))
und da c stetig ist, folgt:

c(b̂) ∈ x−1(BR(u0)) = x−1(BR(u0))

=⇒ x(c(b̂)) ∈ ∂BR(u0)

=⇒ ‖x(c(b̂))− u0‖ = ‖c̃(b̂)− u0‖ = R

Da Bild(c|[a,b]) ⊂ K, folgt nach Fall 1:

L(c) ≥ L(c|[a,b])
(1)

≥
√
mR

3. Aus Fall 1 und 2 folgt für alle q ∈M mit q 6= p:

d(p, q) ≥

{√
m ‖x(q)− u0‖ , q ∈ K
√
mR, q /∈ K

und damit d(p, q) > 0.

4. Jede Umgebung W von p bezüglich der Topologie T enthält eine Teil-
menge x−1(BRn

ε (u0)) für 0 < ε < R, weil x bezüglich T ein Homöomor-
phismus ist. Diese wiederum enthält nach (3) den d-Ball Bd√

mε
(p). Also

ist W auch Umgebung von p bezüglich der Topologie Td.
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5. Für q ∈ K betrachte die Kurve

c̄ : [0, 1] → K ⊂M,

t 7→ x−1((1− t)u0 + tx(q)).

Hieraus ergibt sich analog zu (2):

d(p, q) ≤ L(c̄)
(∗)
≤
√
m̂ ‖x(q)− u0‖ (**)

Ist Ŵ eine Td-Umgebung von p, so enthält W̃ einen d-Ball Bd
ε′(p) mit

0 < ε′ <
√
mR, nach (3) enthalten in K. Wegen (**) enthält dieser

d-Ball die bezüglich T offene Menge

x−1
(
BRn
ε′/
√
m̂

(u0)
)

Also ist W̃ auch Umgebung von p bezüglich T .

6. Nach (4) und (5) haben T und Td dieselben offenen Mengen. �

Bemerkung: Zur Definition d(p, q) = inf{. . .}: Später wird gezeigt, dass
kürzeste Verbindungskurven, d.h. mit L(c) = d(c(a), c(b)) immer lokal exi-
stieren und sogar global, falls (M,d) ein vollständiger metrischer Raum ist
(Satz von Hopf-Rinow), z.B. falls M kompakt oder (M, g) homogen6 ist.

7 Tensoren
Jede Riemannsche Metrig g auf M definiert eine Abbildung, die R-bilinear
und in jedem Argument C∞-linear ist, d.h. für beliebige X, Y ∈ VM und
f ∈ C∞(M) gilt:

f · g(X, Y ) = g(f ·X, Y ) = g(X, f · Y )

Definition 7.1: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und s ∈ N.
Ein (0, s)-Tensor bzw. (1, s)-Tensor ist eine R-multilineare Abbildung

T : VM × . . .× VM︸ ︷︷ ︸
s Stück

→ C∞(M)

bzw. T : VM × . . .× VM︸ ︷︷ ︸
s Stück

→ VM,

6D.h. Isom(M, g) operiert transitiv auf M .
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die in jedem ihrer s Argumente C∞-linear ist, d.h. für X1, . . . , Xs ∈ VM ,
f ∈ C∞(M) gilt:

T (X1, . . . , f ·Xi, . . . , Xs) = f · (X1, . . . , Xi, . . . , Xs), i = 1, . . . , s

Beispiele: Jede Riemannsche Metrik g ist nach obigem ein (0, 2)-Tensor,
idM ist ein (1, 1)-Tensor. Weitere Beispiele kommen später.

Beachte, dass g(X, Y )(p) nur von X(p), Y (p) ∈ TpM abhängt und nicht von
Werten von X, Y in anderen Punkten von M . Diese Beobachtung ist ganz
allgemein für Tensoren gültig.

Proposition 7.2: Sei T ein (0, s)- oder (1, s)-Tensor. Sind X1, . . . , Xs ∈
VM und Y1, . . . , Ys ∈ VM mit Xi(p0) = Yi(p0) für alle i mit einem festen
p0, so folgt:

T (X1, . . . , Xs)(p0) = T (Y1, . . . , Ys)(p0),

d.h. T (X̃1, . . . , X̃s)(p) hängt nur von den X̃i(p) ab.

Beweis: Wähle eine Karte (M ′, x) um p0, so dass sich die Koordinatenvek-
torfelder ∂

∂xi
∈ VM ′ zu C∞-Vektorfeldern Zi ∈ VM auf ganz M fortsetzen

lassen. Wähle außerdem eine offene Umgebung W ⊂ W̄ ⊂M ′ um p und eine
C∞-Funktion ϕ : M → R mit ϕ(p0) = 1 und ϕ|M\W ≡ 0. Setze X̂i = ϕ ·Xi

für alle i. Dann gibt es ψij ∈ C∞(M) für i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s mit

X̂j =
∑
i

ψijZj, j = 1, . . . , s,

wobei ψ|M\W ≡ 0. Nun gilt:

T (X1, . . . , Xs)(p0) = ϕ(p0)sT (X̂1, . . . , X̂s)(p0) = T (X̂1, . . . , X̂s)(p0)

=
n∑

i1,...,is=1

ψi11(p0) . . . ψinnT (Zi1 , . . . , Zis)
(*)

Da

Xj(p0) = X̂j(p0) =
∑
i

ψij(p0)Zi(p0) =
∑
i

ψij(p0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p0

,

hängen die ψij(p0) nur vom Wert Xj(p0) ∈ TpM ab. Nach (*) gilt gleiches für
T (Y1, . . . , Ys)(p0) mit denselben Koeffizienten ψij(p0) und daher

T (X1, . . . , Xs)(p0) = T (Y1, . . . , Ys)(p0).
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Bemerkung: Wie für Riemannsche Metriken können wir auch jeden (i, s)-
Tensor T betrachten als Familie multilinearer Abbildungen (Tp)p∈M mit

Tp : TpM
s →

{
R, i = 0

TpM, i = 1

Tp(v1, . . . , vn) := T (X1, . . . , Xs)(p)

für beliebige X1, . . . , Xs ∈ VM mit Xi(p) = vi, so dass die Familie (Tp)p∈M
differenzierbar von p abhängt im folgenden Sinne: Für Y1, . . . , Ys ∈ VM ist
die Abbildung p 7→ Tp(Y1(p), . . . , Ys(p)), p ∈ M differenzierbar (Funktion,
falls i = 0 bzw. Vektorfeld, falls i = 1).

Diese Definition ist äquivalent zur folgenden: Um jedes p ∈M existiert eine
Karte (M ′, x), so dass alle

Ti1...is(p) = Tp

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xis

∣∣∣∣
p

)

für p ∈M ′, i1, . . . , is ∈ nc differenzierbar sind.
Andere äquivalente Definition: Für jede Karte (M̃, x̃) sind alle Funktionen
Ti1...is differenzierbar.

8 Kovariante Ableitung von Vektorfeldern
Schon kennengelernt: Richtungsableitungen X(h) von Funktionen h ∈ C∞(M)
längs Vektorfeldern X ∈ VM (sinnvoll auf differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten). Ziel: Konstruktion der Ableitung eines Vektorfeldes Y ∈ VM längs
eines Vektorfeldes X (erfordert eine Riemannsche Metrik).

Zur Motivation dieser Ableitung /ihrer Eigenschaften betrachten wir Unter-
mannigfaltigkeiten M ⊂ Rn+k mit der 1. Fundamentalform als Riemannsche
Metrik auf M .

Für jedes p ∈M zerlegen wir bezüglich 〈·, ·〉0 den Tangentialraum in orthogo-
nale direkte Summe:

Rn+k = TpM ⊕ (TpM)⊥, x = xTp + x⊥p

Lemma 8.1: Ist Z : M → Rn+k differenzierbar, so definiert (ZT )(p) =
(Z(p))Tp , p ∈M ein differenzierbares Vektorfeld auf M

Beweis: In der Übung.
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Definition: Kovariante Ableitung eines Vektorfeldes Y ∈ VM längs
X ∈ VM :

(∇XY )(p) = [dYp(X(p))]Tp ∈ TpM

Da p 7→ dYp(X(p)) ∈ Rn+k differenzierbar ist, ist nach 8.1 auch p 7→ (∇xY )(p)
differenzierbar, d.h. wir erhalten eine Abbildung

∇ : VM × VM → VM
(X, Y ) 7→ ∇XY

Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften:

1. ∇ ist R-bilinear.

2. ∇ ist C∞(M)-linear (tensoriell) im 1. Argument, d.h. es gilt:

∇f ·X+f̃ ·X̃Z = f · ∇XY + f̃ · ∇X̃Y

für X, X̃, Y ∈ VM und f, f̃ ∈ C∞M

3. ∇ ist eine Derivation im 2. Argument, d.h. es gilt:

∇X(h · Y ) = X(h) · Y + h · ∇x(Y )

für X, Y ∈ VM und h ∈ C∞M .

Beweis: (von 3): Es gilt

(∇X(g · Y ))(p) = [d(g · Y )p(X(p))]Tp

Kettenregel : =

[
∂

∂t

∣∣∣∣
0

(g · Y )(c(t))

]Tp
( für : I →M, c(0) = p, c′(0) = X(p))

=

[
∂

∂t

∣∣∣∣
0

g(c(t)) · Y (c(t))

]Tp
=

[
∂

∂t

∣∣∣∣
0

g(c(t))

]
· Y (p) + g(p) ·

[
∂

∂t

∣∣∣∣
0

Y (c(t))

]Tp
= X(g)(p) · Y (p) + g(p) · (∇XY )(p)

Bemerkung: Abbildungen ∇ mit Eigenschaften (1)-(3) heißen kovariante
Ableitungen auf M . Hier (d.h. für Untermannigfaltigkeiten und das gegebene
∇) gilt außerdem:
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4. Für gp = 〈·, ·〉0 |TpM×TpM gilt:

X(g(Y, Z))(p) =
∂

∂t

∣∣∣∣
0

[〈Y, Z〉 · c(t)] ( mit c : I →M, c(0) = p, c′(0) = X(p))

=
∂

∂t

∣∣∣∣
0

〈Y (c(t)), Z(c(t))〉

= 〈dYp(X(p)), Z(p)〉+ 〈Y (p), dZp(X(p))〉0
=

〈
[dYp(X(p))]Tp , Z(p)

〉
+
〈
Y (p), [dZp(X(p))]Tp

〉
0

= 〈(∇XY )(p), Z(p)〉+ 〈Y (p), (∇XZ)(p)〉0
= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

Kovariante Ableitungen mit (4) nennt man metrisch oder Riemannsch

5. Weitere Eigenschaft: Für alle X, Y ∈ VM gilt:

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

Beweis: : In der Übung. Beweisidee: Zeige:

• Die Abbildung

T : VM × VM → VM,

T (X, Y ) = [X, Y ]−∇XY −∇YX

ist ein (1, 2)-Tensor (Torsionstensor).

• T
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
≡ 0. Somit folgt: T ≡ 0.

Eigenschaft (5) heißt Torsionsfreiheit von ∇.

Ziel: Nachweis, dass es auf jedem (M, g) genau ein solches ∇ (mit (1)-(5))
gibt, d.h. genau eine metrische, torsionsfreie kovariante Ableitung.

Definition 8.2: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

• Eine R-bilineare Abbildung g

∇ : VM × VM → VM,

(X, Y ) 7→ ∇XY

heißt kovariante Ableitung oder Zusammenhang auf M , falls gilt:

– ∇ ist R-bilinear
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– ∇ ist C∞(M)-linear in X

– ∇ ist Derivation in Y

• ∇ heißt torsionsfrei, wenn für alle X, Y ∈ VM

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

• Ist g eine Riemannsche Metrik auf M , so heißt ∇ metrisch oder
Riemannsch bezüglich g, falls gilt: für alle X, Y, Z ∈ VM ist

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

Bemerkungen:

1. Der Wert (∇XY )(p) hängt nur ab von X(p) ∈ TpM und Y |M ′ für
beliebig kleine offene Umgebung M ′ von p. Beweis:

• Für festes Y ist X 7→ ∇XY nach (1) ein (1, 1)-Tensor. Nach
Proposition 7.2 folgt: X(p) = X̃(p)⇒ (∇XY )(p) = (∇X̃Y )(p) wie
behauptet. Wir schreiben daher für v ∈ TpM auch kurz ∇vY =
(∇XY )(p) für beliebiges X ∈ VM mit X(p) = v.

• Stimmen Y, Ỹ ∈ VM auf M ′ überein, so gilt für geeignete Funktio-
nen ϕ ∈ C∞(M) mit ϕ = 1 nahe p und ϕ|M\M ′ ≡ 0: ist ϕY = ϕỸ ,
so gilt

(∇XY )(p) = ϕ(p)(∇XY )(p) +X(ϕ)(p)Y (p)

= (∇X(ϕ · Y ))(p) = (∇X(ϕ · Ỹ ))(p)

= . . . = (∇X Ỹ )(p)

2. Ist ∇ ein Zusammenhang auf M und (M ′, x) eine Karte, so ist nach (1)
jedes lokale Vektorfeld ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

wohldefiniert. Wir schreiben dieses wie

gewohnt als Linearkombination der Koordinatenvektorfelder ∂
∂xk

. Die
Koeffizienten Γkij : M ′ → R heißen Christoffel-Symbole von ∇ bezüglich
der Karte (M ′, x), d.h. es gilt

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

Die Γkij liefern (∇XY )|M ′ , denn für X|M ′ =
∑

i fi
∂
∂xi

und Y |M ′ =
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∑
j gj

∂
∂xj

folgt:

∇XY = ∇∑
i fi

∂
∂xi

(∑
j

gj
∂

∂xj

)

=
∑
ij

∇fi
∂
∂xi

(
gj

∂

∂xj

)
=

∑
ij

fi∇ ∂
∂xi

(
gj

∂

∂xj

)
=

∑
ij

fi

(
∂

∂xi
(gj) ·

∂

∂xj
+ gj

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

))
Der zweite Summand ist nun aus den Γkij berechenbar.

Der Zusammenhang ∇ ist genau dann torsionsfrei, wenn in jeder Karte
gilt:

0 = T (
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

−∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
+∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

= −
∑
k

{
Γkij − Γkji

} ∂

∂xk
für alle i, j

= Γkij = Γkji für alle i, j, k

Satz 8.3: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
genau einen Zusammenhang ∇ : VM × VM → VM auf M , der zusätzlich
metrisch bezüglich g und torsionsfrei ist, der Levi-Civita-Zusammenhang.
Die Christoffel Symbole Γkij von bezüglich einer Karte (M ′, x) berechnen

sich aus den Koeffizienten gij = g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
nach der Formel

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl(gil,j + gjl,i − gij,l)

gil,j(q) =
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

(gil) =
∂(gil ◦ x−1)

∂uj
(x(q))

Dabei ist (gkl(q))kl := (gij(q))
−1
ij für q ∈M ′.

Beweis: Zuerst die Eindeutigkeit: Seien X, Y, Z ∈ VM , wir schreiben 〈·, ·〉
anstelle g. Sei ∇ ein torsionsfreier metrischer Zusammenhang auf (M, g).
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Dann folgt:

X(〈Y, Z〉) = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y (〈X,Z〉) = 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇YZ〉
−Z(〈X, Y 〉) = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Alles addiert ergibt:

X(〈Y, Z〉) + Y (〈X,Z〉)− Z(〈X, Y 〉) = 2 〈∇XY, Z〉+ 〈X, [Y, Z]〉
+ 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [X, Y ]〉

Es folgt die Koszul-Formel für den Levi-Civita-Zusammenhang:

2 〈∇XY, Z〉 = X(〈Y, Z〉) + Y (〈X,Z〉)− Z(〈X, Y 〉)
−〈X, [Y, Z]〉 − 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉

die ∇ eindeutig festlegt: Ist X, Y ∈ VM und p ∈M , so wähle Zi ∈ VM , so
dass (Zi(p))

n
i=1 eine Orthonormalbasis von (TpM, 〈·, ·〉) bilden. Es folgt:

(∇XY )(p) =
∑
i

〈∇XY, Zi〉 · Zi(p)

Dabei sind 〈∇XY, Zi〉 eindeutig aus (*) berechenbar.
Mit X = ∂

∂xi
, Y = ∂

∂xj
, Z = ∂

∂xl
folgt aus der Koszul-Formel:

aijl :=
∂

∂xi

(〈
∂

∂xj
,
∂

∂xi

〉
+ . . .− . . .

)
= gjl,i + gil,j − gij,l
∗
= 2

〈
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xl

〉
= 2

〈∑
k

Γkij
∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉

= 2
∑
k

glkΓ
k
ij =

2(gpq)pq ·

Γ1
ij
...

Γnij



l-teZeile

Daraus folgt: aij1...
aijn

 = 2(gpq)pq

Γ1
ij
...

Γkij


=⇒

Γ1
ij
...

Γkij

 =
1

2
(gp̃q̃)p̃q̃

aij1...
aijn
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Einsetzen der aijl = gil,j + gjl,i − gij,l liefert die obige Formel für die Γkij.

Beweis der Existenz: In der Übung. Idee: Definiere ∇ mittels (*), weise
dann die Eigenschaften einer kovarianten Ableitung und Torsionsfreiheit nach
sowie, dass ∇ metrisch bezüglich g ist: Berechne die rechte Seite von (*)
als S(X, Y, Z). Zeige, dass S tensoriell in Z ist. Für festes p ∈ M ist daher
S(X, Y, Z)(p) nur von Z(p) abhängig, liefert daher eine Linearform

TpM → R, Z(p) 7→ S(X, Y, Z)(p)

Es gibt daher genau einen Tangentialvektor W (p) = WX,Y (p) mit der Eigen-
schaft

S(X, Y, Z)(p) = 〈W (p), Z(p)〉 für alle Z.

(Weil TpM → Hom(TpM,R), v 7→ 〈v, ·〉 ein Vektorraum-Isomorphismus ist).
Zeige die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes p 7→ W (p); schreibe ∇XY =
WX,Y und weise nach, dass das das so definierte∇ Zusammenhang, torsionsfrei
und metrisch ist. �
Bemerkung: Auf jedem M gibt es sehr viele torsionsfreie Zusammenhänge.
Sei z.B. g eine Riemannsche Metrik auf M , ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang
von g und S : VM × VM → VM ein beliebiger symmetrischer (1, 2)-Tensor.
Dann ist

∇+ S : VM × VM → VM
(X, Y ) 7→ ∇XY + S(X, Y )

ein torsionsfreier Zusammenhang auf M . Umgekehrt gilt für jeden weite-
ren torsionsfreien Zusammenhang ∇̃: Die Abbildung S̃ := ∇̃ − ∇ ist ein
symmetrischer (1, 2)-Tensor.

Lemma 8.4: Sei X, Y ∈ VM , p ∈ M und eine differenzierbare Kurve
c : (−ε, ε) → M mit c(0) = p, c′(0) = X(p). Dann gilt für jeden Zusam-
menhang ∇ auf M : Der Vektor (∇XY )(p) hängt nur von Y ◦ c ab, d.h. für
Ỹ ∈ VM mit Ỹ ◦ c = Y ◦ c gilt (∇X Ỹ )(p) = (∇XY )(p).

Beweis: Sei (M ′, x) eine Karte nahe p und

Y |M ′ =
∑
i

αi
∂

∂xi
, Ỹ |M ′ = α̃i

∂

∂xi
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mit C∞-Funktionen αi, α̃i : M ′ → R für i = 1, . . . , n. Es folgt:

(∇XY )(p) = ∇X(p)

(∑
i

αi
∂

∂xi

)

=
∑
i

 X(p)([αi])︸ ︷︷ ︸
= d
dt |0(αi◦c)(t)= d

dt |0(α̃i◦c)(t)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

− αi(p)∇X(p)
∂

∂xi


= . . . = (∇X Ỹ )(p)

�
Dies ist der Ansatzpunkt für die Einführung der kovarianten Ableitung für
Vektorfelder längs Kurven.

Definition 8.5: Sei c : I →M eine differenzierbare Kurve. Eine Abbildung
X : I → TM heißt ein Vektorfeld längs S, falls gilt:

∀t ∈ I : X(t) ∈ Tc(t)M

Das Vektorfeld längs c heißt differenzierbar, falls in jeder Karte dei Koeffizi-
entenfunktionen αi der Darstellung

X(t) =
∑
i

αi(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

, t ∈ c−1(M)

differenzierbar sind für i = 1, . . . , n. Es bezeichne Vc den Vektorraum aller
differenzierbaren Vektorfelder längs c.

Beispiel: Sei c : I →M eine Punktkurve, c(t) ≡ p. Dann ist jede Differen-
zierbare Kurve X : I → TpM ein differenzierbares Vektorfeld längs c.

Satz 8.6: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-
kovarianter Ableitung ∇ und sei c : I → M eine differenzierbare Kurve in
M . Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung

D

dt
: Vc → Vc, X 7→

DX

dt

(Levi-Civita Zusammenhang längs c), so dass gilt:

1. D
dt

(f ·X) = f ′ ·X + f · DX
dt

für alle X ∈ Vc, f ∈ C∞(I).

2. D
∂t

(Y ◦ c)|t0 = ∇c′(t0)Y für alle Y ∈ VM .
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Beweis: Zuerst die Eindeutigkeit: Ist (M ′, x) eine Karte, Ĩ = c−1(M ′) offen
in I, so gilt für jede lineare Abbildung D

∂t
mit (1) und (2) für jedes t ∈ Ĩ:{

X(t) =
∑
i

αi(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

∣∣∣∣∣ (∗)DX
dt

(t) =
∑
i

[
α′i(t)

∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

+ αi(t)∇c′(t0)
∂

∂xi

]}

Diese Form legt DX
dt
|Ĩ eindeutig fest. Damit ist (bei Betrachten mehrerer

Karten) für jedes X ∈ Vc die Ableitung DX
dt
∈ Vc eindeutig festgelegt.

Existenz: (*) definiert eine lineare Abbildung

D

∂t

Ĩ

: {X |̃i | X ∈ Vc} =: V Ĩc → V Ĩc

(wobei Ĩ = c−1(M ′)), die (1) und (2) erfüllt (direktes Nachrechnen). Ist (M̂, x̂)

eine weitere Karte und Î = c−1(M̂), so erhält man analog D
∂t

Î
: V Ĩc → V Ĩc . Auf

V Î∩Ĩc wirken D
∂t

Ĩ und D
∂t

Î linear und erfüllen (1) und (2) und stimmen daher

(nach Beweisschritt (1)) überein. Daher lassen sich alle D
∂t

Ĩ zu dem gesuchten
D
∂t

: Vc → Vc zusammensetzen.
Bemerkung: Für c : I →M ⊂ (Rn+k, 〈·, ·〉0) und X ∈ Vc ist

DX

dt
(t0) = {Ẋ(t0)}>c(t0)

Für zwei Vektorfelder X, Y ∈ Vc gilt lokal (d.h. auf c−1(M ′) wie oben) mit
den Darstellungen

X(t) =
∑
i

αi(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

, Y (T ) =
∑
j

βj(t)
∂

∂xj

∣∣∣∣
c(t)
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Wir berechnen
d

dt

∣∣∣∣
t0

〈X(t), Y (t)〉c(t) =
d

dt

∣∣∣∣
0

∑
i,j

αiβj

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
(c(t))

=
∑
i,j

(αiβj)
′(t0)

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
(c(t0))

+
∑
i,j

(αiβj)(t0)c′(t0)

([〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉])
(∗)

=

〈∑
i

α′i(t0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t0)

+
∑
i

αi(t0)∇c′(t0)
∂

∂xi
,
∑
j

βj(t0)
∂

∂xj

∣∣∣∣
c(t0)

〉

+

〈∑
i

αi(t0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t0)

,
∑
j

β′j(t0)
∂

∂xj

∣∣∣∣
c(t0)

+
∑
j

βj(t0)∇c′(t0)
∂

∂xj

〉

=

〈
DX

dt
(t0), Y (t0)

〉
+

〈
X(t0),

DY

dt
(t0)

〉
c(t0)

Erklärung zu (*): Da ∇ Riemannsch ist, gilt:[〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉]
=

〈
∇c′(t0)

∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
c(t0)

+

〈
∂

∂xi
,∇c′(t0)

∂

∂xj

〉
c(t0)

Lemma 8.7: Der Längs einer C∞-Kurve c : I → M in (M, g) induzierte
Levi-Civita-Zusammenhang D

∂t
genügt der Produktregel: Für alle X, Y ∈ Vc

gilt:
d

dt
〈X(t), Y (t)〉 =

〈
DX

dt
(t), Y (T )

〉
+

〈
X(t),

DX

dt

〉
Bemerkung: Dies ist analog zu X(〈Y, Z〉) = 〈∇XY, Z〉+ 〈Z,∇XZ〉.

Definition 8.8: Sei V ⊂ Rk offen und α : V → (M, g) differenzierbar (mit
dimM beliebig). Ein differenzierbares Vektorfeld längs α ist eine Abbildung
X : V → TM mit

• X(v) ∈ Tα(v)M für alle v ∈ V ⇐⇒ π ◦X = α.

• Für jede Karte (M ′, x) und Darstellung

X(v) =
∑
i

ξi(v)
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(v)

, v ∈ α−1(M ′)

sind die Koeffizientenfunktionen ξi differenzierbar.
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Bemerkung: Ist k = 1 und V ein Intervall, so sind Vektorfelder längs α
genau die oben definierten Vektorfelder längs der Kurve c = α.

Es bezeichne
DX

dvi
(v0) =

D

∂t

∣∣∣∣
0

( t 7→ X(v0 + tei)︸ ︷︷ ︸
Vektorfeld längst7→α(v0+tei)

)

wobei D
∂t

die induzierte Levi-Civita-Ableitung längs der Kurve.

Ziel: Für k = 2, α : V → (M, g) mit (s, t) 7→ α(s, t) und die Vektorfelder
∂α
∂s
, ∂α
∂t

längs α gilt:
D

∂t

∂α

∂s
=
D

∂s

∂α

∂t

Diese Eigenschaft ist äquivalent zur Torsionsfreiheit von ∇.

Satz 9.2: (1. Varianzformel) Sei α : [a, b]× (−ε,+ε)→ (M, g) mit (t, u) 7→
cu(t) stückweise differenzierbare Variation einer Kurve c = c0 mit ‖ċ‖ ≡ v >
0. Dann ist die Funktion u 7→ L(cu) differenzierbar mit

d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) = −1

v

∫ b

a

〈
Dċ

dt
(t), X(t)

〉
dt

+
1

v
〈X(t), ċ(t)〉 |ba

−1

v

k−1∑
i=1

〈X(ti), ċ(ti+)− ċ(ti−)〉

Beweis: Jede Funktion

Li(i) := L(cu|[ti−1,ti]) =

∫ ti

ti−1

〈
∂α

∂t
(t, u),

∂α

∂t
(t, u)

〉 1
2

dt

ist eine C∞-Funktion (vergleiche Lemma 3.7) mit Ableitung in t gleich 0 wie
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folgt:

L′i(0) =
1

v

∫ ti

ti−1

〈
D

∂u

∂α

∂t
(t, 0)︸ ︷︷ ︸

∇torsionsfrei: =(D∂t
∂α
∂u )(t,0)

,
∂α

∂t
(t, 0)

〉
dt

=
1

v

∫ ti

ti−1


d

dt

〈
∂α

∂u
(t,0)︸ ︷︷ ︸

=X(t)

,
∂α

∂t
(t, 0)︸ ︷︷ ︸

=ċ(t)

〉
−
〈
∂α

∂u
(t, 0),

D

∂t

∂α

∂t
(t, 0)

〉 dt

=
1

v
〈X(t), ċ(t)〉 |titi−1

− t

v

∫ ti

ti−1

〈
Dċ

dt
(t), X(t)

〉
dt

(*) gilt weil Ableitung unter
∫

und ∇ ist Riemannsch. Aufsummieren dieser
Identität für i = 1, . . . , k liefert die gewünschte Formel.

Bemerkung: Ist c differenzierbar und Dċ
dt
≡ 0 ∈ Vc, so gilt für jede Varianz

mit festen Endpunkten
d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) = 0

Definition 9.3: Eine differenzierbare Kurve c : [a, b]→ (M, g) heißt Geo-
dätische, falls (für ċ ∈ Vc) gilt:

Dċ

dt
(t) ≡ 0

Korollar 9.4: Ist c Geodätische, so gilt

d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) = 0

für jede Variation (t, u) 7→ cu(t) von c = c0 mit festen Endpunkten.

Lemma 9.5: Jede Geodätische ist proportional zur Bogenlänge parametri-
siert.

Beweis:

d

dt
〈ċ(t), ċ(t)〉c(t) = 2

〈
Dċ

dt
(t)︸ ︷︷ ︸
≡0

, ċ(t)

〉
≡ 0
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Satz 9.6: Ist c : [a, b]→ (M, g) stückweise differenzierbar mit ‖ċ‖ ≡ v > 0,
und es gilt

d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) = 0

für jede stückweise differenzierbare Variation (t, u) 7→ cu(t) von c = c0 mit
festen Endpunkten, so ist c differenzierbar und es gilt

Dċ

dt
(t) ≡ 0,

d.h. c ist Geodätische.

Beispiel: c ist kürzeste zwischen c(a) und c(b), d.h. mit L(c) = d(c(a), c(b)).
Denn dann hat u 7→ L(cu) in u = 0 ihr absolutes Minimum.

Beweis: Wie in Differentialgeometrie 1 beweist man (durch Verknüpfung
mit Karten):

(*) Ist X : [a, b]→ TM ein stückweise differenzierbares Vektorfeld längs c
und liegt c({t ∈ [a, b] | X(t) 6= 0}) in einer KartenumgebungM ′, so gibt
es eine stückweise differenzierbare Variation von c mit Variationsfeld X.

Wir beweisen nun den Satz in mehreren Schritten:

1. Jede differenzierbare Teilkurve c|ti−1,ti ist Geodätische: Sei t0 ∈ (ti−1, ti).
Für geeignetes f ∈ C∞([a, b]) mit f > 0 nahe t0 und f ≡ 0 außerhalb
(t − ε0, t + ε0) ⊂ [a, b] betrachte das Vektorfeld t 7→ f(t)Dċ

dt
(t) längs

c. Ohne Einschränkung ist X Variations-Vektorfeld einer Variation
(t, u) 7→ cu(t) mit c ≡ c0 mit festen Endpunkten und es gilt X(ti) = 0
für i = 0, . . . , k. Es folgt:

0 =
d

du

∣∣∣∣
0

L(cu)

X(ti)=0
= −1

v

∫ b

a

〈
Dċ

dt
(t), X(t)

〉
c(t)

dt

= −1

v

∫ b

a

f(t)

∥∥∥∥Dċ(t)dt

∥∥∥∥ dt
Daraus folgt mit f(t) > 0:

Dċ(t)

dt
≡ 0

Wegen Stetigkeit von t 7→ Dċ
dt

(t) folgt: c|[ti−1,ti] ist Geodätische.
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2. Für alle i = 1, . . . , k−1 gilt ċ(ti+) = ċ(ti−). Währe dazu eine Variation
von c mit festen Endpunkten und X(tl) = ċ(tl+)− ċ(tl−) und X(ti) = 0
für alle i 6= l (wobei l ∈ k − 1c beliebig aber fest gewählt). Nach
Voraussetzung, wegen (1) und nach der 1. Varianzformel gilt:

0 =
d

du

∣∣∣∣
u

L(cu) = −1

v

k−1∑
i=1

〈X(ti), ċ(ti+)− ċ(ti−)〉

= −1

v
‖ċ(tl+)− ċ(tl−)‖2

Es folgt: ċ(tl+) = ċ(tl−) für l = 1, . . . , k − 1.

3. c ist unendlich oft differenzierbar (auch nahe der ti): Sei t0 ∈ (a, b).
Dann gibt es eine Karte (M ′, x) um c(t0) und ein ε > 0 mit

(a) c([t0 − ε, t0 + ε]) ⊂M ′

(b) c|[t0−ε,t0] und c|[t0,t0+ε] sind C∞-Geodätische.

(c) ċ(t0−) = ċ(t0+)

Setze c̃ = x ◦ c : [t0 − ε, t0 + ε]→ x(M ′), so gilt für t ≥ t0 und t ≤ t0:

0 =
Dċ

dt
=

D

dt

∑
i = 1nc̃′i(t)

∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

=
∑

k = 1nc̃′′k(t)
∂

∂xk

∣∣∣∣
c(t)

+
n∑
i=1

c̃′i(t)∇
∂

∂xi

=
∑

k = 1nc̃′′k(t)
∂

∂xk

∣∣∣∣
c(t)

+
n∑

i,j=1

c̃′i(t)c̃
′
j(t)

(
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)
(c(t))︸ ︷︷ ︸

=
∑
k Γkji(c(t))

∂
∂xk

∣∣∣
c(t)

Dies ist äquivalent zu:

∀k ∈ {1, . . . , n} : 0 = c̃′′k(t) +
∑
i,j

c̃′i(t)c̃
′
j(t)Γ

k
ij(c(t)) (**)

Also ist c̃ = x ◦ c eine C∞-Kurve als eindeutige Lösung des Anfangs-
wertproblems (**) mit

c̃(t0) = x(c(t0)),

ċ(t0−) = ċ(t0+) =
∑
i

c̃′i(t0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t0)
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(da Γkij ◦ c eine C∞-Funktion ist). Damit ist c|(t0−ε,t0+ε) = x−1 ◦ c̃
eine C∞-Kurve und damit – wegen Lokalität der Differenzierbarkeit –
c : [a, b]→ (M, g) eine C∞-Kurve. �

Bemerkung: Mitbewiesen wurde die wichtige Beschreibung von Geodäti-
schen in Kartenumgebungen:

Satz 9.7: Eine C∞-Kurve c : I → (M, g) ist genau dann Geodätische, wenn
in jeder Karte (M ′, x) mit c̃ = x ◦ c|c−1(M ′) und den Christoffel-Symbolen
Γkij : M ′ → R von ∇ bezüglich (M ′, x) gilt:

∀k ∈ {1, . . . , n} : c̃′′k(t) +
∑
i,j

c̃′i(t)c̃
′
j(t)Γ

k
ij(c(t)) ≡ 0

Korollar 9.8: Zu jedem p0 ∈ M und v0 ∈ Tp0M gibt es eine eindeutig
bestimmte maximale Geodätische c : I → (M, g), wobei I offen und 0 ∈ I
mit c(0) = p und ċ(0) = v0. Schreibe cv0 = c. Jede andere solche Geodätische
ist von der Gestalt c|J mit 0 ∈ J ⊂ I.

Beweis: Für jede Karte (M ′, x) löst c̃ = x ◦ c die oben angegebenen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung.

Korollar 9.9: Ist c : I → (M, g) eine Geodätische, λ, µ ∈ R, so ist auch
ĉ(s) = c(λs+ µ) für s ∈ J := { s̃ ∈ R | λs+ µ ∈ I} auch eine Geodätische.

Beweis: Ist c̃ = x ◦ c Lösung der Differentialgleichung nahe t0 = λs0 + µ, so
ist auch c̄ := x ◦ ĉ(s) = x(c(λs+ µ)) = c̃(λs+ µ) eine Lösung nahe s0:

c̄′′k(s) +
∑
i,j

c̄′i(s)c̄
′
j(s)Γ

k
ij(c(s))

= λ2

{
c̃′′k(λs+ µ) +

∑
i,j

c̃′i(λs+ µ)c̃′j(λs+ µ)Γkij(c(λs+ µ))

}
≡ 0

Daraus folgt: auch ĉ ist eine Geodätische.

Satz 10.6: (Gauß-Lemma) Sei expp ein Diffeomorphismus auf Bε(0p) ⊂
(TpM, gp). Dann schneiden sich für v0 ∈ Bε(0p) \ {0p} die Teilmenge

expp ({v ∈ TpM | ‖v‖ = ‖v0‖}) ⊂M

(geodätische Sphäre vom Radius ‖v0‖ um p) und die radiale Geodätische
cv0 : [0, 1]→M in cv0(1) = exp(v0) senkrecht.
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Beweis: Sei u 7→ β(u) eine nahe 0 definierte differenzierbare Kurve in M
mit β(0) = expp(v0) und Bild(β) ⊂ expp({v | ‖v‖ = ‖v0‖}). Setze

v(u) =
(
expp |Bε(0p)

)−1
(β(u)) ∈ TpM

Es gilt: ‖v(u)‖ = ‖v0‖ für alle u. Zu zeigen ist nun: c′v0(1) ⊥ β′(0). Betrachte
die Variation

α : [0, 1]× (−δ,+δ) → M

(t, u) 7→ cu(t) := expp(tv(u))

D.h. jedes cu, |u| < δ ist radiale Geodätische und zwar der Länge

L(cu) = ‖ċu(t)‖ = ‖ċu(0)‖ = ‖v(u)‖ = ‖v0‖

Es gilt daher nach der 1. Variationsformel:

0 =
d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) =
〈
X(t), ċ0(t)

〉∣∣1
0

Dabei gilt

X(t) =
∂

∂u

∣∣∣∣
0

expp(t · v(u))

und damit

X(0) =
∂

∂u

∣∣∣∣
0

(u 7→ p) = 0p

X(1) =
∂

∂u

∣∣∣∣
0

expp(v(u))︸ ︷︷ ︸
=β(u)

= β′(0)

Wegen c0 = cv0 folgt:

0 =
〈
X(1), ċ0(1)

〉
c0(1)

= 〈β′(0), ċv0(1)〉cv0 (1)

Satz 10.7: Sei expp |Bε(0p) ein Diffeomorphismus auf sein (offenes) Bild
M ′ ⊂ M . Sei c : [a, b]→ M ′ \ {p} stückweise differenzierbar, etwa von der
Form

c(t) = expp(w(t))

w : [a, b] → Bε(0p) \ 0p stückweise differenzierbar
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Dann gilt:

1. L(c) ≥ |‖w(w)‖ − ‖w(b)‖|

2. In (1) gilt die Gleichheit genau dann, wenn t 7→ w(t)
‖w(t)‖ konstant ist

und t 7→ ‖w(t)‖ monoton ist (d.h. t 7→ w(t) durchläuft monoton eine
Strecke auf einer Ursprungsgeraden in TpM).

Beweis: Setze v(t) = w(t)
‖w(t)‖ und r(t) = ‖w(t)‖ für a ≤ t ≤ b. Sei

α : (0, ε)× [a, b] → M ′ \ {p}
(r, t) 7→ expp(r · v(t))

(so dass α(r(t), t) = c(t)). Nach dem Gauß-Lemma gilt:

∂α

∂r
(r0, t0) =

d

dr

∣∣∣∣
r0

cv(t0)(r)

= ċv(t0)(r0) ⊥ d

dt

∣∣∣∣
t0

expp(r0 · v(t)) =
∂α

∂t
(r0, t0)

sowie ∥∥∥∥∂α∂r (r0, t0)

∥∥∥∥ =
∥∥ċv(t0)(r0)

∥∥ =
∥∥ċv(t0)(0)

∥∥ = ‖v(t0)‖ = 1

Es folgt:

ċ(t) =
d

dt
α(r(t), t) = r′(t)

∂α

∂r
(r(t), t) +

∂α

∂t
(r(t), t)

=⇒ ‖ċ(t)‖ =

√
[r′(t)]2 · 1 +

∥∥∥∥∂α∂t (r(t), t)

∥∥∥∥2

=⇒ L(c) =

∫ b

a

‖ċ(t)‖ dt ≥
∫ b

a

|r′(t)| dt ≥
∣∣∣∣∫ b

a

r′(t)

∣∣∣∣
= |r(b)− r(a)| = |‖w(b)‖ − ‖w(a)‖|

Dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn:

1.

0 ≡ ∂α

∂t
(r(τ), τ) =

d

dσ

∣∣∣∣
0

α(r(τ), τ + σ)

=
d

dσ

∣∣∣∣
0

expp(r(τ)v(τ + σ)) = (d expp)r(τ)v(τ)(r(τ) · v′(τ))

Es folgt: v′(τ) = 0 für alle τ , somit ist t 7→ v(t) konstant.
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2. ∫ b

a

|r′(t)| dt =

∣∣∣∣∫ b

a

r′(t)dt

∣∣∣∣ = ±
∫ b

a

r′(t)dt

⇐⇒ r′hat konstantes Vorzeichen
⇐⇒ t 7→ r(t) = ‖w(t)‖ ist monoton

Korollar 10.8: Seien p ∈M, ε > 0 wie in 10.7. Dann ist für jedes v ∈ TpM
mit ‖v‖ ≤ ε die Geodätische cv : [0, 1] → (M, g) zwischen p und expp(v)
auch die Kürzeste, d.h. für jede andere stückweise differenzierbare Kurve
c : [a, b]→ (M, g) von c(a) = p nach c(b) = expp(v) gilt L(c) ≥ L(cv). Ferner
gilt Gleichheit genau dann, wenn c = cv ◦ ϕ mit ϕ : [a, b]→ [0, 1] stückweise
differenzierbar, monoton wachsend und surjektiv.

Beweis: Seien v und c wie oben angegeben. Ohne Einschränkung gilt
v 6= 0p (sonst ist cv eine Punktkurve und das Korollar trivial). Setze a′ =
max {t ∈ [a, b] | c(t) = p}. Wir betrachten zwei Fälle:

Fall 1. c([a′, b]) ⊂ M ′ = expp(Bε(0p)). Dann hat c auf [a′, b] die Darstellung
c(t) = expp(w(t)) mit ‖w(t)‖ < ε für a′ ≤ t ≤ b, w(a′) = 0p, w(b) = v.
Nach 10.7 gilt:

L(c) = L
(
c|[a,a′]

)
+ L

(
c|[a′,b]

)
≥ L

(
|[a′,b]

)
10.7

≥ |‖w(b)‖ − ‖w(a′)‖| = ‖w(b)‖ = ‖v‖ = L(cv)

In diesem Fall gilt L(c) = L(cv) genau dann, wenn c|[a,a′] ≡ p gilt und
für alle a′ < t ≤ b gilt:

c(t) = = expp

(
‖w(t)‖ · w(t)

‖w(t)‖

)
10.7
= expp

(
‖w(t)‖ · v

‖v‖

)
= cv

(
‖w(t)‖
‖v‖

)
=: cv(ϕ(t))

wobei ϕ nach 10.7 monoton ist.

Fall 2. c([a′, b]) liege nicht ganz in M ′. Dann gibt es ein b′ ∈ (a′, b) mit
c([a′, b′]) ⊂ M ′ aber c(b′) = expp(v

′) mit ‖v‖ < ‖v′‖ < ε. Wie im
Fall 1 folgt:

L(c) ≥ L
(
c|[a′,b′]

) 10.7

≥ |‖0p‖ − ‖v′‖| = ‖v′‖ > ‖v‖ = L(cv)

Im Fall 2 ist die Gleichheit somit ausgeschlossen.
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Korollar 10.9: Seien p ∈M, ε > 0 wie in 10.7. Dann gilt für alle r < ε:

Bd
r (p) := {q ∈M | d(p, q) < r} = expp(Br(0p))

Sdr (p) := {q ∈M | d(p, q) = r} = expp(Sr(0p))

Insbesondere ist Bd
r (p) (geodätischer Ball vom Radius r um p) diffeomorph

zu einem Euklidischen n-dimensionalen Ball und Sdr (p) diffeomorph zu einer
Standard (n− 1)-Sphäre im Rn.

Bemerkung: Auf der S2 ⊂ R3 mit 1. Fundamentalform kann man ε =
π wählen. Für r > π ist expp(Br(0p)) = S2, damit kompakt und nicht
diffeomorph zu einem Euklidischen Ball.

Korollar 10.10: Ist c : [a, b] → (M, g) eine Geodätische und t0 ∈ [a, b),
so existiert ein ε ∈ (0, b− t0), so dass c|[t0,t0+ε] Kürzeste ist.

Beweis: Setze p = c(t0), s 7→ c(t0 + s) ist radiale Geodätische ab p.

Bemerkung: In Verallgemeinerung von 10.5 lässt sich zeigen:

T̃M →M ×M, v 7→ (π(v), exp(v))

ist ein Diffeomorphismus nahe 0p mit p ∈M beliebig. Es folgt:

• Jedes p ∈ M besitzt offene Umgebung M ′ ⊂ M , so dass zwischen je
zwei p, q ∈M ′ eine (bis auf Umparametrisierungen eindeutige) Kürzeste
existiert.

• Geodätische sind genau die stückweise differenzierbaren Kurven, die
lokal Kürzeste sind und proportional zur Bogenlänge parametrisiert.

9 Der Riemannsche Krümmungstensor

Definition 11.1: Der (1, 3)-Tensor

R : VM × VM × VM → VM
(X, Y, Z) 7→ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

heißt Riemannscher Krümmungstensor.

9.1 Symmetrieeigenschaften von R

Lemma 11.2: Sei R der Riemannsche Krümmungstensor (d.h. bezüglich des
Levi-Civita-Zusammenhang ∇ berechnet). Für beliebige W,X, Y, Z ∈ VM
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gilt:

1. R(X, Y, Z) = −R(Y,X,Z)

2. 〈R(X, Y,W ), Z〉 = −〈R(X, Y, Z),W 〉 =: R(X, Y,W,Z).

3. R(X, Y, Z) +R(Y, Z,X) +R(Z,X, Y ) = 0 (1. Bianci-Identität)

4. R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ) (Blocksymmetrie)

Beweis: Da R Tensor ist, ist R(X, Y, Z)(p) nur von X(p), Y (p), Z(p) abhän-
gig. Es reicht daher der Nachweis von (1)-(4) im Spezialfall, dass W,X, Y, Z ∈
VM Koordinaten-Vektorfelder sind (insbesondere mit Lieklammern gleich 0).

1. Folgt aus der Definition von R.

2. Sei V ∈ VM . Es gilt:

R(X, Y, V, V ) = 〈∇X∇Y V, V 〉︸ ︷︷ ︸
=X(〈∇Y V,V 〉)−〈∇Y V,∇XV 〉

−〈∇Y∇XV, V 〉

=
1

2
X(Y (〈V, V 〉))− 1

2
Y (X(〈V, V 〉))

=
1

2
[X, Y ](〈V, V 〉) = 0

Nun folgt für alle p:

0 =
d

ds

∣∣∣∣
0

d

dt

∣∣∣∣
0

R(X, Y, sW + tZ, sW + tZ)(p)

= R(X, Y,W,Z)(p) +R(X, Y, Z,W )(p)

3. Für Xi ∈ VM ′, i ∈ Z3 mit [Xi, Xj] ≡ 0 gilt:∑
i∈Z3

R(Xi, Xi+1)Xi+2 =
∑
i∈Z3

{
∇Xi∇Xi+1

Xi+2 −∇Xi+1
∇XiXi+2

}

=
∑
i∈Z3

∇Xi

∇Xi+1
∇Xi+2

−∇Xi+2
∇Xi+1︸ ︷︷ ︸

=[Xi+1,Xi+2]

 ≡ 0

Wegen Multilinearität/Tensor-Eigenschaft von

(X, Y, Z) 7→ R(X, Y, Z) +R(Y, Z, Z) +R(Z,X, Y )

folgt die 1. Bianci-Identität.
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4. Für Yi ∈ VM ′, i ∈ Z4 mit [Yi, Yj] ≡ 0 benutzen wir die Abkürzung

Rklmn = R(Yk, Yl, Ym, Yn)

Dann gilt:

0 =
∑
k∈Z4

{Rk,k+1,k+2,k+2 +Rk+1,k+2,k,k+3 +Rk+2,k,k+1,k+3}

=

R1234 + R2314 + R3124

+ R2341 + R3421 + R4231

+ R1342 + R3412 + R4132

+ R1243 + R2413 + R4123

= 2 ·R1342 − 2 ·R4213

Also folgt:

R(Y1, Y3, Y4, Y2) = R(Y4, Y2, Y1, Y3)

Lemma 11.3: Sei V ⊂ R2 offen, α : V → (M, g), (s, t) 7→ α(s, t) differen-
zierbar und X : V → TM ein differenzierbares Vektorfeld längs α (siehe 8.8).
Dann gilt für alle (s, t) ∈ V :(

D

∂s

D

∂t
X

)
(s, t)−

(
D

∂t

D

∂s
X

)
(s, t) = Rα(s,t)

(
∂α

∂s
(s, t),

∂α

∂t
(s, t)

)

Beweisskizze: Schreibe lokal

X(s, t) =
∑
i

ξi(s, t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(s,t)

und mit α̃ = x ◦ α : α−1(M ′)→ Rn:

∂α

∂s
=
∑
i

∂α̃

∂s
· ∂
∂xi
· α

und ∂α
∂t

analog. Es folgt z.B.:

DX

∂t
(s, t) =

∑ ∂ξi
∂t

(s, t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(s,t)

+
∑
i

ξi(s, t)∇ ∂α
∂t

∂

∂xi
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Daraus folgt:

(
D

∂s

DX

∂t
)− (

D

∂t

DX

∂s
)

=
∑
i,j,k

ξi
∂α̃j
∂t
· ∂α̃k
∂s

∇ ∂
∂xk

∇ ∂
∂xj

∂

∂xi
−∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xk

∂

∂xi︸ ︷︷ ︸
=R( ∂

∂xk
, ∂
∂xj

, ∂
∂xi

)


= R

(
∂α

∂s
,
∂α

∂t
,X

)
Bemerkung: Die Symmetrien von R liegen es nahe, Ausdrücke der Form
R(X, Y, Y,X) zu betrachten. Wir stellen fest:

1. Bei Kenntnis aller solchen Ausdrücke (für beliebige X, Y ∈ VM) lässt
sich R rekonstruieren: Es gilt für p ∈M und X, Y, Z, Z ∈ VM :

6 ·R(X, Y, Z,W )(p)

=
d

ds

∣∣∣∣
0

d

dt

∣∣∣∣
0

{R(X + sZ, Y + tW, Y + tW,X + sZ)(p) −

R(X + sW, Y + tZ, Y + tZ,X + sW )(p)}

2. SindX(p), Y (p) kollinear, so folgtR(X, Y, Y,X)(p) ≡ 0 (wegenR(X,X,U, V ) ≡
0 und Eigenschaft (1)).

3. Sind x, y ∈ TpM linear unabhängig und σ = 〈{〉x, y} ≤ TpM , so gilt
für A ∈ GL(σ) mit x̃ = Ax = Ax + γy, ỹ = Ay = βx + δy. D.h. die
Darstellende Matrix für A bezüglich der Basis {x, y} von σ ist(

α β
γ δ

)
Berechne

Rp(x̃, ỹ, ỹ, x̃) = Rp(αx+ γy, βx+ δy, . . . , . . .)

= . . . = (detA)2 ·Rp(x, y, y, x)

Anderseits gilt:

‖x̃‖2 · ‖ỹ‖2 − 〈x̃, ỹ〉2 = (detA)2 · (‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2)
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Beachte: Linke Seite ist die Fläche des von x̃, ỹ angespannten Parallelo-
gramms, weiter ist

| detA| = vol2(A ·K)

vol2(K)

für jedes Kompaktum K ⊂ σ mit nicht-leerem Inneren, setze K gleich
dem von x, y angespannten Parallelogramm. Es folgt: Die Größe

Kp(X, Y ) =
Rp(x, y, y, x)

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2

ist nur von σ = 〈{〉x, y} abhängig und nicht von der Wahl der Basis
für σ.

Definition 11.4: Sei p ∈ (M, g), σ ≤ TpM ein 2-dimensionaler Untervek-
torraum und {x, y} eine Basis von σ. Dann heißt

K(σ) := K(x, y) =
〈Rp(x, y, y), x〉

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2

die Schnittkrümmung der Tangentialebene σ.

Bemerkungen:

• Ist {x, y} orthonormal, so folgt K(σ) = Rp(x, y, y, x).

• Wir berechnen in einer Karte (M ′, x)

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

= ∇ ∂
∂xi

∇ ∂
∂xj

∂

∂xk
−∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xj

∂

∂xk

=
∑
i

{
∇ ∂

∂xi

(
Γljk

∂

∂xl

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γlik

∂

∂xl

)}

=
∑
m

{
∂Γmjk
∂xi
− ∂Γmik

∂xj
+
∑
l

{
ΓljkΓ

m
il − ΓlikΓ

m
jl

}} ∂

∂xm

und damit eine Formel für K
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
. Ist M 2-dimensional, so ergibt

der Vergleich mit dem Theorema Egregium, dass gilt: K(σ) = K(TpM)
gleich der Gauß-Krümmung von M in p. Somit verallgemeinert K(σ)
die Gaußkrümmung von Flächen auf höherdimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.
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Bemerkung: Die Schnittkrümmung ist eine Invariante Riemannscher Man-
nigfaltigkeit, d.h. invariant unter Isometrien: Sei f : (M, g)→ (N, g̃), p ∈M ,
q ∈ f(p) ∈ N , ferner σ ≤ TpM ein 2-dimensionaler Untervektorraum sowie
σ̃ := dfp(σ) ≤ TqN . Behauptung:

K(M,g)(σ) = K(N,g̃)(σ̃)

Beweis: Aus der Invarianz des Levi-Civita-Zusammenhangs unter Isometrien
folgt

R(N,g̃)
q (dfp(x), dfp(y), dfp(z)) = dfp(Rp(x, y, z))

und damit die Behauptung.

Beispiele:

1. (Rn, 〈·, ·〉). Dann ist R ≡ 0, also für alle p ∈ Rn und σ ≤ TpM gilt
K(σ) ≡ 0.

2. Sei (M, g) die Sphäre vom Radius r in Rn um 0. Dann gilt

Rp(x, y, z) =
1

r2
(〈y, t〉0 x− 〈x, z〉0 y)

Also gilt K(σ) = 1
r2

für jede tangentiale 2-Ebene σ.

3. Für den n-dimensionalen hyperbolischen Raum

Hn = {u ∈ Rn | ur > 0}

mit der Metrik
gu(v, w) =

〈v, w〉0
u2
n

, u ∈ Hn

gilt

Ru(x, y, z) = −{gu(y, z) · x− gu(x, z) · y}

Also gilt K(σ) ≡ −1.

10 Geometrische Interpretation der Krümmun-
gen

Dieses Kapitel wurde übersprungen.
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11 Die zweite Variationsformel einer Geodä-
tischen

Satz 13.1: Sei c : [a, b]→ (M, g) eine BLP-Geodätische und

α : [a, b]× (−δ, δ)→ (M, g), (t, u) 7→ cu(t)

differenzierbare Variation mit festen Endpunkten von c0 = c. Sei

X(t) =
∂

∂u

∣∣∣∣
0

cu(t) ∈ Tc(t)M

das Variationsvektorfeld und

X⊥(t) = X(t)− 〈X(t), ċ(t)〉 ċ(t)

seine zu c senkrechte Komponente. Dann gilt

d

du

∣∣∣∣
0

L(cu) = 0 ( 1. Variationsformel )

d2

du2

∣∣∣∣
0

L(cu) =

∫ b

a

{∥∥∥∥DX∂t (t)

∥∥∥∥−K(ċ(t), X⊥(t)) ·
∥∥X⊥(t)

∥∥2
}
dt

Dabei gilt die Konvention K(ċ, X⊥)
∥∥X⊥∥∥ := 0 auf

{
t | X⊥(t) = 0

}
.

Beweis:

d

du
L(cu) =

∫ b

a

∂
∂u

〈
∂α
∂t

(t, u), ∂α
∂t

(t, u)
〉

2
〈
∂α
∂t

(t, u), ∂α
∂t

(t, u)
〉1/2

dt

=

∫ b

a

〈(
D
∂u

∂α
∂t

)
, ∂α
∂t

(t, u)
〉〈

∂α
∂t

(t, u), ∂α
∂t

(t, u)
〉1/2

dt
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Daraus folgt:

d2

du2

∣∣∣∣
0

L(cu)

=

∫ b

a

∂
∂u

〈
D
∂t
∂α
∂u

(t, u), ∂α
∂t

(t, u)
〉 ∥∥∂α

∂t
(t, u)

∥∥2 −
〈
D
∂t
∂α
∂u

(t, u), ∂α
∂t

(t, u)
〉2∥∥∂α

∂t
(t, u)

∥∥3

∣∣∣∣∣
u=0

dt

=

∫ b

a

{〈
D

∂u

D

∂t

∂α

∂u
(t, 0),

∂α

∂t
(t, 0)

〉
+

∥∥∥∥D∂t ∂α∂u (t, 0)

∥∥∥∥2

−
〈
D

∂t

∂α

∂u
(t, 0),

∂α

∂t
(t, 0)

〉2
}
dt

=

∫ b

a

{∥∥∥∥DX⊥∂t
(t)

∥∥∥∥2

− 〈R(X(t), ċ(t), ċ(t))X(t)〉

}
dt+

〈
D

∂u

∂α

∂u
(t, 0), ċ(t)

〉∣∣∣∣∣
b

t=a

Nebenberechnung A:

〈R(X(t), ċ(t), ċ(t))X(t)〉
=

〈
R(X⊥ + ċ(t), ċ(t), ċ(t)), X⊥ + ċ(t)

〉
=

〈
R(X⊥, ċ(t), ċ(t)), X⊥

〉
= K(X⊥(t), ċ(t)) ·

{∥∥X⊥(t)
∥∥2 · ‖ċ(t)‖2 −

〈
X⊥(t), ċ(t)

〉2
}

= K(X⊥(t), ċ(t)) ·
∥∥X⊥(t)

∥∥2

Nebenberechung B:

〈
D

∂u

∂α

∂u
(t, 0), ċ(t)

〉
≡ 0

(da ∂α
∂u

(t, 0) ≡ 0 für t ∈ {a, b})
Nebenrechnung 1:〈

D

∂u

D

∂t

∂α

∂u
(t, 0),

∂α

∂t
(t, 0)

〉
11.3
=

〈
R

(
∂α

∂u
,
∂α

∂t
,
∂α

∂u

)
,
dα

dt

〉∣∣∣∣
(t,0)

+
d

dt

〈
D

∂u

∂α

∂u
,
∂α

∂t

〉∣∣∣∣
(t,0)

=
〈
Rc(t)(X(t), ċ(t), X(t)), ċ(t)

〉
c(t)

+
d

dt
〈. . . , . . .〉
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Nebenrechnung 2: 〈
D

∂t

∂α

∂u
(t, 0),

∂α

∂t
(t, 0)

〉2

dt

=

∥∥∥∥DX∂t (t)

∥∥∥∥2

−
〈
DX

∂t
(t), ċ(t)

〉2

=

∥∥∥∥D∂t {t 7→ X(t)− 〈X(t), ċ(t)〉} ċ(t)
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥DX⊥∂t
(t)

∥∥∥∥2

Bemerkungen:

1. Entscheidend ist das Vorzeichen der Schnittkrümmung K(X⊥, ċ(t)):
Gilt z.B. K(σ) ≤ 0 für alle σ (wie in der hyperbolischen Geometrie
oder Minimalflächen), so folgt für jede Variation von c = c0 mit festen
Endpunkten

d2

du2

∣∣∣∣
0

L(cu) > 0

Ausnahme: DX⊥t
∂≡ 0 (lokale eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung).

Mit X⊥(a) ≡ 0 folgt X⊥(t) ≡ 0 für alle t, solche Variationen sind
uninteressant.

Nun folgt: u 7→ L(cu) hat unter jeder (interessanten) Variation ein
lokales Minimum in u = 0. Somit ist t 7→ c(t) die Kürzeste unter allen
Kurven mit denselben Endpunkten, die nahe genug bei c liegen (diese
Aussage ist globar i.A. falsch).

Gegenbeispiel zur globalen Aussage: Geodätischen auf dem Zylinder{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + x2 = R2
}
×R

Nutzbringende Anwendung von 1. und 2. Variationsformel, falls jede Geodäti-
sche auf ganz R definiert. Dieser Fall wird charakterisiert durch den folgenden
Satz:
Satz: (Hopf-Rinow) Sei (M, g) zusammenhängende Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Riemannscher Abstandsfunktion d : M ×M → [0,∞). Dann
sind äquivalent:

1. Es gibt ein p0 ∈ M , so dass expp0 auf ganz Tp0M definiert ist (also
Geodätische ab p0 sind stets auf ganz R definierbar).
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2. Für jedes p ∈M ist expp auf ganz TpM definiert ist.

3. Der metrische Raum (M,d) ist vollständig.

Wenn (1)-(3) erfüllt sind, dann folgt: Zwischen beliebigen p, q ∈M existiert
stets eine kürzeste Verbindungskurve (i.A. nicht eindeutig).

Gilt (1)-(3), so heißt (M, g) eine (geodätisch) vollständige Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

Beispiel: Ist M kompakt, so ist (M,d) kompakt und somit (M,d) vollstän-
dig.

Zur Ergänzung:

Satz: (Hadamard-Cartan) Sei (M, g) zusammenhängend, vollständig, ein-
fach zusammenhängend, und es gelte K(σ) ≤ 0 für alle Tangentialebenen
σ. Dann ist für jedes p ∈ M die Exponentialabbildung expp : TpM → M
ein Diffeomorphismus. Insbesondere gilt M ≈ Rn, und für je zwei p, q ∈M
gibt es bis auf Umparametrisierung genau eine verbindende Geodätische.
Folglich ist jede Geodätische Kürzeste.

Bemerkung: Solche Riemannschen Mannigfaltigkeiten bilden eine große
Klasse.
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