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1 Existenz und Eindeutigkeit von R

Ausgehend von dem geordneten Kérper Q der rationalen Zahlen! fragen wir:

1. Existenz: Gibt es einen vollstdndig geordneten Korper? jal!
2. Eindeutigkeit: Sind je zwei solche geordnete Korper isomorph? jal!
3. Kanonischer Isomorphismus: Gibt es je nur einen Isomorphismus? jal!

1.1 Vorbetrachtung
e Sei R schon gegeben.

e Jedes a € R ist Limes einer Folge (a,),,cy in Q (weil es zu reellen Zahlen
u < v immer eine rationale Zahl ¢ gibt mit u < ¢ < v). Jede konver-
gente Folge ist eine Cauchyfolge, und in der Definition des Begriffes
Cauchyfolge geniigt es, nur € € QQ zu betrachten.

e DEFINITION: Eine Folge (a,), oy in Q ist eine Cauchyfolge beziiglich
Q genau dann, wenn

VOo<eeQ : VpgeN: |a,—aqa,<ce

~~
fast alle p,q

e Sei A die Menge aller Cauchyfolgen in Q. Da dies genau die in R
konvergenten Q-Folgen sind, ist A beziiglich Addition und Multiplikation
abgeschlossen. A ist ein kommutativer Ring, genauer ein Teilring des
Ringes aller Folgen in Q.

e Betrachte die surjektive Abbildung
a:A— Rmit f+— lim f

Damit ist a ein Ringhomomorphismus von A auf R. Der Homomor-
phiesatz besagt: R ~ A/I, wobei I := Kern(«a) (gleich Menge aller
Nullfolgen in Q).

e Betrachtung der Ordnung: Ich (Bender) kann die positiven Zahlen
in R an den Gliedern der Folgen (f,),cy erkennen: Wenn fast alle
Folgeglieder grofsergleich einer positiven rationalen Zahl sind, ist auch
der Limes der Folge positiv (analog negativ).

! Zahlen sind Dinge, die nicht nur Mathematikern gehoren, sodern der ganzen Mensch-
heit!*



e Zum Teil wird eine Ordnung auf einer Menge folgendermafen definiert:
Gegeben sei eine Partition des Korpers K durch: K = Py {0} W —P,
wobei P der sog. Positivititsbereich ist und beziiglich Addition und
Multiplikation abgeschlossen ist. Dann kann man die Ordnungsrelation
definieren als: z < y : &y —x € P.

1.2 Gibt es einen vollstandig geordneten Korper?

jal

1.3 Sind je zwei solche geordnete Korper isomorph?

Vor. Sei K ein vollstdndig geordneter Kérper. Dann ist K als Ring isomorph
zu A/I. Erhalte K ~ A/I ~ R also K ~ R.

Beh. Fiir alle z,y € K gilt: © < y < o(x) < a(y).

Bew. Sei Px :={ke€ K| k>0} und P := {r € R| r >0} Dann: Px =
{22 | 0#£ 2z € K} und Pr = {2?| 0 # z € R}. Also: 0Px = Pg. Fiir
alle z,y € K gilt

r<y & y—x€ Py

& oly—x) € P
& o(y)—o(x) € Pr
& o) <o(y)

1.4 Gibt es je nur einen Isomorphismus?

Vor. K wie oben. Seien fiir i € {1,2} Isomorphismen definiert: o; : K — R.

Beh. R hat nur einen Automorphismus, ndmlich idg. Automorphismus von
K ist 02_101, also: o1 = 09.

Bew. Setze F' = {z € R | ox = z} (Teilkérper von R). Dannist 0 € F', 1 € F,
ZCF QCF.

Angenommen, v € R mit ou # u. Sei u < ou, dann existiert ¢ € Q mit
u < q < ou. Erhalte ou < 0q¢ = q¢ < ou, Widerspruch

1.5 Konstruktion von R

Grundlage ist die Analyse in (1.1).



1.5.1 Ring- und Idealeigenschaften der Mengen der Folgen

Klar: Die Menge Folgen in Q ist ein Ring. Daf die Menge A der Cauchyfolgen
in Q ein Teilring und die Menge J der Nullfolgen ein Ideal von A ist, folgt so:

1. Sei € > 0 gegeben, sei (a,),cn » (bn) ey € A
[(ap +bp) — (ag +by)| = [(ay —ag) + (b, — by)|
= [(ap —ag)| + |(by — by)|
< €+ ¢ fir fast alle p, ¢

2. Sei ¢ > 0 gegeben, sei (ay),cy > (bn),en € A. Beide Folgen sind als
Cauchyfolgen beschrénkt, d.h. es existiert ¢ > 0 mit |ay,|, |b,| < ¢ fur
alle n.

’apbp - aqbq| = |ap(bp - bq) + bq(ap - aq)|
= |ap’ |bp - bq| + |bq| ’ap - aq‘

< c¢-e+c-efiir fast alle p, ¢

3. Idealeigenschaften: (a,), .y € A (also beschrinkt), (by),cy € J, damit
ist (anbn),cn Wieder eine Nullfolge, damit ist J ein Ideal.?

1.5.2 Definition von R etc.

e Definiere den Ring R durch R := A /J. Also existiert ein Ring-Epimorphismus
A — R mit f — f mit Kern J.

e Definiere f~g: & f—ge J e f=7gfir f,g € A.

e Definiere G := (q,q,q,...) fUr ¢ € Q.

1.5.3 R ist ein Korper
Vor. Definitionen wie in (1.5.2). Sei 0 # f € R, d.h. f ¢ J.
Beh. R ist ein Korper. Zu zeigen: 3¢ € A mit fg ~ 1.

Bew. Es gilt: f,, # 0 fiir fast alle n (andernfalls ist 0 Haufungspunkt von f
und damit f Nullfolge). Definiere nun:

. f7t falls f, #£0
(9n)pen Mit g = { 0 falls f,=0

zu seiner LineareAlgebra-Lernzeit: ,Wenn ich das ernstgenommen hétte, so héitte ich
wahrscheinlich ziemlich schnell die Lust an Mathe verloren!*
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Damit ist f,g, = 1 fiir fast alle n und damit (fg),.y — 1 = 0 eine
Nullfolge, damit fg ~ 1.

1.5.4 R ist archimedisch geordnet

Definiere die Menge der positiven Folgen und analog die Menge der negativen
Folgen:

P:={feA| 30<qe€Qmitf, > qfiir fast alle n}

Dann ist klar: ¢ ~ f € P = g € P. Zudem f,g € P = f+ g € P und
fg € P. Zudem ist P {0} ¥ —P.? Dann ist P ein Positivititsbereich von R,
damit wird R nach einem allgemeinen Hilfssatz* zu einem geordneten Kérper.
Schreibe f < g:=g—fe PV f,ge A.

Archimedische Ordnung: Sei f € A. Damit ist f beschrankt. Es existiert
q € Q mit f,, < ¢V n. Nun kann man ¢ € N wahlen, dann ist f < 7.

1.5.5 Hilfssatz

Vor. K ist ein archimedisch geordneter Kérper und jede Cauchyfolge konver-
giert.

Beh. K ist vollstandig.

Bew. Sei) # X CK,be K,z <bV x € X. Zu zeigen: X hat Supremum in
K. Es existieren a,b € K mit a < b, dann X N [a,b] # (. Es konnen a
und b in Q gewahlt werden. Setze m; := # Fallunterschiedung:

— my ist obere Schranke von X. Setze [ag, by := [a1, m4]

— my ist nicht obere Schranke von X. Setze [ag, by] := [myq, by]
Die Intervalle nehmen ab: a1 < aq < as... < b3 < by < by. Damit ist
(b, — a,) = &2 eine Nullfolge wegen der archimedischen Ordnung.
Zusatz: Sei Q; = Q der Primkorper von K. Es geniigt anzunehmen, daf

jede Cauchyfolge (ay), cy mit a, € Q; V n in K konvergiert. Grund:

Vu,ve Kmitu<vdge@Qmitu<g<owo

3Klar: PN —P = (. Sei f € A J. Da 0 kein Haufungspunkt von f ist, existiert ¢ > 0
mit |f,| > e fiir fast alle n.

4 Allgemeiner Hilfssatz: K Korper, P C K mit f +¢g € P und fg € P fiir alle f,g € P
und K = PW {0} W —P, dann wird K durch 2 < y i< y — x € P zu einem geordneten
Korper.



(dies gilt allgemein in archimedisch geordneten Korpern). Damit ist die
Frage, ob ein Korper vollstandig ist, auf die Frage zuriickgefiihrt werden,
ob jede Cauchyfolge in Q konvergiert.

1.5.6 Satz

SATZ: R = A/J =: A ist vollstidndig, wobei ‘A der Ring der Cauchyfolgen in
Q ist und I Ideal der Nullfolgen in Q. f — f ist Ringhomomorphismus von
A auf R mit Kern J.

R ist geordnetet Korper, archimedisch, bleibt zu zeigen: Fiir ¢ € Q setze
7=1(q,¢,...) € R. Dann ist Q(R) = {7 | ¢ € Q} (siche Hilfessatz).

Vor. Sei ar,asz, ... eine Cauchyfolge in Q, d.h. a, € Q.

Beh. 1. Die Folge f := (ay),cy ist eine Cauchyfolge
2. f = limy,_oo(ay)

1.6 Anhang
1.6.1 Dedekinds Konstruktion von R

e Setze R := Menge der von unten beschriankten nichtleeren oberen
Abschnitte ohne Minimum von Q. Dann ist R beziiglich < (bzw. C)
geordnet, sogar linear und vollsténdig.

e Addition: A+ B={a+0b| a€ Abe B}
e Multiplikation: Fiir beliebige B und A C Qs setze AB :={ab| a € A,b € B}

1.6.2 Bewertete Korper

1. DEFINITION: Sei K ein Korper, die Abbildung ¢ : K — R (oder
beliebiger geordneter Korper) ist eine Bewertung von K genau dann,
wenn



BEMERKUNG: d(a,b) = p(a — b) ist eine Metrik auf K.

HAUPTBEISPIEL:

e R mit Betragsfunktion
e C mit Betragsfunktion
e Q mit ¢,, wobei p Primzahl ist

. Das Beispiel K = Q, ¢ = ¢, p eine Primzahl. Schreibe fiir 0 # a € Q:
.S
a = p] . ;
mit j € Z, s,t € Z prim zu p, j ist durch a vollig bestimmt.

DEFINITION: p(a) = p~, Beweis nur fiir die vierte Regel:

Seib=p'-%und i < j. Dann ist

; ut +p
a—'—b:pz.ut—ljjsv

Falls i < j, dann ist p(a+b) = p~* = ¢(b). Falls i = j ist p(a +b) <
p~" = p(b). Es gilt sogar: p(a + b) < max{p(a), p(b)}.
Die Bewertung heifit p-adische Bewertung von Q.

. DEFINITION: Sei ¢ Bewertung von K. Die Bewertung ist nicht archi-
medisch genau dann, wenn (1 +1+1+1+...) <1.

LEMMA: ¢ nicht archimedisch genau dann, wenn ¢(a+b) < max{p(a), p(b)} V a,b €
K

BEMERKUNG: Fiir p(a) # ¢(b) gilt sogar ¢(a + b) = max{p(a), ¢(b)}

. DEFINITION (K, ) ist vollstéandig genau dann, wenn jede Cauchyfolge
konvergiert.

PROBLEM: Finde zu (K, ¢) einen bewerteten Oberkorper (K, @) mit

@ =y auf K, jedes u € K ist Limes einer Cauchyfolge in K.

. Alle diese (K, @) sind iiber K isomorph. Andeutung: K ~ A/I

HILFSSATZ: Sei K ein bewerteter Korper, K ein Teilkdrper, jedes
u € K sei Limes einer K-Folge, und jede Cauchyfolge in K konvergiere
in K. Dann ist K vollstandig.



6. Konstruktion von (K, ) aus (K, ): Setze K = A/I (analog wie oben),
zeige: K ist ein Korper. Definiere ¢ so:

P(f) = lim o(fn)

ACHTUNG: (¢(fn))ney ist Cauchyfolge in R!

ANNAHME: Zu jedem ¢ > 0 ist ¢(f, — f,) < ¢ fiir fast alle p, ¢. Dann
folgt:

lo(fp — ([ < lfy — fo) <eVDp,q

7. Erhalte fiir jede Primzahl p ,die* Vervollstdndigung €2, von Q, (mit ¢,).
In €2, konvergiert jede Reihe

amp " F Ap” T+ ag + aip + aop® +

wobei m € Nund 0 <a; < p—1. Jedes Element ¢ € €2, hat genau eine
solche Darstellung, ist Limes genau einer solchen Reihe.

8. ¢ sei eine nicht-archimedische Bewertung von K. Eine Folge ¢(a,,) ist
schon dann eine Cauchfolge, wenn fiir jedes £ > 0 gilt:

Olap1 —an) <eV¥n

Sei K vollsténdig. Dann konvergiert eine Reihe schon dann, wenn ihr
eine Nullfolge zugrunde liegt.

1.6.3 Biicher
e Van der Waerden - Algebra I

e Jacobsen - Lectures in Abstract Algebra III
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2.1

Topologische Raume

Definitionen

Sei M metrischer Raum. DEFINITIONEN:

1.

Eine Teilmenge X C M heiftt genau dann offen, wenn fiir alle z € X
ein € > 0 existiert mit U.(a) C X (wobei die Umgebungen U, immer
offen sind).

. Eine Topologie auf M ist ein System (= Menge) O von Teilmengen,

genannt offen, derart daft die folgenden Regeln gelten:

(a) M ist offen und 0 ist offen
(b) Jede Vereinigung von offenen Mengen ist offen.
(c) Der Schnitt von zwei (bzw. endlich vielen) offenen Mengen ist

offen.

Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einer Topologie
auf M.

Sei a € M. Eine Umgebung von a ist eine Teilmenge U, so dass eine
offene Menge X existiert, so dafs a € X C U.

. X C M sei genau dann abgeschlossen, wenn M \ X offen ist.

Ein topologischer Raum heift Hausdorffsch genau dann, wenn

VabeM : a#b3U(a),UDb)CM : Ula)NUD) =0

Sei R := R U {oo} sowie R := {—oo} UR U {+00} und passe die
Ordnungsrelationen entsprechend an.

Eine Teilmenge X C M heikt kompakt genau dann, wenn jede Uber-
deckung von X durch offene Mengen von M eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt. D.h. wenn X C |J U; und alle U; offen sind, dann
i€l
existieren iy, ..., 7, mit X C (J Uj;
j=1

buh!



2.2 Vorbemerkungen

e _Herstellen“ eines topologischen Raumes aus einer linear geordneten
Menge: Sei L eine linear geordnete Menge. Fiir x € L definiere U(z) :=
Menge aller intervalle I von L mit z € [ und:

— o # min [ falls z # min L
— o # max [ falls z # max L

Sei X C L offen genau dann, wenn fiir alle x € X ein I € U(x) existiert
mit [ C X. Hiermit sind alle Eigenschaften einer Topologie erfiillt.

e Betrachte R. Eine Umgebung von oo ist eine Teilmenge U (mit co € U)
mit {x € R| |z| > e} C U f’ur ein geeigenetes «.

e Projektion von R auf einen Kreis: Kreis ohne ,Nordpol* (=00):

e Vor. Sei A abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge M.
Beh. A ist kompakt.
Bew. Sei A C U U.DaM=(M\A) UU U; existieren Uy, Us, ..., U,, mit
M C(M\ AU, U...UU,. Also A C (M\ A)UU, U...UU,

e Vor. Sei M ein topologischer Hausdorff-Raum, K C M kompakt.
Beh. K abgeschlossen

Bew. Sei a € M \ K. Zu zeigen: Es existiert eine Umgebung V' von a
mit VN K = 0.

Fiir alle x € K existieren offene Umgebungen U, von x und V,, von

xmit U, NV, =0. Da K C |J U, ist, existieren z1,...,z, € K
rzeK
mit K C U, U...UU,,.

V =V, N..NV, Umgebung von a, also VN K = ()

2.3 Satz von Heine-Borel

Beh. Jedes Intervall [a, b] ist kompakt.

Bew. Annahme, die Behauptung sei falch. Sei {U; | i € I} eine offene Uber-
deckung von [a, b], aber (%)[a,b] € U;, U...UU;, YV iy, ... i, € I.

Betrachte Zerlegung mit m € (a,b). Dann ist (*) auch richtig fir [a, m]
und [m, b], erhalte eine entsprechende Intervallschachtelung ag < a; <
az < ... < by < by < by



Dann existiert » € R mit a,, < r < b, V n. Zudem existiert ¢ mit r € U;,
es existiert € > 0 mit U.(r) C U;. Zudem existiert n mit b, — a, < €.
Damit ist das n-te Intervall iiberdeckt von U (r), Widerspruch zu (x)!

2.4 Anhang
2.4.1 Biicher

e Franz, Topologie I + II

e Dugundji, Topology
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3 Fundamentalsatz der Algebra

3.1 Vorbemerkung

Bewiesen wird in der normalen Analysis2-Vorlesung:
o etV =¢cU.e"Vy,veC
o "= (e")"VueCneN
u

W u\n
o C :enn:(en)

o Weiter:
0#£#2€C= JueCmit z=¢"

e Damit: jede komplexe Zahl hat eine n-te Wurzel.

3.2 Fundamentalsatz der Algebra - Ziel
Vor. Sei f:C — C, sei

fl)=2"+a, 12" ' + ...+ a1 + ay mit a; € C,n € N
Setze A = |ag| + |a1| + ... + |an_1].

Beh. Es existiert o € C mit f(z¢) = 0.

3.3 Lemma

Beh. Die Menge {|f(z)| | € C} hat ein Minimum.

Bew. Fir e > 0 definiere K, := {x € C| |z| < e}. Dann ist K. beschrankt
und abgeschlossen. Mit dem Satz vom Maximum und Minimum fiir R?
gilt: {|f(z)| | z € K.} hat ein Minimum m.

Wiéhle e > 1 und € > 2+ A. Wegen m < |f(0)| = |ag| < A geniigt es zu
zeigen:

|f(z)| > AVxeC\ K.
Betrachte z € C\ K., also |z| > 1 und |z| > 2 - A. Schreibe:

An—1 An—2 Qg
+ ..+ —
2 "

flz) =2a"(1+ g(x)) mit g(z) =

11



Dann gilt:

I IA
=~ 1M
/'\ ?
i =L

£

|
~_—

1
- —.A
2]
1 1
< A==
- 24 2
Also: X X
[14+9(@)] 2 1-lg@)] > 1-3 = 3
Damit kann man abschétzen:
|f(@)| = |z[" - 1+ g(2)] > 5 - |2] :U-m 122 1=4
2 2 = A
>1

3.4 Fundamentalsatz der Algebra - Beweis

Bew. Sei |f(z)| das Minimum im Lemma. Zu zeigen: f(zy) = 0. Angenom-
men, f(xg) # 0. Betrachte dann neues Polynom

1
g(r) = Tf(mo + )

Io)
Wegen ¢(0) =1 (konstantes Glied) ist
g(x) =1+ ba* + 2" - h(z) mit h(z) € K[z] und k € N,0 #£be C

Jede komplexe Zahl hat eine k-te Wurzel (siehe oben). Also existiert
B € C mit B¥ = —b~'. Erhalte:

g(B-2) =1+b-(=b7") 2 + 2™ h(z) =1 — 2" + 2" (x)

Die Funktion |h(x)| ist beschrankt auf K; nach Satz vom Maximum
und Minimum. Also existiert r > 0 mit |h(z)| < r ¥V x mit || < 1.

12



Fiir [z] <1 und |z] < r~! folgt:

|2 h(z)| < ol Ja]or < ot < 1
1
<

9(B-2)] < [L—a*|+ " h(a)|
—_— Y

1—|z|* <1

Also® ist |g(Bx)| < 1. Dann folgt:

|f(xo + - z)]
|f(5170)‘

Das widerspricht der Wahl von z(, damit ist also die Annahme falsch,
also ist f(xg) = 0!

<1=|f(zo+ B 2)| <|f(z0)]

Irgendwas ist nicht OK, aber es geht fiir ein x > 0.
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4 Allgemeine Summierbarkeit

4.1 Vorbetrachtungen, Definitionen, Lemmata

Sei V' ein Banachraum und M eine Menge. Sei f € F(M,V) mit f :i— f;.
Dann ist (f;),.,, eine Familie von Elementen in V.

1. Betrachte fiir s € V folgende Bedingung;:

Ve>0d X CMVXCY CM :
endl endl

<e (%)

S_Zfi

€Y

Bemerkung: Es gibt hochstens ein solches s, denn: Annahme: s’ ist wie
s. Fiir € > 0 sei X’ analog X, dann:

%) - (34

S:Zfi

ieM

|s —§'| = < 2

Schreibe

Nenne f summierbar auf M, wenn so ein s € V' existiert.

2. Vergleich mit der gewdhnlichen Konvergenz einer Reihe ) f,,: Sei M =
N. Dann ist

SZan <— Ve>0ffan :|s—s,<c¢
n=1

Gleichwertig: Es existiert eine endliche Teilmenge X von N, so dafs fiir
jeden endlichen Abschnitt Y = {1,...,n} D X gilt:

S_Zfi

€Y

Also (fiir M = Noder M =Ny): s => ..\, [ impliziert’: s =Y ">°, f;.

<e

3. Cauchy-Kritertum: f ist summierbar genau dann, wenn

Sk

€D

Ve>03 X CMVY D CM\X :
endl endl

<e (%)

Beweis:

6d.h. Summierbarkeit ist ,besser* als gewdhnliche Konvergenz
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,=" Sei e >0 und X wiein (*). Sei s = Y., fi und Denat € M \ X.

Dann ist
|S—Zfi <eund |s— Z fil <e
ieX ieXUD
Damit ist
Sl - |(-2a) - (- X o) <=
i€D ieX iEXUD

»<=* Wende (**) an mit ¢ = % Erhalte endliche Teilmengen X; C X, C

.. mit
> S

i€D
Setze a, =) ,.x fi€V.
Beh. (ay), oy ist eine Cauchyfolge in V'

1
<-V DCM\X,
n endl

Bew. Sei ¢ > 0. Dann existiert n mit % < e. Fir p > g > n folgt
mit D = X, \ X

<

<

S|

Zfi <e

€D

| =

la, — aq| =

Dann existiert s = lim,,_,oc @y,.

Beh. s = ZiEM fl

Bew. Fir X := X,, C Yenat € M gilt bei n € N so, dab |s —a,| < ¢
und % < e

s—Zfi = S_Zfi_Zfi

€Y 1€ X ieY
——

= [s—an|+ Z Ji

ey

< 2
4. Beh. f ist summierbar, wenn
S =su |1 E CM
p{iEZEIfI B c }

Dann heifst f absolut summierbar.
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Bew. Sei e > 0. Dann existiert Xenqt € M mit
S—=> Ifil
i€X

Fiir jedes Denat € M \ X folgt:

S EISY Ifil<e (wegen ST+ DIl < s)

i€D €D 1€X €D

<e

5.Beh. Ist S wie oben, dann ist auch S =",/ | fil.

Bew. Sei e > 0. Dann existiert Xepqn € M mit |S — D iex |fl|| < e. Fir
X C Yenat € M folgt: ‘S — D ey |fz|‘ <e.

Beh. Ist umgekehrt (|f;]),c,, summierbar, soist S = .., |fi| wie oben.

6. Beh. Ist f summierbar auf M, so ist f auch summierbar auf allen
Teilmengen von M.

Bew. Sei N C M. Sei e > 0, X wie in **. Fir D C N\ (X N N) ist
D c M\ X, also
D 1

Also gilt (**) mit N und X N N anstelle von M und X.

<e

7.Beh. Sei M = M;W...y M, und s; := ZieMj fi- Dann ist f summierbar
auf M mit

Z‘ﬂ' :Sl—|—...+8n
€M
Bew. Sei e > 0 und X eine e-Teilmenge von M. Setze X = X;U...UX,
sowie s = §1 4+ ...s, Flir X C Y C M folgt mit ¥; =Y N M;:
Y=Y, W.. WY, und damit

S_Zfi

€Y

n

< Z Sj_Zfi <n-e

j=1 i€Y;

8.Beh. Sei” f summierbar, s =Y, ,, f; und (Mj) ¢ ; eine beliebige Partiti-
on von M. Setze s; = ZieMJ_ fi-Dannist s = > ;s;. Ist f absolut
summierbar, so ist auch die Familie (s;);c; absolut summierbar.

7 Jetzt miissen wir vom Endlichen ins Unendliche schreiten, und Goethe hilft uns da
auch nicht weiter!*
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9. Beh. Sei wieder (M;);je; Partition von M. Fiir jedes j € J existiert
D ien; | fil- Setze s; =37,y [fil- Auch 37 5 s; existiere. Dann
ist f absolut summierbar.

10. Vor. Sei V =R" und f,..., f* die Koordinatenfunktionen.
Beh. Dann ist
(a) f summierbar genau dann, wenn alle f/ summierbar sind.
(b> § = Zie]\/[ fie Sj = ZieM fz] vV
11. Beh. Im endlichdimensionalen Raum (insbesondere V' = R™) folgt aus
f summierbar: f ist absolut summierbar.

Bew. Darf V = R" mit co-Norm annehmen. Jede Koordinatienfunktion
f7: M — R ist absolut summierbar. Dann existiert ¢ > 0 mit

D

i€ER

fk

<¢V ECMVEk=1,..n
endl

Dann:

ITED ) IS SH A LTI

S 1€ER k=1 k=1 i€E

12. Vor. Sei f summierbar, ¢ > 0 und

> ki

€D

<cV DCM
endl

Beh. Dann ist }ZieM fz‘ <ec.

Bew. Sei ¢ > 0 und s = ) .., fi. Dann existiert Xenar € M mit
|s = > icx fi] <. Dann ist

> ok

1€X

|s| < +e<c+te

Dals|<c+eVe>0,ist |s| <ec.

13. Vor. Sei X wie in (*) und f summierbar.
Beh. Dann ist }ZieN fz‘ < 2¢ fiir jede Teilmenge N C M \ X.
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4.2 Der Hauptsatz, Teil 1
Vor. Sei M =4, M;.

Beh. Existiert s =), ., fi (d.h. ist f summierbar), so existiert auch

sj:ijVjEJmits:Zsj

JjeM; jeJ

Bew. Sei € > 0. Ich zeige: Es existiert eine endliche Teilmenge X* C J mit

S—E Sj

JEY*

§25VX*§Y;§J

Sei X C M endliche e-Menge (siehe (*)). Dann existiert eine endliche
Menge X* C J mit X C HJJGX* M;. Zu X* CY*a C J setze

L:= 4 Mud N := |4 M,

jev* jgv+

Dann ist M = L W N. Damit ist

S:Zfi+zfi undl:Zsj

icL ieN jey
——
l n
Damit ist, wie oben bewiesen, |s — | = |n| < 2e.

4.3 Der Hauptsatz, Teil 2

Vor. Fiir alle j € J existiert A; := ZZ.GMj |fil. Alle 37, ; A; existieren
ebenfalls.

Beh. f ist absolut summierbar (mit >,/ | fil = >0 A4;)).

Bew. Setze A:=)>"._; A; € R. Es geniigt zu zeigen:

jed
Y Ifl<AY ECM
ik endl
Zu F existiert £* C J mit FF C UjeE* M; =: N. Nach obigem Lemma
existiert s := ;v |fi| und es gilt: s = >, ;. A;. Nun ist
dIfl<s<A

el
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4.4 Doppelreihensatz

Vor. Sei M =N x N. Sei f € F(M,V). Sei ), f;; absolut summierbar fiir
jedes j.

Beh. f ist absolut summierbar,

s:ZZfij:ZZfijzzcnmitcnz Z Jij

neN i+j=n

Sei f(z) = ), a,a™ eine Potenreihe in C. Sei v + v € K, f(zv +u) =
>, an(x+u)™ (konvergiert absolut, da z +u im Konvergenzkreis). Wir wollen
diese in der Form ) b,x™ schreiben, betrachte einzelne Summanden:

Qg

au + a1 T
2
)

uxr + a2x2

u2x—i—a 3
\2

a2u2 + a9 <

3

1 )ux2 + a3x3

a3u3 + as <

Setze dann

bo = ap + aju + asu® + azu® + ...
2 3\ 4\ 4
bi = a1 + as 1 U+ as ) U+ ay ] u” + ...

Dann ist f(z +u—u) =) by(z —u)"®

80b’s stimmt oder nicht, ist vollig egal!
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