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16.9 Hauptsatz

Sei D ein kompaktes Intervall. Konvergiert die abgeleitete Reihe

(P Znanx”_l von (P) Z apz"
n=1 n=0

absolut fiir jedes x € D, so konvergiert auch (P) fiir alle z € D absolut.

Zudem ist die Funktion

f:DeRmitf:xHZanx”

n=0

differenzierbar mit

f(x) = Znanx”’1
n=1

BEWEIS:

1. absolute Konvergenz von (P): fiir alle n > |z| gilt: |a,z"| < |na,z"

Wende das Majorantenkriterium (M) an.

2. Differenzierbarkeit: f,(z) = a,x™;

r—Y
T — "
= Jal -
r—y
— |an| . xn71+x”_2y+...+xy”_2+y"_1

< ap|-n-|ul” firw € D mit |u| > |z| >x €D

L, = lau|-n-|ul”

LO = |a0\
Sho- Y
n>0 n

konvergiert, da (P’) absolut konvergiert

17 Mehr iiber (unendliche) (Potenz)Reihen

17.1 Logarithmusreihe

Fiir |z| < 1 ist

1



4

1. log1+x:x—§+%3—%:l:...

X 23 $5 ZE7
2. tlogiE =+ L +E+2 4 .

Zusatz: Zu jedem y > 0 existiert genau ein x wie oben mit y = }f—i, namlich
]

T =14

BEWEIS:

1. Wende Hauptsatz (16.9) an mit D = (—1,1) und (P) als z — % + % -
4

L+ .., damnist (P)=1—z+2®—a®+a* —a° £ ..

Siehe geometrische Reihe: 1+¢+q®+¢>+... konvergiert fiir |q| < 1 gegen
ﬁ. Dann ist (P’) die geometrische Reihe fiir ¢ = —z, also konvergiert
(P') absolut.

Erhalte differenzierbare Funktion auf D mit f(z) = (P), dann ist

f'(x) = (P') = 133, die Funktion log 1 4 x hat dieselbe Ableitung.

Also existiert eine reelle Zahl k mit log1+x = f(x) +k YV o € D. Suche
k: Fir x = 0 folgt: log1 =0 = f(0), also k = 0.

2.
1
log tro_ logl+z—1logl —x
1—=x
2 2 2t 22 2 2t
S T PR Y (R
(x > T3 71 > TR T3y )
x? 2P 2 23
= S (R [T (A
(x + z) (2 2)+(3+3)
3 x° x’
= 2 2— +2— +2— + ...
T 25 20 2+
2 2 2
— 9 i T
(:1:+3+5+7+ )
17.2 Arcustangensreihe
Fir |z| <1 ist
. x3+x5 z7
arctgr =20 — — + — — —
& 35 7

BEWEIS: Analog zu (17.1) mit (P) als = — %3 + %5 - % + ... (wie oben) und
(P"):1—a2%+ 2% — 2%+ ..., wieder geometrische Reihe mit ¢ = 2.

Erhalte f(z) = x — ””—; + %5 - I—; +...mit /() =1—22+2* — 2%+ ..., welches
auch die Ableitung der Arcustangens-Funktion ist. Weiter wie eben.

2



17.3 Endliche und unendliche Summen

FRAGE: Inwieweit kann man mit unendlichen Summen wie mit endlichen
umgehen?

[llustration:
e (1-1)+(1—-1)+(1—1)+...=0 konvergiert

e 1—-1+1—-1+1—1+... konvergiert nicht!

Die Reihe (B) := ) b, gehe aus der Reihe (A) := ) a, durch sukzessive
v=0 v=0
Zusammenfassung einiger Summanden hervor, Beispiel: by = a1 + ag, by =

as,bs = ay + a5 + ag, by = a7 + ag usw. (beliebig).

BEHAUPTUNG:
1. Konvergiert (A) gegen a € R, dann auch (B)
2. Konvergiert (B) gegen b € R, und ist

(a) lim, . a, =0,

(b) by = a1+ ag, by = az+ aq, b3 = as + ag, stattdessen geniigt auch die
Voraussetzung, daf die Anzahl der Summanden b,, beschrénkt ist
(folgt durch Induktion nach der maximalen Summandenzahl m),

so konvergiert auch (A) gegen b.
BEWEIS:

1. Die Teilsummenfolge by, by+bg, by +ba+bs, ... von (B) ist eine Teilfolge der
Teilsummenfolge a1, ay+as, a;+as+as, .... Wegen a = limg_, o a1+...+as
folgt: a = limy_,oo by + ... + by

2. Sei s1, 89, S3, ... die Teilsummenfolge von (A). Es gilt: sq,, = b1+bo+...4+b,
und Son+1 = b1 + bg + ...+ bn + A2n+1
Also: lim,, o 29, = b (Vor.) und b = lim,, . Sop11 = lim, o Son +
limn_m Aop+1 = b +0

Da beide Teilfolgen von s1, $o, 83, ... konvergieren, konvergiert auch die
Folge, d.h. b= ap + ag + az + ...

1 Gucken Sie da am besten gar nicht hin!*



17.4 Konvergenzkriterium von Leibnitz fiir alternieren-
de Reihen
VORAUSSETZUNG: (ay), oy monoton fallende Nullfolge [also a,, > 0].

BEHAUPTUNG: Die Reihe
(A):=a; —as+ag—ay+ ...

ist konvergent. Zusatz: 0 < (A) < a;.
BEWEIS: Setze b, = ag,_1 — a2, (2.B. by = a; — as), dann gilt b, > 0. Setze

Sn ::b1+bg+...—|—bn:al—(a2—a3)—(a4—a5)—...—a2n

Jede der Klammern ist > 0, also ist s, < a;. Die Folge (sn)neN ist monton
wachsend und beschrankt (durch a;), also existiert b := lim, . s,, d.h.
b= Xb,. Nach (17.3) ist auch b = a1 —as + a3 — ay = ...

Zusatzbemerkung: Sei b die Summe der Reihe. Schreibe b = ay — as + a3 —
e Qg — A1p + R mit R = a1 — 19 + .... Damit ist R S aiq.-

17.5 Logarithmus 2, Arcustangens 1

Erweiterung: Die beiden folgenden Gleichungen (aus (17.1) und (17.2)) gelten
auch fir x = 1.

1. log2=1—31+3—3+£..
2. arctglzl—%—i-%—%i...
BEWEIS:

0. Hilfssatz: VORAUSSETZUNG: f,g : M — R stetig, M metrischer
Raum; X C M; f(z) < g(z) Vx € X; a € M Haufungspunkt von X

BEHAUPTUNG: f(a) < g(a)

BEWEIS: Annahme: f(a) > g(a). Finde Umgebunden um f(a) und
g(a), die sich nicht schneiden. Mit der Stetigkeit beider Funktionen folgt
der Widerspruch.
1. Fiir 0 <z < 1ist x, %, %3, ... eine monoton fallende Nullfolge. Deshalb
4

konvergiert nach (17.4) die Reihe z — % + % — &~ £ .... Definiere

ZL‘Q x?n l.2n+1
() 1= Su(z) + o) = 7 — o — 2 +
(2) (z) + Ru(z) i 2n‘+\2n+1

S () R (2)



Es gilt: S(z)lim, o Sp(z), zudem 0 < R,(z) < ‘52::11 Da S(z) =
log1+ 2 (17.1) gilt:
x2n+1
<logl — <
(¥x) 0<logl+a—Sy(x) < T 1

Nach Hilfssatz (mit M = [0,1] und X = [0, 1) sowie a = 1) gilt (*) auch

fir =1, d.h. 0 <log2 — 5,1 < 5=, damit gilt:

lim log2 — S,(1) =0 = log2 = lim S,(1)

n—oo n—oo

2. analog.

17.6 Konvergenzradius einer Potenzreihe

Sei (P) = >"2, a;z". Dann gibt es drei Fille:

1. Die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0 (Konvergenzradius ist null).

2. Die Potenzreihe konverviert absolut fiir x € R (Konvergenzradius ist
unendlich).

3. dr > 0 derart, dak

e (P) konvergiert fiir jedes z € R mit || < r
e (P) divergiert fiir jedes z € R mit |z| > r

(Konvergenzradius ist r).

Zum Beweis geniigt es, folgendes zu zeigen:
VORAUSSETZUNG: Sei y € R derart dafl > . a,y™ konvergiert.

BEHAUPTUNG: (P) konvergiert fiir jedes |z| < |y| absolut. BEWEIS: Seien
x,y wie oben. Setze ¢ = %" < 1. Die Folge (any"),,cy ist eine Nullfolge, also
beschrénkt. D.h. es existiert s > 0 mit |a,y"| < s V n. Erhalte

n

< sq"

z" T
|anxn| = anyny_n -

Mit Majorantenkriterium? folgt: Y .o a,z™ konvergiert absolut®.

2 Ich schreib das hier noch mal hin fiir die jungen Leute.“
3 Im iibrigen bin ich der Meinung, da® Computer die Leute eher verdummen.*



17.7 Wurzel- und Quotientenkriterium

17.7.1 erste Version
VORAUSSETZUNG: Sei (R) := > a, und ¢ € Rmit 0 < ¢ < 1.
v=0

BEHAUPTUNG:

1. Ist {/]an| < q fiir (fast) alle n, so konvergiert (R) absolut.

An41
an

2. Ist

< q fiir (fast) alle n, so konvergiert (R).

3. Ist {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n, so divergiert (R).

An+41
an

4. Ist

> 1 fiir fast alle n, so divergiert (R).

BEWEIS:
1. Folgt wegen |a,| < ¢" aus dem Majorantenkriterium ().
2. Erledigt sich auch mit dem Majorantenkriterium:

a2 a3 . Qp, < |a1| . qn—l

ayp G2 Ap—1

3. Aus |ay| > 1 fiir unendlich viel n folgt, dak (a,),,cy keine Nullfolge ist.
Also ist (R) divergent.

4. Aus ‘%‘ > 1 [d.h. |aps1| > |ay]] fiir fast alle n folgt ebenfalls, dafs
(@n),en keine Nullfolge ist.

BEMERKUNG: Aus {/|a,| < 1 oder < 1 fiir alle n folgt nichts!*

An41
n

17.7.2 weltere Varianten
o0
VORAUSSETZUNG: Sei weiterhin (R) := Y a,.
v=0
BEHAUPTUNG:

1. (a) Ist lim {/|a,| < 1, so konvergiert (R) absolut.
(b) Ist lim {/|a,| > 1, so divergiert (R) absolut.

4Beispiel: 1+ % + % + ...



An 41
Qn

2. (a) Ist lim < 1, so konvergiert (R) absolut.

An+41
an

(b) Ist lim > 1, so divergiert (R) absolut.

3. Mit limsup anstelle von lim bleiben (1) und (2a) richtig.

4. Die Reihe (R) divergiert auch, wenn <\"/|an|> oder <
unbeschrankte Folge ist.

An41
n

> 5 eine

BEWEISS:
1. Setze L = lim {/|ay|.

(a) Wegen L < 1 existiert ¢ € R mit L < g < 1, es folgt: {/]a,| < ¢
fiir fast alle n.

(b) Wegen L > 1ist {/|a,| > 1 fiir fast alle n. Wende (17.7) an.
2. analog
3. setze L = limsup m, analog zu oben
4. erledigt mit (17.8)

17.8 Limes superior und inferior

e Sei (X) := (zn),ey €ine reelle beschriankte Folge, dann hat (X) min-
destens einen Haufungspunkt. Die Menge H der Haufungspunkte ist
abgeschlossen und beschrankt.

e H hat also ein Maximum A,,q,, dann ist lim sup z,, := hpaz

n—oo

e H hat zudem ein Minimum h,,;,, dann ist liminf x,, := h,.;,

n—oo

o Setze X4, = limsup x,.

— Aus Zpae > q folgt: x,, > ¢ fiir unendlich viele n.

— Aus x4 < q folgt: x,, < ¢ fiir fast alle n.

BEwWEIS: Wire z,, > ¢ fiir unendlich viele n, so hitte die Folge (X) eine
Teilfolge (X7) := (x,),cy Mit z;, > ¢ V n. Dann hitte (X7)
einen Haufungspunkt h € H mit h > ¢ > 2,,4,. Widerspruch zur
Definition von z,,qz-

5 Der Punkt interessiert mich sowieso nicht.”
6 bla bla bla...”



e Genau dann ist h € H, wenn eine Teilfolge von (X) existiert mit Limes
h.

e Genau dann ist (X) konvergent, wenn lim sup x,, = liminf z,,

e Falls z, > 0 fiir alle n ist, gilt: Genau dann ist (X) eine Nullfolge, wenn
limsup x,, = 0.

e Fiir eine konvergente Folge (Y) := (y,),,cy mit 0 # y :=limy, ist H -y
die Menge der Haufungspunkt der Folge (2,y),, ey, insbesondere gilt
dann (und falls y > 0 und z,, > 0V n gilt): lim sup z,,y,, = y - lim sup z,,.

17.9 Berechnung des Konvergenzradius’ einer Potenz-
reihe

(R) == Z a,x’

Der Konvergenzradius der Reihe (R) ist ...
e ... 0, falls die Folge {/|a,| unbeschrénkt ist.

o ... 00, falls lim,, o {/|a,| =0 (d.h. limsup {/|a,| = 0)

n—oo

o .. 1, falls L =1lim, o {/|an] #0
Weitere Fille gibt es nicht”. BEWEIS: Zu 0 # = € R setze
b =/ lana"| = /an| - ||

Ist (by),cy unbeschrénkt®, so divergiert (R). Nehme daher (b,), .y als be-
schrankt an, d.j. (y”/ |an|) ist beschrankt.
neN

e Mit L = limsup {/|a,| ist |z| - L = limsupb,.
e Mit L =0 < lim {/|a,| =0

e (R) konvergiert absolut, falls |z| - L < 1 (dquivalent zu |x| < + fiir

L
L>0).

e (R) divergiert, falls |z|- L > 1 (dquivalent zu |z| > 7).

"Literaturempfehlung: Forster (Wesentliches in Kiirze), Kénigsberger (,, Mein Liebling!“)
und ,,Kleine Enzyklopéddie der Mathematik*
8 ich war gerade wieder in einem anderen Mirchen...“

8



17.10 Konvergenzradius der Ableitung der Potenzrei-
he

Die Potenzreihen

E a,z’ und ( E Va,r’

haben denselben Konvergenzradius.”

BEWEIS: Die Reihe (P’) konvergiert fiir x # 0 genau dann, wenn | va,z”
v=0

konvergiert. Also hat (P’) denselben Konvergenzradius wie die Reihe (P) :=
> va,a?
v=0

Wegen {/|na,| = /n- {/|a,| und lim /n =1 (nach (9.12.3)) sind die Folgen
(\"/ |na,| ) und <\"/ || ) beide unbeschriankt oder beide beschrénkt.
neN

e beide unbeschrankt: Alles hat Konvergenzradius 0 nach (17.9).
e beide beschrénkt: Nach (17.8) gilt:

lim sup {/|na,| = (limsup {/n) - (hm sup v/ |an|> = lim sup v/ |a,|

Also nach (17.9): Konvergenzradius von (P') = Konvergenzradius von
(P) = Konvergenzradius von (P)

17.11 Hauptsatz

o0

Ist 7 > 0 (oo ist zugelassen) der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,x?,
v=0

so wird durch

fi(=r,r) — Rmit f(x Zav

eine differenzierbare Funktion definiert mit

o0

f(x) = Zv c Ay’

v=0

BEWEIS: Die abgeleitete Reihe konvergiert absolut auf (—r,r) nach (17.10).
Daraus folgt die Behauptung nach (16.9).

Beispiel:

9,...ein Ergebnis, das wir gleich ausschlachten werden!“
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e Reihe: = = 14+a+a? 42 +a+ .. fir [z < 1, also ist Konvergenzradius
1.

L =142+ 322+ 423 + ...

o LErstes Differenzieren:
(1-=z)

e Zweites Differenzieren: =24+3.20+4-3x2+42°+ ...

1
[(EmE

17.12 Die Binomialreihe

p
(14+2z)P = Zo<i>x"‘v’p€Ng,]x|<l
p\ _ pp-1p=-2 p—(n-1
n 1 2 3 n

(I14+2)P = (i)xnv lz] <1
0

n—

Die Bionialreihe > 7 ( ):1: hat fiir p € R\ Ny den Konvergenzradius 1.

BEWEIS: Setze a, := (?) |2"]. Dann ist 2 = also

Bzl

— |x|lim‘p__l_z lz| - |—1| = |=|

n

Nach (17.7.2) konvergiert die Binomialreihe fiir || < 1, sie divergiert fir
lz| > 1.

17.13 Hauptsatz
Fiir p € R und |z] < 1 ist

(1+2p fj()

BEWEIS: O.B.d.A ist p ¢ Ny. Erhalte aus (17.12) und (17.11) die Funktion

fz(—LlHRmitf(xhi(i)x und [/(x Zn (7)o

n=0

10



Wegen (2) = £(271) it

3
Il
_

™
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I Il
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i
o

WE

(1+2)f(x) = p-

3
I
o

i
3 |
—_
e N N~
&
3

i
o

M

[
3
WE
Q 7~ N 7 N
N—
&3

3
Il
o

|
i
—
=

Mit g(x) = (1 + x)? ist auch (1 4 x)¢'(z) = pg(z).

<[)' _ fl9-1tg
2

g g

= 15 o f9)

= 1—]|.ix konstant -0 =0
f0) =1

= ¢(0)

Damit sind beide Funktionen gleich: f = ¢

17.14 Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe
um a

1. Zu einer Potenzreihe (P) > " a,(x — a)" gibt es drei Félle:
(a) Konvergenz nur fiir = a (Konvergenzradius 0)

(b) Absolute Konvergenz fiir alle x € R (Konvergenzradius o)

(c) Es existiert » > 0 mit absoluter Konvergenz fiir |z — a| < r und
Divergenz fiir |z — a| > r (Konvergenzdarius r)

11



2. Die Potenzreihen ) > a,(z — a)" und > 2 na,(z — a)"~* haben
denselben Konvergenzradius.

3. Sei r > 0 der Konvergenzradius von (P). Setze D = (a — r,a + 1) (bzw.
D =R falls r = 00). Dann definiere eine (beliebig oft) differenzierbare
Funktion

f:D— Rmit f(z) := ian(:v —a)" und f'(z) = inan(x —a)"!
n=0 n=0

4. In 3. ist a, = L2@ v

n!

an(z —a)" = %(z — a)™ fir ein

5. Vm e N,a#x € D gilt )

xo echt zwischen a und x.

n>m

L~BEWEIS:“ 1-3 sind im Wesentlichen Umformulierungen von (17.6), (17.10)
und (17.11). Nr. 4 folgt aus 2 und 3: f(a) = ao, f'(a) = a1, f’(a) = 2! -
as, f"(a) = 3!+ ag, ...; Nr. 5 folgt sofort aus dem Satz von Taylor.

Bemerkung: Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f und a € Dy
heifst die folgende Reihe Taylorreihe von f um a:

©  r@)(q
Zf ()(J:—a)”

ol
v=0

18 Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

e Betrachte ein Intervall D = [a, b] und eine beschrinkte (spéter stetige)
Funktion f: D — R.

e Betrachte weiter endliche Intervallzerlegungen P = {P; | i € I} (und
I endlich), das soll bedeuten: jedes P; ist ein Intervall, | J P, = D und
PN Py <1 fiir i £ .

a pi1 P2 pn b

%0 X1 W2 i xn-1 N

e Die Liange des Intervalls P; sei d; (in der Anschauung: d; = x; — x;_1),
somit gilt: Xd; = b — a.

12



e Setze weiter m := inf f(D) und M := sup f(D). Entsprechend m,; :=
inf f(P;) und M; :=sup f(F).

e Setze die Untersumme P, := > .m; - d; und die Obersumme P* :=
> M- d;

o Esgilt: m<m;, < M; <M

18.1 Unter- und Obersummen

Fiir jede untere Schranke m von f(D) und fiir jede obere Schranke M von

f(D) gilt:
m(b—a) <P, <P <M(—a)

18.2 Unter- und Obersummen unterschiedlicher Inter-
vallzerlegungen

Ist @ ={Q, | j € J} eine weitere Intervallzerlegung von D, so ist auch die
Menge R der Schnitte R;; = F; N @); eine Intervallzerlegung von D. Zudem
gilt:

BEWEIS: Fiir festes ¢ € I ist {R;; | j € J} eine Intervallzerlegung von P;.
Es folgt d; = > ., di;. Wegen R;; C P, ist m; < my;; und M;; < M;. Erhalte

P, = zijmi-di
— Z(mzj:dj>

j€J

i

< Zmij - di
i,J

= R.<R"

Alles andere analog.

18.3 Unter- und Oberintegral

Jede Untersumme ist eine untere Schranke der Menge aller Obersummen. Jede
Obersumme ist eine obere Schranke aller Untersummen. Fiir das Supremum
[. (Oberintegral) aller Untersummen P, und das Infimum [~ (Unterintegral)
aller Obersummen P* gilt:

13
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m(b—a)SZS/*SM(b—@

DEFINITION: Eine Funktion f heift integrierbar genau dann, wenn'® [* = [
ist.

18.4 Zerlegung in Teilintegrale

Lemma: Fiir a < u < b gilt:

AT

Dasselbe gilt fiir [,. Folgerung: f ist integrierbar auf [a, b] genau dann, wenn
f integrierbar ist auf [a,u] und [u, b].

BEWEIS: Sei Dy = [a,u] und Dy = [u,b] Ist Z; Zerlegung von D; und 2,
Zerlegung von Do, so ist Z := Z; U 25 eine Zerlegung von D und es gilt:
Zr =25+ Z;.

Mit @ = {Dy, Dy} sind diese Z genau die Zerlegung R in (18.2). Es folgt!!:

/ 152 6 (z* | 2}
— mf{Z | Z)+inf{Z| Z)

18.5 Differenzierbarkeit der Stammfunktion

Ist f stetig in uw € D, ist die folgende Funktion differenzierbar:

*

F:D—>]Rmitf:xl—>/fundF'(u):f(u)

Dasselbe gilt fiir [ .

BEWEIS: Sei ¢ > 0. Dann existiert § > 0 mit |f(u+ h) — f(u)] < ¢ (d.h.
fu) —e < f(u+h) < f(u) +¢) fiir alle h € R mit |h| < und u+ h € D.

BEHAUPTUNG: ‘w - f(u)‘ < ¢ fiir alle h # 0 wie oben.

BEWEIS: Fallunterscheidung:

10 ..damit auch alles schén chaotisch wird...”
1 Es ist immer nur eins von beidem sinnvoll, das gilt - egal, was ich sage!”
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1. Fur A > 0: Nach (18.4) ist

u+iik
Flu+h) =
u* u+hi
-/
a u
=F(u)

Wende (18.3) and auf [u, u + h| anstelle von [a, b]. Mit f(u) — e anstelle

von m und f(u) + € anstelle von M. Erhalte

() —e)-h < T < (J(w) +€) -
flu)—e < %ufh < flu)+¢

N ’F(quh});F(u) —f(u)‘ <e

2. Fir h < 0: Wende (18.4) auf [u + h,u] an, erhalte wie oben

u—i—ﬁk

(flu) =) (=h) < / < (f(u)+2) - (—h)

u

u* u+h* u *
(18.4) liefert jetzt: F(u) = | = [ + [ , Rest analog.
a a u+h

18.6 Hauptsatz

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R (mit a < b) ist integrierbar. Die Funktion

b
F:[a,b]—>Rmitx»—>/f

ist eine Stammfunktion (d.h. F' = f) und fiir jede Stammfunktion g von f ist

]fzﬂ@—ﬂ@

15



ZUSATZ: Sei D ein beliebiges Intervall. « € D und f : D — R stetig. Fiir
x € Dmitx <asetze [ :=— [.Dannist F:z+— [ fist F/ = f.

BEWEIS: f ist beschrinkt (nach Analysis1)'. Nach (18.5) hat f eine Stamm-
funktion g. Fir F' wie in (18.5) gilt: F' = g + k mit k := —g(a) konstant.

F
F

~—~

x
b

—~

Q\@ g\@ Q\,v
Il |
K
—~
=
|
Q
—
S

* — —

Q
—~

(o
=

|

Q
—~

s

Damit ist f integrierbar.

BEWEIS ZUSATZ: Darf D = [u, a] annehmen mit u < a. Fiir jedes x € D ist
5= [+ [T Also gilt:

F(z) = / f+F(u)

Wobei [ f nach Hauptsatz: differenzierbare Funktion von = mit Ableitung f.

[

a

Standardbezeichnung;:

12 [verwirrt] Wo ist denn mein Hauptsatz?!
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Die Bezeichnung dx ist sinnvoll, siehe folgende Beispiele:
b b

/thdq: und /Q:L't dt

a a

18.6.1 Beispiel

Beispiel: D = [0,b] mit 0 < b, Sei f: D — R definiert durch f(z) =sin < fiir
x # 0, definiere einfach so f(0) := 5. Also existiert lim,_o f(x) nicht! Fiir
0 <a<bist f auf [a,b] integrierbar, da stetig.

Aufserdem (nach (18.3)) ist

a a*

(—1)(a—0)§/ s/ < (a—0)

0%« 0
Also [ — [ < 2a. Es folgt:
0 0

*

*

O/b

O\..@
1%
—
_l_

b* b
[-] -
0 0 «
Also ist f integrierbar. Merke: Beim Integrieren kommt es auf die Endpunkte
des Intevalls nicht an. Allgemeiner: Auf endlich viele Punkte kommt es nicht

an wegen f;on =3y, f;zz_l Insbesondere: Stiickweise stetige Funktionen sind
integrierbar.

18.7 Uneigentliche Integrale

VORAUSSETZUNG: Sei D := [a,b), f : D — R, integrierbar auf [a, u] fiir alle
u€D.

DEFINITION: Falls der Limes existiert definiere:

/f—}gnb/f

17



Dabei ist auch b = 400 zugelassen. Analog fiir D = (a, b], wobei auch a = —o0

erlaubt ist:
b b
/ f=1lm [ f

Fir f : (a,b) — R wahle ein beliebiges ¢ € (a,b) und definiere entsprechend

C

a/bf:/f+jf

a

18.7.1 Beispiel

Das Integral

existiert fiir jede Zahl s > 1. Denn:

u
u

dx -1 1 1 1

i ) — (1=

s s—1 z5-1 s—1 us—1
—_——

1

Stamm funktion 1

18.8 Das Integralkriterium fiir Reihen

VORAUSSETZUNG: Sei a € R, f: R>, — R, zudem f monton fallend und
I:={[F.

BEHAUPTUNG: Die Reihe ), f(a + n) konvergiert gegen eine Zahl Z
zwischen [ und f(a) + I

BEISPIEL: Seia =1, f(z):=%,s>1,1 = Dannist Z =3 " - und
L <Z7<1+ 4

BEMERKUNG: ( : s +— Z ist die Riemannsche Zetafunktion BEWEIS:
Schreibe wieder [ statt [ f. Setze fiir m € N:

m a+m
Sm 1= Zf(a—i—m) und [, := /
n=0

a

18



Wegen f > 0 ist I = sup{l,, | m € N} und es geniigt der Nachweis von
Iy < 81 und s, < f(a)+ I,,. Nach (18.3) ist fiir alle n > 0 (wegen monton

a+n+1
fallend): f(a+n+1) < [ < f(a+n). Weiter (nach (18.4)) ist
a+n
m—1 atntl m—1
I, = Z / SZf(a—i_n):Sm—l
n=0 n=0
a+n
m—1 atntl m—1
I = > flatn+1)=sn—f(a)
n=0 atn n=0

=S, < I,+ f(a)

18.9 Triviale Folgerungen

Folgerungen aus der Definition der Ober- und Unterintegrale; seien f,g :
[a,b] — R beschrankt und k € R.

. f>g=["f>["gund [ f>[g
2. f>20= ["f>0,/[ fgeq0

3. k>0= ["kf=k[ fund [ kf=F]
k<0= ["kf=k[ fund [ kf=Fk][

4 [Tf+g<["f+["g
Lr+9=[f+ g

Somit ist mit f und g auch f + g integrierbar, wobei [ f+g= [f+ [g;
und fiir jede reelle Zahl k ist auch kf integrierbar mit [kf =k [ f.

*%

f
f

18.10 Stetigkeit der Stammfunktion

1. Die Funktion F in (18.5) sind stetig, sogar gleichméfig stetig, sogar
Lipschitz-stetig, d.h. es existiert L > 0 mit

[F(z) = F(y)| < Lz —y| Va,y € D = [a,b]
2. Ist f stetig in w € D und f(u) > 0 sowie f(x) > 0V x € D, so ist
b
| f>o.
BEWEIS:
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1. D = [a,b], f: D — R beschrinkt, F(z) = [ f (bzw. Unterintegral).

a

y
Sei x <y, dann ist F(x) — F(y) (2 [ f. Zudem ist

m(y—w)é/fSM(y—x)

x

Es folgt

y*

/f’Smwﬂ%LWMAy—@

T L

2. Es existiert ein Intervall P positiver Lénge [p mit f(z) > gV x € P
fiir ein ¢ > 0. Sei P eine Zerlegung von D = [a,b] mit P € P. Dann ist

18.11 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Integral-
rechnung

e VORAUSSETZUNG: Sei f : [a,b] — R stetig. m = min f(D) und
M = max f(D) (existieren nach (11.6.2))

BEHAUPTUNG: Gewohnlicher Mittelwertsatz'3: Es existiert v € D mit

f=fw)-(b-a

e VORAUSSETZUNG: Sei zuétzlich g : D — R integrierbar mit g(z) >
OVzxeD.

BEHAUPTUNG: Verallgemeinerter Mittelwersatz: Es existiert u € D
b

b*
mit [ fg= f(u)- [ ¢ (analog fiir ein v’ fiir [ )

a

BEWEIS: Wegen mg < fg < Mg ist

13 Anekdote aus seiner Vorlesungezeit... ,Das war das letzte Mal, daf ich das Maul
aufgemacht habe!*
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b b* b
m-/gé/fg§M~/g

b
Darf also G := [ g # 0 annehmen, sogar G > 0. Erhalte

Mit Zwischenwertsatz ((11.6.1)) existiert u € [a,b] mit f(u) = & [* fg

e Bemerkung: Man kann zeigen: Aus der Integrierbarkeit von f und g
folgt: fg ist integrierbar.

18.12 Die Taylorformel mit Integral

VORAUSSETZUNG: Sei D Intervall, f : D — R sie (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, sei a € D, n € Ny. Definiere R := R, ;1 = R,1(x) fir z € D
durch

n @) (q ) "(a ") (g
) = (Z fz—'() Az — a)l> +R = f(a)—l—%(x—a)qt...%—f n'< >($—a)”+R

BEHAUPTUNG: R = f(’” D" pnt)(¢) gt

BEWEIS: Induktion nach n:

e Induktionsanfang: f(z) = f(a) + ff’(t)dt (nach (18.6), denn [’ ist

stetig)
e Induktionsannahme: Sei also n > 1 und R, = | % fM(t) dt

e Induktionsschluf: Fiir g, (¢) := &= ist gy, = —¢gn—1. Die stetige Funk-

tion g, f™*Y (auf D) hat eine Stammfunktlon F. Dann ist

n / n n n n
(F_gnf( )) :gnf( +1)_gn'f( H)Jrgnfl'f():gan()
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Es folgt mit (18.6):

(F —On- f(n)) ‘Z = /gnlf(n) = Rn

= Fl@) = Fla)+ " ()
- / 00+ Lt
G _,“) £ (a)
n.
18.13 Riemannsche Summen
Betrachte Funktion f und Zerlegung
a| pl | pz | - | Pﬂ I:|J
%0 Pl X2 -1 h

P, =lai_1,a;], P ={P,..., P,} Zerlegung von [a, b]; d; = a; — a;_;. Betrachte
Riemannsche Summen

i=1

Dann gilt:
P. <SP

DEFINITION: Feinheit von P :=max{d; | i =1,...,n}

b
SATZ: Genau dann ist f integrierbar auf [a,b] und es existiert damit [ f,

wenn ein [ existiert, so daf zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit |[S — I| < ¢
fiir alle Riemannschen Summen S zu allen Zerlegungen P mit Feinheit < §.

18.14 Stammfunktion auf (nicht-)kompakten Intervall
VORAUSSETZUNG: f,g: [a,b] — R stetig, ¢ = f auf (a,b)
BEHAUPTUNG: ¢’ = f auch auf [a, b]

BEWEIS: Existiert die Stammfunktion ' von f nach (18.6). Dann ist F'(z) =
f(z) fur alle z € [a,b]. Dann existiert ¢ € R mit F(z) + ¢ = g(z) fiir alle
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x € (a,b). Ersetze F' durch F + c¢. Dann ist F(z) = g(x) fiir alle z € (a,b).
Zudem ist g(a) = lim,_., g(r) = lim,_, F(x) = F(a), analog fiir F'(b).!*

19 Bestimmung ,des unbestimmten Integrals*
einer Funktion

Sei f: D — R. Gesucht: Funktion g : D — R mit ¢’ = f. Schreibe [ f =g
oder [ f(z)dz = g(x) oder [ f(x)dx = g(x) + ¢ (c konstant). Nenne g
unbestimmtes Integral von f. Gegenstand von (18) war das bestimmte Integral.
Einfachste Ingegralrechenregeln:

/f1+f2:/f1—|—/fgund /kf:k/f (k e R)

19.1 Integrationsmethoden
19.1.1 Partielle Integration
REGEL: Aus der Produktregel (fg) = f'g + fg' folgt:

/fg’zfg—/f’g

1. [ze*de =xe* — [e"dx = (x —1)-¢"

BEISPIELE:

2. [2?e” dr = z?e” — [ 2ze” dv = (2°—2x+2)-e” (und analog fiir beliebige
J a"e* dx)

3. [ -coszdr =z -sinz — [sinzdr =z -sinz + cosz

14 Warum ist die Funktion stetig? Weil sie differenzierbar ist! Wenn man keine Antwort
weilt, stimmt diese Antwort in 70% der Falle!*
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4. Auf (—1,1) (und damit nach (18.14) auch auf [—1, 1]) gilt:

/ﬂdag:ml’—/zm

f/

Zz
— A1 — 2. _
- v “/m‘”

_ mer/(ﬁ—m) dz

dx
=2- | V1—-22dz = V1—-22-02+ | ——
/ V1—22

= V1—22.-24 arcsinz

ANWENDUNG von Beispiel 4: Flacheninhalt eines Halbkrelses mlt dem Radius
1 um den Ursprung ist gleich ( V1—2? + arcsin x | L= (arcsin 1 —

arcsin —1) = 7

19.1.2 Integration durch Substitution

Um [ f(z)dz zu bestimmen, setze fiir x irgendeine Funktion einer neuen
,Variablen teln ersetze dx durch L. dt, bestimme das Integral [ f(z d“”dt
und driicke dann wieder ¢ durch x aus

BEGRUNDUNG: Seien D, D* Intervalle, f : D — R und ¢g : D* — D bijektiv,
differenzierbar und ¢'(t) # 0 V ¢ € D* mit Umkehrfunktion v : D — D*.
Sei weiter G Stammfunktion der Funktion t — f(g(t))g'(t). Definiere zudem
F: D — R durch x — G(u(x)).

BEHAUPTUNG: F' = f
BEwWEIS?: F'(z) = G'(u(z)) - v'(x) = f(g(u())) - g'(u(x)) - u'(z) = f(z)

BEISPIEL:

15 Die Tafel harmoniert nicht so ganz mit der Kreide!*
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1. [ V1 —2?dz. Substituiere'® x = sint. Also: fl—f = cost. Erhalte!”:

/\/1—x2d:z: = /\/1—sin2t~costdt

= / cos?tdt
1 1

1
= 5 arcsin x + — sin 2t

sint - cost
<~

T 122

DN — |

= 5 arcsin r +

19.1.3 Partialbruchzerlegung

Integration rationaler Funktionen % (mit h, f Polynomfunktionen) mittels

Partialbruchzerlequng. Es geniigt der Fall'® grad h < grad f. Dann existieren
Polynome h*,r mit

h=h*f+rund gradr < grad f (Division mit Rest)

VORAUSSETZUNG: K ist Korper, f € K[x] Polynom, normiert; f = f;--- f,
und f; = p" mit e; € N und py, ..., p, normiert, irreduzibel und paarweise
verschieden. 0 # h € K|[x].

BEHAUPTUNG:
1. Es existieren hy, ..., h, € K[z| mit grad h; < grad f; und es gilt:
h_ b he by
/A FE R

2. Sei nun n = 1. Setze p = p;, e = e;. Dann existieren uq, ..., u. mit
grad u; < gradp und es gilt:

h  uw  us Ue
fp o pe

3. Zusatz: die h; und u; sind eindeutig bestimmt

16 . .genial, wie ich bin..."

17mit Additionstheoremen cos 2t + 1 = 2 cos?t und sin 2t = 2sint cost
8definiere hierfiir grad 0 = —1
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BEWEIS:

1. Definiere Polynome g, ..., g, durch

/
g =\1fi="+
g fi

Polynome g1, ..., g, sind teilerfremd!®. Man kann h; wihlen, so daf gilt:

Also gilt:

Die h; kdnnen so gewéhlt werden, dafk grad h; < grad f; ist, denn mit
Division von h; in h; = q; f; + r; erhdlt man

h - - T
i q; + —
T2t

Falls s # 0, so ist

/
h= sf + =
~— Z fz '
grad>gradf — “=—a——
grad<gradf

Damit ist s = 0. Somit sind die h; gefunden wie gewiinscht.

2. Es ist f = p°. Schreibe h = gp + r mit gradr < gradp. Dann ist

% = % + ple. Im Falle ¢ = 0 ist nichts zu zeigen, bei q # 0 ist

gradq = gradh —gradp
< grad f —gradp

e—1

= (e—1)-gradp = gradp
Weiter mit Induktion nach e.
3. Beweis siehe Lineare Algebra

Irreduzible Polynome tiber R haben einen grad 1 oder grad 2 (Beweis spéter).
Damit wird die integrierbare rationale Funktion zuriickgefiihrt auf folgende
Fille:

19 Ich bin so klein, die Tafel ist so grof...
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1) [ m dz
)faﬁéﬁwdx
3) J (xQJ:z—;irb dx
Dabei ist 224+ax+b irreduzibel iiber R. Wegen 2?+ax+b = (Jc + %)24— (b = ‘%f)

ist b — % > 0, also 22 + ax + b = (x—l— %)2 + d? mit d > 0. Es geniigt also,
statt (2) und (3) folgende zu betrachten:

) J ey do

(8) | ity do

Dabei kann noch @ = 1 angenommen werden, da 22 + a? = a? ((§)2 + 1).
Zudem laft sich bei (3') das ¢ durch Fall (2') erledigen. Damit ergibt sich:

(2”) fmdx

(3") J e

Die Funktion log |z| ist auf R\ {0} definiert und hat die Ableitung 1. Damit
gilt fiir die Falle (1), (2”) und (3"):

. log|x +a|l falls m=1
) f (xﬁa)m - {

_T11 . (:eral)m*l falls m > 2

(2//) f (xZizl_)m =

arctg x falls m=1
sy - (et + J ) falls m>2

log(z?4+1) falls m=1
2z —
3") J o 4 = { =t L falls m > 2

m—1 (z2+1)m-1

BEISPIEL:
1. Sei f(z) = (x —1)*- 2% (z* + 1)* und h(z) mit grad h < 9. Dann ist
h(z)  a b c d e u v

= + 4=
flx) z-1 (x—1)2+(x—1)3+e+$2+x2+1+(x2+1)2

mit a,b,c,d, e € R und u,v Polynome vom Grad < 1. Weiter:

U B S n tx
24+1 2241 2241

mit s, € R und analog fiir v.
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2. konkreter: —1— = (z—21(:0 5 ergibt

@2)
a+ b n c
rx—2)(x+2) x x—2 x+2

e Multipliziere mit x, setze x = 0, erhalte a = —}l.
e Multipliziere mit (z — 2), setze 2 = 2, erhalte b = 3.
e Multipliziere mit (x + 2), setze x = —2, erhalte ¢ = %.

Entsprechend:

[5s-(3 2 G [7) ([ 7)

3. Sei (;;-1):26% gegeben. Dann ist in den reellen Zahlen die folgende
Zerlegung moglich:
3 b d
: - ¢ + +Cx+ mit a,b,c,d € R

(x—=1)2%22+1) (z—-1) (z—-1)2 (2241
In den komplexen Zahlen:

v ° 4 b +— 4 ! it a,b € Rund s,t € C
= mit a und s
(x—1)2%22+1) (z—1) (x—1)2% z+i x—1 ’ ’

e Multipliziere die Gleichung mit (x — 1)? und setze z = 1, erhalte
_ 1

b=3

durch weiteres Einsetzen bzw. Multiplizieren erhalt man direkt Wer-

te oder Gleichungssysteme fiir die Variablen a, b, ¢,d bzw. a, b, s, t:

2 =alz —1)(2*+1) +bz* + 1) + cx(x — 1)* + d(x — 1)?

Konstante Glieder der Gleichung: 0 = —a +b+d
Glieder der Potenzen 1, 2...
Glieder der Potenz 3: 1 =a+c¢

19.2 Das Lebesguesche Integrabilitatskriterium

DEFINITION: Eine Menge X heifst Nullmenge, wenn zu jedem ¢ > 0 offene
Intervalle X, X5, X3, ... existieren mit X; = (a;,b;) und > o (b —a;) < ¢
(die Menge der rationalen Zahlen und jede abzéhlbare Menge reeller Zahlen
ist eine Nullmenge!). SATZ: Genau dann ist die beschrinkte Funktion f :
[a,b] — R integrierbar, wenn die Menge A = {z € [a,b] | f nicht stetig in z}
eine Nullmenge ist. BEWEIS: siehe Zusatz-Vorlesung
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20 Gleichmafige Konvergenz

20.1 Definition gleichméfsige Konvergenz

Betrachte?® Folge fi, fa, f3, ... oder eine Reihe f; + f5+ f3+ ... von Funktionen
fn D — R mit Grenzfunktion f, d.h.

n—oo

fle)=1lim fy(x)V2 €D bzw.f(x) =Y fulx)VzeD
n=1
BEISPIEL: f,(x) = 2" fiir D = [0,1] und
1 falls z=1
)= { 0 falls =z <1

Dann ist f = lim,, ., f,. Jedes f,, ist stetig, aber: die Grenzfunktion f ist
nicht stetig.

DEFINITION: Eine Folge (f,),cy konvergiert gleichmdfig genau dann, wenn
fir alle € > 0 gilt: | f(z) — fu(2)| < € fiir fast alle n und alle z € D.

DEFINITION: Eine Reihe Y >, f, konvergiert gleichméfig gegen f genau
dann wenn |f(z) — Y1, fi(z)| < e fir fast alle n und alle z € D.

20.2 Stetigkeit der Grenzfunktion

SATZ: Der gleichméfige Limes einer Folge oder Reihe stetiger Funktionen ist
ebenfalls stetig.

BEWEIS: Sei f = lim, . f, gleichméafiger Limes, seien die f, stetig. Sei
a € D und € > 0. Dann existiert n € N mit

|fu(x) — f(x)| <eV2zeD
Da f, stetig ist, existiert 4 > 0 mit
|fu(a) = fu(x)| <eVz € Dmit |[x —al <0
Fiir diese z folgt:

[f(a) = F(@)] = |f(a) = fula) + fula) = fu(2) + fulz) = f(2)]
< |f(a) = fula)| + | fula) = fu(@)[ + [ fnl(2) — f(2)]

< €4+e4+e=3-¢

20Kommentar zum begrenzten Tafelplatz: ,In der Beschrinktheit zeigt sich erst der
Meister!*
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20.3 Vertauschen von Integral und Limes

VORAUSSETZUNG: Seien f, integrierbar auf D = [a, b]. Konvergiere (f,,)
gleichméfig gegen f.

neN

BEHAUPTUNG: f ist integrierbar mit

b b

/ lim f, = hm fn

n—oo
a a

BEWEIS: Sei € > 0. Dann ist | f(z) — f.(z)| < € fiir alle z fiir fast alle n, d.h.

fale) —e < f(z) < fulz) +e
Damit ist f beschrankt. Mit (18.9)(a) folgt:

fumoz <[ = s
[h-ev-as<[i<[ i< [nee0-0

und es folgt: . ,

[i=[tjzc-a=[1=[1

/f — /fn < €2+ (b — a)fiir fast allen

Damit ist

und zudem

20.4 Vertauschen von Ableitung und Limes

VORAUSSETZUNG: Seien fi, fa, ... stetig differenzierbar auf [a, b, konvergiere

(f1),en gleichmibig und konvergiere (f,(20)),,cy fUr ein g € D

BEHAUPTUNG: (fn),cy konvergiert gleichmékig mit
/
(lim fn> = lim f}
n—od n—od
Fiir Reihen analog: Y >, f,, konvergiert gleichméfig mit
n / n
<lirn Zf) = lim » " f/
n—oo p n—oo v
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BEWEIS: Sei g, := f] stetig. Damit ist g, := lim, . g, stetig. Fir jedes
z €D = [a,b] gilt:

x xX
n—00
xo zo

Nach Hauptsatz (18.6) gilt:

T

[ o0 = @) fola)

o

Also konvergiert (f,(z)),cy fiir jedes x € D, Erhalte f(z) = lim,_ fy(2).
Mit k,, := fn(xo) und k := f(zo) folgt:

x

/ng(x)—k

Zo

Nach Hauptsatz der Integralrechnung (18.6) gilt:
(f=k)'=9=f=yg

Es bleibt zu zeigen: (fy),, oy konvergiert gleichmdfig. Sei e > 0. Wir haben

F(2) = fulw)] = jg‘/%+k‘“

< | [to—a)|+1h =k
——
o <effan
—_——
<effan V yeD

T
:>/g_gn S €'|£L'—CL‘0|
xo

< e-(b—a)

Erhalte |f(z) — fu(x)| < e(b — a) + ¢ fiir fast alle n., damit ist f der gleich-

méfige Limes von (fy),cn-

20.5 Cauchy-Kriterium fiir gleichmafiige Konvergenz

SATZ:
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1. Fiir Folgen: (f,),cy gleichmébig konvergent genau dann, wenn fiir alle
e > 0 fiir fast alle p, ¢ und alle z gilt:

|fp(x) - fq(x)| <e

2. Fiir Reihen: > f, gleichméfig konvergent genau dann, wenn fiir alle

v=0
e > 0 fiir fast alle m, p und alle = gilt:

prﬂ'(x)

<eg

BEWEIS: Teil 1 geniigt.

»<" Fiir festes x ist (fy(7)), ey Cauchyfolge, konvergiert also. Setze f(z) :=
lim,, oo fn(x). Sei € > 0, es existiert n mit |f,(x) — f,(z)| < ¢ fiir alle
p,g=n.

BEHAUPTUNG: |f(z) — f(2)| < 2¢ fiir alle z und p > n.

Waihle dazu bei festem x die Zahl ¢ > n so, dak |f(z) — f,(z)] <e. Es
folgt:

|f(x) - fp(x)| = |f(z) - fq(x) + fq(x) - fp(x”
|f(z) = fo(@)| + | fo(@) = fp(2)]
2¢e

IAINA

»= Sei f = limy, oo (fn),en und € > 0. Fiir fast alle p, ¢ ist

|f(x) = fp(z)| <eVaund |f(z) — fy(z)| <eVa
Also:
|fo(@) = fo(x)] = [f(@) = fo(z) + fplz) — f(2)]

= |f(x) = fo(@)| + [fp(z) — f(2)]
2e

IN

20.6 Weierstrass-Kriterium

Eine Funktionenreihe ) f, konvergiert gleichméafig, falls L,, > 0 existieren
v=0
mit
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e > > L, konvergent
o |/u(@)] < Ln ¥ n,x

o
Dann heifst Y f, normal konvergent.
v=0

BEWEIS: Sei € > 0. Dann existiert ¢ mit Zflo:q L, < e. Erhalte

D> friil@)

< Z |fp+z‘(x)|

m
< Y Lpu<e
i=1

fir alle p > ¢ und alle m. Wende (20.5) an. BEISPIEL:

1. Eine Potenzreihe i a,x” mit Konvergenzradius r ist normal konvergent
auf D = [—a, d] fiviioalle ae (0,7)
BEWEIS: es existiert y mit a < y < r. Setze L,, = |a,||z"|, dann ist
lana™ < L, Vx € D. Wegen |z| < |y| ist i L, = i la,y"| konvergent.
v=0 =0
o0
2. Die Reihe Zo -+ sin(v?z) ist normal konvergent mit L, = 5. > co-5

konvergiert:nach (18.8).

3. Die Tagaki-Funktion, seien f, definiert durch folgenden Graphen:
BEHAUPTUNG:

flx) = Z fa(z)  gleichmakig konvergent
n=1

BEWEIS: Wende das Weierstrasskriterium an mit L, mit L, = %4_"

(3" Ly, ist geometrische Reihe mit ¢ = 1), also: f ist stetig (20.2).
Aber: f ist nirgends differenzierbar.

BEWEIS: Sei 2 € R. Definiere Nullfolge (h,),,cy: Wéhle h, = £347",
so dak f,, zwischen x und x + h,, linear verlauft. Das gilt dann auch fiir
alle fi mit £ < n, und es folgt:

fe(x + hn) — fi(2)

= +1
ha,
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Wire f in x differenzierbar, so wire

o) — i L) = 1)

n—0o00 hn

Es ist aber

foth) = @) fulatln) = o)
n EI

k n+1

-~

:I:l:tl...:tl (¥)=0

Das ist jedoch ein Widerspruch, der Limes existiert also nicht, da
+1+ 1+ ...+ nicht konvergiert.

BEWEIS der Behauptung (x): f,, ist periodisch mit Periode 47", f; ist
periodisch mit Periode 47% = %4_" fiir ein z € N, also: f; periodisch

mit Periode 47". Damit ist f,,.; periodisch mit Periode h,,, damit auch
fir fiir alle k > n+1, d.h. f(x+h,) — fi(z) =

21 Normierte Raume

21.1 Definition

e DEFINITION: Ein normierter Raum (iiber R) ist ein R-Vektorraum
V' zusammen mit einer Normfunktion N : V — Rs,. Normfunktion
bedeutet: Fiir alle v,u € V gilt:

1. Nw)=0<v=0
2. N(kv)=|k|Nv)VkeR
3. N(u+wv) < N(u)+ N(v)

Ubliche Bezeichnung fiir N: |v| oder ||v|

e Ein normierter Raum V ist auch ein Metrischer Raum: d(u,v) :=
N(u — v) ist eine Metrik auf der Menge V' (folgt genau wie fiir V= R).

e DEFINITION: Normen N, N auf V heifsen dquivelent genau dann, wenn
r,r’ > 0 existieren mit

N@) <r'N'(v)AN'(v) <rN@w)VveV
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Aquivalente Normen fithren zu demselben Umgebungsbegriff, also zu
demselben Konvergenzbegriff in V:

U(v)={ueV | Nu—-v)<e}C{ueV | N(u—v)<re}=U..(v)

Das gilt auch fiir Cauchyfolgen und gleichméfige Stetigkeit.

21.2 Die Supremumsnorm

e Sei B(D,R) die Menge der beschrankten Funktionen f: D — R (also
ein Teilraum von F(D,R)). Die Supremumsnorm auf V' = B(D,R) ist
definiert als:

IFIF=1fllp = sup{lf(x) | = € D}
Bemerkung: Man kann R™ als F({1, ..., n}, R) auffassen, dann ist || f|| , =
1/l

e Frage: Was bedeutet lim,, ., f,, = f fir f, fi, fo,... € B(D,R)?
Ve>0ffan :|f—fu <e

Nach (20.5) gilt: Eine Folge (f,), oy konvergiert in B(D,RR) genau dann,
wenn fiir alle

Ve>0ffapq: “fp - fq” <e€
Das bedeutet: (fy),, oy ist eine Cauchyfolge; jede Cauchyfolge in B(D,R)
konvergiert und damit ist B(D,R) vollstéandig.
e DEFINITION: Ein Banachraum ist ein vollstandiger, normierter Raum.

SATZ: In jedem Banachraum gilt: Wenn eine Reihe absolut konvergent,
ist sie auch konvergent. Fiir B(D,R) ist das das Weierstrass-Kriterium

(20.6).

e Sei D = [a,b]. Dann ist C(D,R) die Menge der stetigen Funktionen f :
D — R ein Teilraum von B(D,R) (Satz von Minimum und Maximum).
Auferdem ist C(D,R) ist ebenfalls ein Banachraum, denn nach (20.2)
ist lim,, . f; stetig fiir jede in B konvergente Folge (fy,), ey mit f, € C.

e Sei D = [a,b]. Dann ist R := R(D,R) die Menge der integrierbaren
Funktionen f: D — R

LEMMA: Die Abbildung
b
R — Rmit f+— /f
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ist stetig.
BEWEIS: Sei € > 0 und f € R. Gesucht: Ein § > 0 mit

b b

/—/g <eVgeRmit [|[f—g|l, <6

a a

Mit ¢ := ;= gilt: Aus |(f —g)(z)] < dV 2 € D folgt:
(b—a)d=c¢

j(f—g)‘ <

21.3 R" als normierter Raum

Definiere Normen fiir R":

e 1-Norm: ||(a1,...,a,)|; = Z?:l |a,]

e 2-Norm: ||(aq, ..., an)|ly, = 2?21 |aj|2

o (p-Norm: [[(a, ..,an)ll, = {/3 25— |a;[")
e oco-Norm: ||(ay, ..., an)||, = max{|a;| | i =1,...,n}
Bemerkung: Vv € R" gilt:
1]l < llvlly < lolly <7 lvll,

Also: Diese drei Normen sind dquivalent?!, aber die 2-Norm ist die Standard-
norm auf R”, da [|al, in R™ die Distanz zwischen 0 und a angibt und |ja — b,
die Distanz zwischen a und b.

21.3.1 Konvergenz in jeder Komponente
Sei V- =R", sei [|v]| = [Jv]], fiir p € {1,2, 00}

e Sei (;);en eine Folge in R™ Schreibe x; = (21, i2, ..., iy ). Genau dann
konvergiert (z;);en gegen a = (ay,...,a,), wenn lim; .. z;; = a; fir
j7=1..n.

BEWEIS: Es geniigt, die oo-Norm zu betrachten.

2lspiter folgt noch: alle Normen des R™ sind dquivalent
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»<" VORAUSSETZUNG: lim; .o 2;; = a; fir alle j = 1,...,n. Sei e > 0.
Fir j =1,...,n und fast alle ¢ ist |a; — z;;] < € Fiir diese ¢ folgt:

la — zi|l, = max|a; — ;| <e

»= VORAUSSETZUNG: lim; o z; = a. Sei € > 0. Dann ist ||ja — x;|| <
e fiir fast alle 7. Allgemein gilt fiir alle drei Normen: ||(rq, ...,7,)| >
|r — j| fiir j = 1,...,n. Es folgt:

laj — | < |la —z;|| < effai

e Analog gilt fiir einen metrischen Raum M und fiir Funktionen f : M —
R™:

lim f(z) = (a1, ...,a,) © lim fj(x) =a; Vj € {l,...,n}

r—Uu T—Uu

Dabei sind fi, ..., f,, die sogenannten Koordinatenfunktionen von f,
definiert durch f(z) = (fi(x), f2(x), ..., fu(x)). Zudem: Genau dann ist

f stetig, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.

e Eine Folge (z,,),,cy ist Cauchyfolge genau dann, wenn (2,;),.y Cauchy-
folge ist fiir jedes i € 1, ..., n.

21.3.2 Vollstandigkeit
R™ ist vollstandig.

21.3.3 Bolzano-Weierstrass

In R™ gilt der Satz von Bolzano-Weierstrass, d.h. jede beschrinkte Folge und
jede beschrinkte unendliche Teilmenge hat einen Haufungspunkt. Andere
Formulierung: Jede beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge ist folgenkom-
pakt.

BEWEIS: Sei X C R" beschrankt, abgeschlossen. Dann existiert » > 0 mit
|lz|| <rVaxe X. Setze W ={(ay,...,a,) € R"| |a;] <rV i} (sozusagen ein
n-dimensionaler Wiirfel um den Ursprung). Dann ist X C W. Es geniigt zu
zeigen: W ist folgenkompakt (denn X abgeschlossen).

Sei also (2,,),,cy eine Folge in W. Will (21.3.1) anwenden. Dann ist (2p1),,cy
eine Folge in [—r, 7], hat also einen Haufungspunkt a; in [—r, 7] (denn R ist
folgenkompakt). Dann ist a; Limes einer Teilfolge.

Ersetze (1,,),cy durch die entsprechende Teilfolge. Dann ist a; Limes der
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Folge (2n1),,cy- Analog fiir (2,2),,cy. ersetze (x,),, oy durch eine Teilfolge, so
dak ay = lim,, o 0 € [—7, 7] existiert.
Ersetze analog fiir alle Koordinatenfolgen die Folge (xy,),,.y durch eine ent-

sprechende Teilfolge, bis ay, ay, ..., a, € [—r,r| existieren mit (nach (21.3.1)):

(a1, ...,a,) = lim z; = lim (21, ..., Tip)
—00

1—00 %

21.3.4 Satz vom Maximum und Minimum

VORAUSSETZUNG: X C R", beschrankt, abgeschlossen, nicht leer. f: X —
R stetig.

BEHAUPTUNG: f(X) hat ein Maximum und ein Minimum. BEWEIS: X
ist folgenkompakt nach (21.3.3), also ist f(X) folgenkompakt (11.7), somit
beschrankt und abgeschlossen (gilt allgemein in metrischen Rédumen).

21.3.5 Aquivalenz aller R”-Normen

SATZ: Alle Normen eines endlich-dimensionalen R-Raumes sind &quivalent.

BEWEIS: Es gentigt, R” zu betrachten. Sei N eine Norm auf R"™ und ||-|| die
oo-Norm, es geniigt zu zeigen: N ist dquivalent zur oo-Norm.

Setze ¢ = > | N(e;). Fir x = (@1, ..., z,) = >, x;e; folgt:

N(z) < ZH:N(xl-ei)

i=1

= D |zl Ne)
i=1

< max{|z|| i=1,....,n}- zn:N(ei)

= ||zl -cVxeR" -

c¢>0,dan>1,dh R"#0. Wende (21.4) an, fiir alle z,y € R" gilt:
IN(z) =N <Nz —y) <c-z—yl

Also: N : R® — R ist Lipschitz-stetig?? mit L = ¢ beziiglich der co-Norm.

Setze W = {x € R™| ||z|| = 1}, W ist beschriankt und abgeschlossen. Damit
hat N(WW) ein Minumum N (u) =: d (nach (21.3.4)).

22 .. das ist das Tollste, was es so an Stetigkeit gibt!“
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Wir haben d > 0, denn sonst wire u = 0, also 0 = ||u|| = 1.Fiir jedes Element

0# 2 € R” gilt:
T
N@) = N (H:cH - m)

> =l - d

Erhalte:
d-|z]| < N(z) <c-[lz|| Vo eR"

Also ist die Normfunktion N adquivalent zur co-Norm, damit sind alle Normen
aquivalent.

21.4 Allgemeine Regel fiir normierte Raume

In normierten Raumen gilt:

[zl =Nyl < ll= =yl

Besser:
el = llyll| < e =y

Diese Ungleichung bedeutet: Die Abbildung V' — R mit « + ||| ist Lipschitz-
stetig mit L = 1.

BEWEIS:
Iz = lly+z—yl
< |yl + llz =yl
= llzll = vl < llz =yl
=yl =zl < lly—=ll
= |z —yll

21.5 Vollstandigkeit jedes endlichen normierten Raum-
es

Jeder endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Raumes ist abgeschlos-
sen.
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21.6 Differenzierbare und Integrierbare Funktionen
Sei f: D — V (wobei D C R und V ein normierter Raum).

e Jedes x € D sei Haufungspunkt von D. Definition: Falls der Limes
existiert, ist

fa)=lim s (a4 B) — (2)

e Sei D = [a,b] und I € V. Definition®:

b

—_——

Riemannsche Summe

fiir jede Zerlegung P = {P; | i € I} von [a,b] mit der Feinheit*! klei-
nergleich § und jede Wahl von z; € P,.

e Sei V = R". Analog (21.3.1) ist f genau dann differenzierbar bzw.
integrierbar, wenn die Koordinatenfunktionen fi, ..., f,, es sind, und es
gilt:

f'(@) = (fi(), ... fi(x)) und /bf= /bfl,---,/bfn

Die einfachsten Grundregeln bleiben richtig, ebenso der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Weiter?>:

' = 0= fkonstant

21.7 Skalarprodukt
Sei V' ein R-Vektorraum.

e Ein positives definites Skalarprodukt auf V' ist eine symmetrische bili-
neare Abbildung

f:VxV —=Rmit f(v,v) >0Vv e Vund f(v,v) =0 v=0

Bezeichnung: (u,v) oder u - v.

Zvergleiche hier mit (18.13)

Malsod; = |P| <6 Vi

25 Wenn Sie sich nicht erinnern: Der Mittelwertsatz besagt, daR irgendso’n Punkt existiert,
fiir den irgendwas gilt...”
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e Standardskalarprodukt auf R™:

(a1, ..oy ap) - (b1, ..., by) = Zaibi
i=1
e Fiir jedes Skalarprodukt gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
(w)? < (uu)(vv)  baw.  (u,0)* < (u,u) (v,v)
und folgendes ist eine Normfunktion auf V:
o]l = Ve
wobei dies im Falle des Standardskalarprodukts die 2-Norm ist. Dabei:

Juv] < lul] - [lvll

e Noch ein Beispiel?®: Sei V' = C([a, b], R) (Menge der stetigen Funktionen
von [a, b] nach R). Definiere

(f.9) = /bfg

Dann ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
b
/ fg
7

Die daraus abgeleitete Norm ist die Lo-Norm?7:

b

HENNE

a

Z6heachte (18.10)(b)
2"Tn den Ubungsaufgaben kam die L;-Norm vor!
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22

Die komplexen Zahlen

22.1 Definitionen

C ,=* R? mit folgender Multiplikation mit Einselement (1,0):

(a,b) - (a',) := (aa’ — bb',ab’ + ba’)

sidentifiziere“ a € R mit (a,0), dann ist (a,b) = (a,0) 4+ (b,0)-7 = a+bi

Die komplexen Zahlen bilden einen Korper C, R ist ein Teilkorper. Als
R-Raum hat C die Dimension 2. Es gibt ein ¢ € C mit i> = —1. Die
Menge {1,i} ist eine R-Basis von C.

Notation:
z=ux+iy mit r = Re(z) = R(z) und x = Im(z) = J(z) mit z,y € R

Erhalte die komplexe Zahlenebene mit R(z) als Abzisse und 3(z) als
Ordinate.

Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist definiert als z = x — iy. Die
Abbildung z +— Z ist ein Automorphismus von C.

Der Betrag |z| := |x + iy| = /22 + y? ist nichts anderes als die 2-Norm
des R?. Zudem gilt:

Z=(wtiy)(w—iy) =2 — (iy)? = 2>+’ = |2| = V23
Es folgt sofort®: |uv| = |u| |v| V u,v € C

Die Polarkoordinaten r,p einer komplexen Zahl z = a + bi mit
: a
singp = — und cosp = —
r r

Zudem:

z=r(cosp+i-sing)und r = |z| = Va2 + b?
C wird als normierter Raum der Betragsfunktion |-| als Norm betrachtet.

C ist vollstindig, also auch ein Banachraum (denn R? ist vollsténdig

(21)).

28 Was sich herausstellt: Die Welt C ist eine viel schénere Welt als die Welt R! Da
herrscht viel mehr Harmonie und Ordnung!“

42



22.2 Differenzierbarkeit, Ableitung

Sei f: D — Cmit D C C und jedes z € D Haufungspunkt von D. Definition
und Gundregeln genau wie fiir R:

o (cf) =cf
(f+g9)=f+4g

Produkt-, Quotienten- und Kettenregel analog

o (") = nz"1'vneN

ist f differenzierbar, so ist f stetig

22.2.1 Konstante Funktion/Ableitung null
VORAUSSETZUNG: Sei f: D — C differenzierbar mit D = C oder D = R.
BEHAUPTUNG: Ist f' =0, so ist f konstant.

BEWEIS: Zu u,v € D definiere g : [0, 1] — C durch:
g =ut(v—u)-
Es gilt*: ¢(0) = u, g(1) = v und ¢'(z) = v — u. Die Kettenregel liefert:

flg(x)) = f'(g(x)) -g'(x) =0
T

Die Funktion f o g ist von [0,1] nach C(~ R?), konstant nach (21.6). Dann
gilt:
f(u) = f(9(0)) = f(g(1)) = f(v)

ZUSATZ: Es geniigt die folgende Eigenschaft von D: Fiir jedes u,v € D
existiert eine Folge uy, ..., u, in D mit ug = v und u,, = v mit der Eigenschaft

{Ui,1+(ui—ui,1)‘$‘ OSZ‘Sl}gDV’L:l,,TL

Anschaulich: Jeder Punkt jeder Verbindungsstrecke zwischen zwei Folgeglie-
dern u;_1 und u; mufs in D liegen.

29 Die Funktion ist differenzierbar, differenzierbarer geht’s kaum!“
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22.2.2 Differenzierbarkeitssatz fiir Funktionen in C

VORAUSSETZUNG: Sei f, : D — C differenzierbar in z € D; f, = Xf,;
Y f!(2) konvergent. Es existieren zudem L,, > 0 mit ¥L,, konvergent; gelte

(@) = fa(®)l < Loz —y| Va,yeD

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar in z mit f'(2) = Xf/(2).

BEWEIS: Genau wie fiir (16.8)

22.3 Potenzreihen in C

e Alle Sétze iiber die absolute Konvergenz von reellen Potenzreihen bleiben
giiltig.

e Eine Potenzreihe

(o]
E an(z — 20)" mit a,, z,zg € C

n=0
hat einen Konvergenzradius und einen Konvergenzkreis K = {z € C| |z — 2| < r}.
e Die Potenzreihe (P) konvergiert auf K absolut, d.h.
Z la,| - |z — 20|" konvergiert
n=1

e Erhalte insbesondere die folgenden Funktionen C — C:

. = " 22 B3 AP
e’ = Zn——1+z+3+§+5+g+ .
‘ oo ontl B 5 T
SIHZ:Z< 2n+)):2—§+g—ﬁi
- . 2 P
cosz = Z((—l)~(2n)!>:1—5+a—ai-~

n=0
e Offenbar gilt die Eulersche Gleichung:

e¥ =cosz+1-sinz

e Die Funktionen €7, sin z und cos z sind differenzierbar mit den gewohnten
Ableitungen.
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22.3.1 Ableitung von Potenzreihen in C

VORAUSSETZUNG: Sei D C C beschréankt und abgeschlossen. Definiere die
Reihen

(P) f(2) ==Y anz" und (P) g(2) = ) maz"""

BEHAUPTUNG: Konvergiert (P’) absolut fiir jedes z € D, so konvergiert
auch (P) fir alle z € D absolut. Zudem ist die Funktion f differenzierbar auf
D mit Ableitung g.

BEWEIS: Genau wie fiir (16.9), dort war D = [a, b] und es wurde bendétigt:
Ju € Dmit |z| < |u| Vo eD

Dies bleibt fiir D hier richtig wegen des Satzes von Maximum und Minimum,
da x — |z| stetig ist.

Konsequenz: Im Komplexen gelten dieselben Sétze iiber die Differenzierbarkeit
von Potenzreihen wie im Reellen.

22.4 Exponential- und Logarithmusfunktion in C
22.4.1 Funktionen mit konstantem Verhaltnis

VORAUSSETZUNG: Seien f,g € C(D,C) mit D = R oder D = C. Seien
f'=fudyg =g.

BEHAUPTUNG: Es existiert ¢ € C mit f(z) = cg(z) V z € D.

BEWEIS: Es gilt:

0

(f)/:gf’—fg’ _9f—fg _

g g* g*

Nach (22.2.1) ist damit § konstant, also existiert c € C mit f =c- g.

22.4.2 Summenregel fiir Exponential-Funktion

BEHAUPTUNG: Fiir alle z,y € R ist
eeriy — 7. eiy % 0
BEWEIS: Fiir festes y existiert nach eben bewiesenem Satz ein ¢ € C mit

Ty T
e =c e’ VrelR
f(z) 9(x)
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Also €% = f(0) = ce® = ¢ 1 = ¢. Zudem folgt mit der Eulerschen Gleichung:
Es existiert kein y € R mit cosy = 0 und siny = 0, damit ist

T — T L W — ot (cosy+2'-SiIly) #0

N

-~

£0

22.4.3 Hauptsatz

BEHAUPTUNG:
et =¢". e Vu,veC

BEWEIS: Wende (22.4.1) an mit g(z) = ¢ und f(z) = ¢“* fiir ein festes u,
sei jeweils D = C. Erhalte ¢ € C mit €™ = ce* V 2z € D. Also: e* = ce® = ¢,
damit gilt:
"= " e*V2zeC
—~~

c

22.4.4 Exponentialfunktion in R und C
BEHAUPTUNG: Sei z = z + iy mit x,y € R. Dann gilt:
e*] =€ und |e¥| =1

BEWEIS: Die Abbildung C — C mit z — Z ist stetig. Fiir jede konvergenze
komplexe Zahlenfolge (2y),cy und fiir jede Reihe gilt daher:

o0 oo
T _ 1 — - — _n
lim z, = lim z, wund g Qp * 2" = g Gp * 2
n—oo n—oo 1

n=

n=1
Also folgt fiir die Exponentialfunktion:
eTtl = oz = 7 = ¥ W
Damit gilt:
}eiy‘z =W .ol =W . W =eW. oW = WHw) = 0 =1

Weiter:
e =e"-e = |ef| = e’ - |ely| =1-¢&"

46



22.4.5 Hilfssatz

VORAUSSETZUNG: Seien a,b € R mit a? + 0? = 1.

BEHAUPTUNG: Es existiert genau ein y € [0, 27) mit a = cosy und b = siny,
damit ist
e =a+bi

BEWEIS: Folgt sofort aus sin? + cos? = 1 und dem Funktionsverlauf von sin
und cos.

22.4.6 Periodizitit der Exponentialfunktion

SATZ: Die Abbildung y +— e% ist bijektivon (sic!) [0,27) auf {z € C | |z| = 1}
(der Einheitskreis)

22.4.7 Bild der Exponentialfunktion

Die Abbildung
exp: C — C\ {0} mit exp: 2z ¢€*

ist periodisch mit Periode 27 - i. Auf dem ,Streifen” {2z € C | 0 < ¥(z2) < 27}
ist sie bijektiv, d.h. injektiv mit Bild C\ {0}.

BEWEIS: Zur Periode:

ez+27r-z — ez . e27r-z — ez . (

cos 2T + isin 27) = €*
N ~ >
-1

Zur Bijektivitat: Sei 0 # u € C. Schreibe u = 7 - v mit r = |u, also |v| = 1.
Dann eixsitert genau ein z € R mit r = ¢”. Aukerdem existiert nach (22.4.6)
genau ein y € [0,27) mit v = €. Es folgt:

22.4.8 Logarithmusfunktion

e Als komplexe Logarithmusfunktion 1d£t sich nun die Umkehrfunktion
C\R< 0 — S definieren, wobei S = {z € C | 0 < J(z) < 27}. Anstelle
von S kann man jeden analogen ,Streifen’ der Hohe 27 verwenden, zum
Beispiel ' = {z € C| — 7 < 3(2) < 7} etc.

e Fiir ¢ > 0 und z € C definiere

a® = ez-log a

mit loga € R
e Firn € Nund z € Cist e"* = evtuttu = (¢*)" gilt auch fir n € Z.

47



22.4.9 Wurzeln im Komplexen

e Dae" = (e%)n gilt, hat jede komplexe Zahl fiir n € N eine n-te Wurzel.

e Die Zahlen

27 .
gg=€e""m Vji=1..,n

sind paarweise verschiedene n-te Einheitswurzeln mit €7 = 1. Folglich
gilt die Polynomgleichung

" —1 :ﬁ(:v—ai)
i=1

und analog mit 0" =a € Cund a; :=¢;-b
x”—a:H(x—ai)
i=1

e  Fundamentalsatz“ kein Mensch mit mathematischem Versténdnis ver-
steht das...“ der Algebra: Jedes komplexe Polynom vom Grad > 1 hat
eine Nullstelle (ist also Produkt von linearen Polynomen)

23 Multiplikation und Norm

Es geht um normierte Algebren, insbesondere Banachalgebren. Seien U, V, W
immer normierte Rdume, die Norm wird im Folgenden z.T. mit || statt mit
|||l bezeichnet.

23.1 Definitionen

e DEFINITION: Nenne eine bilineare Abbildung U xV — W mit (u, v) +—
uv normuertrdiglich genau dann, wenn

fwoll < flull - ol VueUwveV

BEISPIEL: R" x R" — R mit Standardskalarprodukt auf R". Allgemei-
ner: U =V sind R-Rdume mit positiv definitem Skalarprodukt.

e Beispiele fiir normvertrégliche bilineare Abbildungen: Sein £(V, W) die
Menge der stetigen linearen Abbildungen.

Lop: L(V,IV) xV — W mit ¢ : (a,v) — a(v)
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2. ¢ LIV,W) x LU, V) — LU,W)mit ¢ : (o, 3) — aof
Zu zeigen: |a o | < |al - |f], fiir alle x € U gilt:

(o B)z| = |a(B(@)] < lal - |8(z)] < |af |5]]z]

e DEFINITION: Eine normierte Algebra ist ein normierter Raum A
zusammen mit einer normvertréglichen bilinearen Multiplikation A x

A — A
e DEFINITION: A heifst Banachalgebra, falls A als normierter Raum
vollstandig ist, d.h. ein Banachraum.
BEISPIEL:
1. Raum der beschriankten Funktionen: A := B(D,R) mit D beliebige

Menge, sei ||-|| die Supremumsnorm. Beweis der Normvertréaglich-
keit:

[f (@) < Ifl Ve Dund [g(z)] <|lg|| V2eD

= [(f9)(@)| = [f(2) - g(2)| = |f(@)] - [g(x)] < | fII - llgll
= [ fgll = sup {[(fg)(@)| | x € D}y <|[f[l - ll4l
Damit ist A eine Banachalgebra nach (21.2).

2. Raum der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall
A :=C([a,b],R) ist eine Teilalgebra von B([a,b], R) und ebenfalls
eine Banachalgebra.

e Hauptanwendungen der Regel ||uv|| < |Ju|| - ||v]| zum Beispiel:
1. Seien (up), oy und (v,), oy Zwei Folgen mit den Limites v und v,
dann folgt: lim u,v,, = uv
2. analog fiir Funktionen

3. Produktregel: Seien f: D — U und g : D — V, beide differenzier-
bar, dann ist fg : D — W differenzierbar mit (fg)' = f'g + f¢’

23.2 Stetigkeit einer linearen Abbildung

VORAUSSETZUNG: « : V — W linear®°.

BEHAUPTUNG: Aquivalent sind:

30 Es ist manchmal im Leben und auch in der Mathematik besser, man weiff gar nicht so

viell“

49



(a) « ist stetig in 0
(b) Es existiert ¢ > 0 mit ||a(x)|| <c-|z| Ve eV
(c) « ist Lipschitz-stetig

BEWEIS:

(a) = (b) Es existiert § > 0 fiir ¢ = 1 mit [|a(z) — a(0)|| <1V 2z €V mit |z < 4.

Dann folgt fiir alle 0 # x € V:
x ]|
ald-— ||| <—-1
(\WQH 0

]l
Damit gilt die Bedingung mit ¢ = %.

Jaz) = 2

(b) = (c¢) Fir alle z,y € V gilt:
la(z) = )] = llaz =yl < cllz -yl
(c) = (a) trivial

23.2.1 endlichdimensionale lineare Abbildungen

VORAUSSETZUNG: Sei V endlichdimensional.
BEHAUPTUNG: « ist Lipschitz-stetig.

BEWEIS: Darf V' = R" annehmen und ||-|| als co-Norm annehmen. Sei
{e1,...,en} die Standardbasis von R". Setze

c=" llated]

Dann lafst sich (23.2) anwenden: Sei x = (z1,...,x,) € R" = z1e1 + ... + T,€,.
Dann gilt:

la(2)] =

n
Z ziae;)
i=1
n

> lill el

=1

n

< max{llz] | i =1,n}- Y (lale)l)

=1

IN

]l -
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23.2.2 Beispiel fiir nicht-stetige Abbildung
Seien V., W die folgenden normierte Raume beziiglich der Supremumsnorm:
V =C*([0,1],R) und W = C([0, 1], R)
Betrachte die folgende Abbildung:
a:V—-Wmnmita: f— f

Annahme: « ist stetig. Dann existiert ¢ > 0 mit |a(f)| < c-|f| Vv e V.
Betrachte die Funktionenfolge

(fa)pey mit fu(z) =2" €VVneN
Dann ist |f,| = 1, aber damit ist
la(f)ll = 1fill =n-|la" | =n<clfull =c¥neN

Das ist offensichtlich ein Widerspruch, damit ist a nicht stetig.

23.2.3 Algebra der stetigen Endomorphismen

Sei V' ein normierter Raum. Dann ist £(V') = L(V, V') beziiglich der Opera-
tornorm in (23.3) eine normierte Algebra, bei endlichdimensionalem V' sogar
eine Banachalgebra. Es gilt: |idy| =1

23.3 Die Operatornorm

VORAUSSETZUNG: Sei L(V,W) der R-Raum der stetigen linearen Abbil-
dungen o : V — W. BEHAUPTUNG: Die sog. Operatornorm ist eine Norm
auf L(V,W):

lafl == inf{c>0] [la(@)] <cllz] VzeV}
= sup{% mGV\{O}}
= sup{lla(y)ll | y € V\{0} mit [y| <1}

BEWEIS:
L |laf=0=|a(z)|=0Vz eV =>a=0

2. |lkal| = k|la| ¥V k € R
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3. Gilt [[a+ 8| < |lofl + I18]|7 Es ist |a(x)] < ||| - |z] ¥V = € V, damit
folgt:
(@ +B)(@)] = |a(z) + ()]
< o)+ [5(=)]
< llalfl=] + 5] ||
= (lall+181) =]

23.3.1 Operatornorm des Matrizenraumes

Vorbemerkung: Sei R,,, ,, der Raum der m x n-Matrizen (in LinAlg: M,,,«,,(R)).
Beziiglich der Standardbasen von R” und R™ gehére zu a € L(R",R™) die
m x n-Matrix A.

Achtung: In der Analysis sind im Vergleich zur Linearen Algebra die Rolle
der Zeilen und Spalten vertauscht, da die Abbildung von links und nicht von
rechts geschrieben wird. Daher auch m x n-Matrizen und nicht n x m.

Fir v = (xy,...,x,) € R" ist

T
av=A- : =reR"

Tn
Erhalte zu gegebenen Normen auf R” und R™ die Operatornorm auf R,,, ,, so:
[A]l = inf{c = 0] [A-v]| <c-[jo]| VveR"}

Damit hiangt die Operatornorm von den Normen von R™ und R™ ab, z.B. bei
oo-Norm auf R™ und R™: Erhalte die Zeilensummennorm auf R,, ,,:

1 =1, ,m}

23.4 Potenzreihen in einer Banachalgebra

n

[(@ij)mxnll = max { > ay]

j=1

Sei A eine Banachalgebra, z.B. R,,. Betrachte eine Potenzreihe

(P) Z a,z" mit a, € A

n=0

DEFINITION:
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e Konvergenzradius®' := Konvergenzradius der reellen Potenzreihe > |a,,| 2"
e Konvergenzkreis K :={z € A| |z| <r}

Dann konvergiert (P) absolut fiir jedes z € K (da |a,z"| < |a,| |2]" < |a,] s™
fiir jedes s mit |z| < s < 7).

23.4.1 Hauptbeispiele

1. Die Reihe 1 4+ = + 22 + 2% + ... konvergiert absolut fiir alle x € A mit
|z| < 1, falls A ein Einselement mit Norm 1 hat.

Weiter: (1 + x + 22 + ...)(1 — ) = 1, insbesondere ist 1 — x in A
invertierbar.

o0
2. Die Exponentialreihe xn—T,L konvertiert,,die Reihe konvergiert ja fiir

n=0
jedes Dingsbums* fiir jedes x € A absolut, bezeichnet die Summe mit
e”. Regel:
eV =¢e" . eV Va,y € Amit zy = yx

Insbesondere ist ¥ = e*™% = % . 7% = 1.

23.5 Cauchy-Produkt von Reihen

Seien »u, und Y v, zwei Reihen (etwa in R oder C oder einer Banachalge-
bra). Das Cauchyprodukt der Reihen ist ) w,, mit

n
Wy, = E UiVp—i
=0

23.5.1 absolute Konvergenz

Seien > u, und Y v, zwei absolut konvergente Reihen mit den Summen u
und v, dann ist das Cauchyprodukt " w absolut konvergent mit der Summe
uv. Fiir Potenzreihen heifst das:

o0 o0 (o] n
(Z anx”> . (Z bnx”> = Z cyn mit ¢, = Z a;bp_i
n=0 n=0 n=0 =0

31 .. Potenzradius ...“
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23.5.2 Anwendung

SATZ: Sei A eine Banachalgebra mit Einselement 1 und |1| = 1. Seien z,y € A
mit xy = yx. Dann ist

etV =" . e¥
BEWEIS: Es ist

o0 n o0 n o0 n

x . x 4+
et = E — unde! = E Y sowie etV = E ﬂ

n! n! n!
=0~ =0 ‘"~ N=0 N

Un, Un, Wn,

Zu zeigen: w, = Y . u;v,—; Es gilt:

=0
zn: It yn—i
B — ! (n—1)

n
= E Ui Vp—i
i=0

Naiv: O u,) (O v,) = Z u,;vj, siehe Ergénzungsvorlesung
1,J

sinnlos

24 Partielle und totale Differenzierbarkeit

24.1 Offene Mengen

VORAUSSETZUNG: Sei M ein metrischer Raum und X C M.

DEFINITION: X ist offen (im M) genau dann, wenn fiir alle x € X existiert
eine Umgebung U(z) um, so dak U C X, d.h. z ist ein innerer Punkt. Damit
ist X eine Umbegung von x.

BEISPIELE:
1. Intervalle (a,b) C R

2. e-Umgebungen in metrischem Raum M
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REGELN:
1. Jede Vereinigung von offenen Mengen C M ist offen.
2. Jeder Schnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
3. X ist offen genau dann, wenn M \ X abgeschlossen ist.

4. Fir Xo C My C M gilt: Xy ist offen in M, genau dann, wenn ein X
existiert, das offen in M ist und fiir das gilt: Xg = My N X.

5. f: M — N ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene Menge Y C N
gilt: f~1(Y) ist offene Menge in M.

BEWEIS:

5. f ist stetig in @ genau dann, wenn fiir jede Umgebung U von f(a) eine

Umgebung V' von a existiert mit f(V) C U, d.h. V C f~1(U).
24.2 Partielle Ableitungen
Beispiel und Mutivation (sic!): betrachte
f:R* = Rmit (2,y) — 2% -9
und fiir festes y € R die Funktion
¢:R — Rmitz— 2?2 y?

Dann ist ¢'(x) = 2zy?. Dies ist beim Differenzieren ,nach x* die partielle
Ableitung

g_i = fx = sz : (l’,y) = 21’y2
Sei u = (z,y). Dann ist

DEFINIERE nun zu f : Q@ — R (mit Q C R" offen und {ey,y...,e,} die
Standardbasis) die partiellen Ableitungen D1f, Dof, ..., Dpf : Q — R durch

Dif(u) = lim flu+te;) — f(u)

t—0 t

Die Funktion f ist partiell differenzierbar genau dann, wenn D, f(u) exi-
stiert fiir alle ¢ und u € €). Die Funktion f ist stetig partiell differenzier-
bar genau dann, wenn f partiell differenzierbar ist und D;f stetig ist fiir
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i =1,...,n. Der Gradient von f ist das Tupel (D1 f, Dof, ..., D, f), im Punkt
w: (D1 f(u),..., D, f(u)). BEISPIEL:

flz,y) = x4y +sinay
of _

Oz Dif(x,y) = 142xy+y-coszy
g—i :sz(x,y) = x2+x'cosxy
0% f _D B :
9rdy wflr,y) = 042z + a2y - (—sinxy) + coszy
0*f _D B :
Dyor anf(r,y) = 2x+xy-(—sinzy) + cosxy

24.2.1 Richtungsableitung
Sei 0 # e € R™. Dann ist die Richtungsableitung

D)t L0 10) = F )

t—0 t

24.3 Allgemeine Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Seien V, W normierte Rdume und €2 C V offen. Sei a € 2
und f:Q — W.

BEHAUPTUNG: Es gibt hochstens eine o € L(V, W) mit

o Fa+ 1) = (@) = a(h)
i 7

=0 (*)

DEFINITION: Nenne f differenzierbar in a genau dann, wenn o : V. — W
existiert. Schreibe

f(a) =aund Df(a) = «
Erhalte, wenn das fiir alle a € Q gilt, die Ableitung f': Q — L(V, W) (also
Df). Umformulierungen? von (x):

fla+h) = fla) = ah+ |h[ -4 (h) mit lim (k) =0 (**)
fla+h)— f(a) =ah+ |h|-¢¥(h) mit ¥(0) = 0 und ¥ stetigin 0 (*¥**)
fla+h)— f(a) = ah + w(h) mit }ng(l)|—}1L| ~w(h) =0 (HHx)

32 Sternchen haben wir ja genug!“

56



fla+h)— f(a) = ah + o(h)?* mit lim ﬁ -o(h) =0 (FHFAH)

h—0

Triviale Regeln:
L (f+9) = f+¢
2. (kf) = k([
3. f differenzierbar = f stetig

BEWEIS fiir die Eindeutigkeit von a: Sei g € L(V,W) wie «, und setze
v=a—F ¢ L(V,W). Erhalte aus (x):
v(h)

_a(h) =Bk .
T R L A

Fiir jedes 0 # v € V folgt, wenn fiir ¢ € R gilt, daf lim, o tv = 0:

lim
t—0

Damit ist y =0 =« — 3, also a = (3.

24.4 Ableitungsregeln
24.4.1 Die Produktregel

Seien V, W, W1, W5 normierte Rdume und €2 C V offen. Benutze eine bilineare,
bistetige®® Multiplikation Wy x Wy — W mit (z,y) — xy. Betrachte zwei
differenzierbare Funktionen f: 2 — W, und g : Q — Wj.

BEHAUPTUNG:
fg: Q — Widifferenzierbar mit (fg) = f¢' + f'g

BEWEIS: Seia € Q, f'(a) = a und ¢'(a) = (. Die folgende Abbildung = ist
linear und stetig:

v :V — Wmit y(h) = f(a)B(h) + a(h)g(a)

33 klein o(h)“, wobei Regeln gelten wie o(h) + o(h) = o(h) und g(h) - o(h) = o(h) fiir
beschréinkte g.
34allgemeiner als ,normvertriglich®
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fla+h)
gla+h)
(fg)(a+h)

f(a) + a(h) + o(h)

g(a) + B(h) + o(h)

(f(a) + a(h) +o(h)) - (9(a) + B(R) + o(h))
f

=o(h)
fla) - g(a) + v(h) + o(h) + a(h) - B(h)
f(a) - g(a) +~v(h) + o(h)

Die letzte Umformung gilt, da a(h) - B(h) = o(h), denn Igl}ll) B(h) — 0.3

24.4.2 Die Kettenregel

Seien V.V, W normierte Raume. Sei )y C U offen, sei 2y, C V offen. Sei
g:Qu — Qy,sel f:Qy — W. Seia € Qp mit b:= g(a) € Qy. Seien

¢(a) =8 € LUV)und f(b) = a € LV, W)
BEHAUPTUNG: fog:Quy — W ist differenzierbar mit
(fog) =aoBund (fog)(a)=f(g(a))og(a)
BEWEIS: Mit ¢(h) = g(a+ h) — g(a) = B(h) + o(h) gilt mit lim,_1(z) =0

flgla+n)) = flg(a)) = flb+q(h) = f(b)
= alq(h)) +la(R)[¥(q(h))
= a(B(h) + alo(h)) + lg(h)[ ¥ (q(h))
Es bleibt zu zeigen: a(o(h)) ,=* o(h) und |q(h)|¥(q(h)) = o(h). Betrachte

Grenzwerte fir h — 0:
o) —a () a0 =owa BEL - pamy — o
Al Al Al ~——

lg(W] _ [B(h)+o(h)|
|h Ihl

—0

wobei die Beschranktheit folgt aus

24.5 Ableitung in allen Komponenten

VORAUSSETZUNG: Seien V, W = R"™ normierte Radume, {2 C V offen, a € (2,

f:Q—=W, fi,.., fm die Koordinatenfunktionen.

BEHAUPTUNG:

35 Annika hat’n Virus! :0)

38

(a) - g(a) +~(h) + o(h) - g(a) + o(h) - B(h) + o(h) - o(h) + f(a) - o(h) + a(h) - o(h) +a(h) -

B(h)



1. f ist differenzierbar in a genau dann, wenn f; differenzierbar ist in a
firi=1,....m

2. Ist a = f'(a) € L(V,W) und sind ay, ..., oy, die Koordinatenfunktionen
von a, so ist a; = f!

BEWwWEIS: Fiir a : V — W mit Koordinatenfunktionen aq, ..., a,, und w :
U — W mit Koordinatenfunktionen wy, ...,w,, (wobei U = U(0) C V) gilt:

L. fla+ h) — f(a) = ala) +wh) V h € U < fila+ h) — fi(a) =
al(a)—i—wl(h)VhE U,Z: 1,,m

2. « ist linear und stetig genau dann, wenn ay, ..., a,, linear und stetig
sind nach (21.3.1).

3. limp_.o ﬁ =0 < limy,_g Tﬁéﬁ =0Vi=1,..,m

Beide Behauptungen sind damit erledigt.

24.6 allgemeine = partielle Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Sei V normierter Raum, 2 C V offen, f : Q2 — R diffe-
renzierbar, sei a € Q und a = f'(a) € L(V,R).

BEHAUPTUNG: Fiir jedes e € V \ {0} existiert die Richtungsableitung
D.f:Q — Rund esist D.f(a) = ae.

Insbesondere existieren im Fall V' = R™ die partiellen Ableitungen D, f, ..., D, f
mit D, f(a) = ae;, wobei ey, ..., e, Standardbasis von R ist.

BEWEIS: Wegen lim;_,qte = 0 ist

fla+h) — f(a) — ah

0 = lim
h—0 17l
~ lim fla+te) — f(a) — alte)
it Jeel
_ Pi%f(a—i—te)—if(a)—t-oze
= ae = 15% ! ~tae = }tli% flatte) = J(a) = D.f(a)
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24.7 Jacobi-Matrix

VORAUSSETZUNG: Sei 2 C R"” offen, f: 2 — R™ differenzierbar in a € 2
mit den Koordinatenfunktionen f;, ..., f,,,. Sei

A = (aij)mxn Matrixvon o = f'(a) € L(R",R™)
BEHAUPTUNG:
ai;; = Djfi(a)

Das heift, die i-teZeile von A ist der Gradient der i-ten Koordinatenfunktion
von f.

DEFINITION: Die Matrix A = (a;j)mxn mit a;; = D, fi(a) heilt Jacobi-
Matriz, auch Funktionalmatriz von f an der Stelle a.

BEWEIS: Sei a = (ay,..., ). Nach (24.5) ist f/ = «;, nach (24.6) ist
Djfi(a) = 065 = Q4 .

24.8 Partielle = totale Differenzierbarkeit

VORAUSSETZUNG: Sei 2 C R" offen, f : () — R stetig partiell differenzier-
bar.

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar.
BEWEIS: Nur fiir n = 2, Rest analog. Die Norm auf R" darf beliebig gewéhlt

werden. Wiéhle sie so, dafs

Iz, )l = [zl |y V o,y € R (1)

Sei nun a = (a1, az) und U eine e-Umgebung von 0 in R” mit a+h € QV h € U.
Schreibe fiir h = (hy, he) € U:

fla+h) = f(a) = f(ar + h1,a2 + h2) — f(a1,a2 + h2) + f(a1, a2 + h2) — f(a1,a2)

=S =T

Es existiert ¢; = ¢;1(h) € R zwischen a; und a; + h; mit
S =D f(cr,az + ha) - by (2)
Beweis zu (2):
Darf h; # 0 annehmen. Setze

I = [ala ai + hl} falls h; >0
' [a1 + hy,aq] falls hy <0
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Fir alle x € I ist (x,as + hy) € . Die Funktion
g: I — Rmitz — f(x,as + hs)

ist differenzierbar mit ¢’(x) = D; f(x, as + hs). Nach dem Mittelwertsatz
der Differenzialrechnung existiert ¢; € I mit g(a1+hy)—g(a1) = ¢'(¢1)-hy

Es existiert ¢y = ¢y(h) € R zwischen as und as + hy mit
T = Dyf(ai,cz) - ho (3)

Beweis analog zu (2).

Definiere Funktionen ¢y, ¢s : U — R durch

D1 f(ci(h), a2+ he) = D1 f(a) + ¢1(h) und Dy f(aq, ca(h)) = Do f(a) + pa(h)

Die Funktionen ¢1, 9 sind stetig in 0. Wir haben lim,_o(c¢1(h), as + hg) =

(a1,a9) = a.

Da nach Voraussetzung D, f stetig ist (also auch stetig in a), folgt limy,_o Dy f(c1(h), as+
ho) = Dy f(a). Also ist

lllli% @1(h) =0 = ¢1(0)

Damit ist ¢; stetig in 0. Wir haben:

fla+h)=fla)=T+S5=Dfla)h + D1f<a)h%+é01(h)hl + (PQ(h)h%

:=a(h) :=w(h)

Erhalte lineare Abbildung o : R” — R. Fiir w : U — R gilt:

. W(h) . hl hQ .
i =l (0 + ) =
wegen limy,_o ;(h) = 0 und |2| < (7)

24.9 Satz von Schwarz

VORAUSSETZUNG: Q C R? offen, f: Q — R zweimal stetig partiell differen-
zierbar, d.h. die partiellen Ableitungen D f, Dy f, D1of, Doy f existieren und
sind stetig.

BEHAUPTUNG:
D12f - D21f

BEMERKUNG: Die Existenz von Do, f braucht nicht vorausgesetzt zu werden.
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BEWEIS: Wilhle die oo-Norm auf R% Sei a = (a1,as) € €. Sei U eine e-
Umgebung von 0 in R? mit a +U C Q. Sei h = (hy, hy) € U\ {0}. Setze

T=Th) = flar+hi,as+ hy) — f(ar + hi,a2) — (f(a1, a2 + ha) — f(a1,a2))
= glar + hi) — g(ar) mit g(z) := f(x,as + ha) — f(7, az)

Die Funktion g¢ ist definiert fiir alle x € (ay,a; + h). Mit Mittelwertsatz
existiert ¢; = ¢1(h) € (a1,a; + hy) mit

T = (Dyf(c1,a2 + hy) — Dif(c1,a2))

(. i
g

=S8

Analoge Anwendung des Mittelwertsatzes: Es existiert co = co(h) € (ag,as +

he) mit S = DyD; f(c1,c2)hs. Also:

T = DQDl f(Cl, 02) h2h1 mit lim C(h) = (CLl, CLQ)
——

h—0
f(e(h))

Analog ist
T = DlDQf(d(h))thl mit }lll’r(l) d(h) = (al, ag)

Erhalte DoDy(f(c(h))) = D1Dof(d(h)) =: F(h) wegen

DyD; f(a) e }llli% F(h) T DiDsf(a)

24.10 allgemeiner Satz von Schwarz

VORAUSSETZUNG: 2 C R" offen, f: {2 — R k-mal stetig partiell differen-
zierbar.

BEHAUPTUNG: Eine k-te partielle Ableitung D;, Dj,...D,, f ist von der Rei-
henfolge der Indizes j; unabhéngig.

BEWEIS: Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also k > 2. Betrachte
D ..D; Dj ....Dj f

Nach (24.9) diirfen D, und D, ,, vertauscht werden.

Js+1

25 Zusammenhang

Frage: Welche Teilmengen eines normierten Raumes spielen die Rolle der
Intervalle in R?
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25.1 Definition

VORAUSSETZUNG: Sei M metrischer Raum.

DEFINITION: Folgendes ist dquivalent:
e M zusammenhangend

e Die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M
sind ) und M.

e M= XWY =X=0vY=1(

offen offen

Eine Teilmenge T von M ist (als metrischer Raum) zusammenhéngend genau
dann, wenn

T=(XN)W(y NT)=(XNT)=0v(YNT)=0

offen offen

25.2 Zusammenhange in R

VORAUSSETZUNG: Sei T' C R.
BEHAUPTUNG: T ist zusammenhéngend genau dann, wenn 7" intervall ist.

BEWEIS:

»,=" Angenommen, T sei kein Intervall. Dann existieren z,y € T und a ¢ T
mit r < a < y. Setze X = (—00,a) =R, und Y = (a,+00) =R, X
und Y sind offen in R,

TCXWYmitl'=(TNX)Ww(TNY)
Damit ist T" nich zusammenhéngend, Widerspruch!

,<=" Angenommen, 7" sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren X,Y € R
mit T'=(XNT)w(YNT). Wéhlex € XNT undy € YNT. O.B.d.A.
—_—— —

#0 £0
ist © < y, setze s = sup X. Es folgt: + < s <y, daher s € T". Also ist

z€ XoderseY.

Es existiert eine Umgebung von s in R mit U C X oder U C Y,
Widerspruch zur Wahl von s!

BEHAUPTUNG: Q ist total unzusammenhéngend, d.h. die Zusammenhangs-
komponenten sind 1-Elementig.
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BEWEIS: Sei A C Q; z,y € A, x < y. Dann existiert r € R\Q mit z < r < y.
Setze X =R, und Y = R, (beide offen). Es gilt:

A=(ANX)W(ANY)
—_—
#0 #0

Damit ist A nicht zusammenhéngend.

25.3 allgemeiner Zwischenwersatz

VORAUSSETZUNG: Seien M, N metrische Rdume. Sei f : M — N stetig.
BEHAUPTUNG:

1. f(M) ist zusammenhéngend.
2. N =R = f(M) ist ein Intervall

BEWEIS: Annahme, f(M) sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren
Xostons Yofion € f(M) mit f(M) = X &Y. Es folgt: M = f~1(X)w f}(Y).
Nach (24.1) ist f~1(X) offen in M, f~}(Y) ebenfalls, also ist M nicht zusam-
menhangend, Widerspruch!

25.4 Vereinigung von Zusammenhingen
VORAUSSETZUNG: Seien S, T C M zusammenhéngende Teilmengen mit
SNT #0.

BEHAUPTUNG: S UT ist zusammenhéngend.

BEWEIS: Annahme, S UT ist nicht zusammenhdngend. Dann existieren
Xoffen, Yoffen © M mit

SUT=(XNSUT)w(YN(SUT)) (*)
0 40
Alsoist S=(XNS)W (Y NS)und T'=(XNT)Ww (Y NT). Da S und T

zusammenhéangend, ist

(XNS)=0v{¥nS)=0) A (XNT)=0Vv(YNT)=10)

Da die Vereinigung von S und 7" nicht leer ist, folgt
(XNS)=0AXNT)=0) vV (YNS)=0A(YNT)=0)

Damit folgt
(XNSUT)=0) v YN(SUT)=0)

Widerspruch zu (x).
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25.5 Zusammenhang des Abschlusses

SATZ: B
TCM=T
zsh zsh

BEWEIS: Annahme: T nicht zusammenhangend. Dann existieren X, Y C M
offen mit T = (X NT)w (Y NT). Wihle z € (X NT),y € (YNT). Dann
existieren Umgebungen U, von z, U, von y mit U, C X, U, C Y. Wegen
z,y € Tist XNT 22U, NT #0und YNT D U,NT # (). Dann ist
T=(XNT)w (Y NT), damit ist T nicht zusammenhéngend, Widerspruch!

25.6 Zusammenhangskomponenten
BEHAUPTUNG:

1. Die folgende Relation ist eine Aquivalenzrelation:

a~b:< 43T CMmita,beT
zsh

Die Aquivalenzklassen heifien Zusammenhangskomponenten.

2. Die Zusammenhangskomponenten sind zusammenhéangend und abge-
schlossen.

3. Ist K eine Zusammenhangskomponente und T, € M mit T N K # 0,
soist T'C K.

BEWEIS:
1. Eigenschaften der Aquivalenzrelation:
e Reflexiv: a ~ a, da {a} schon zusammenhéngend ist.

e Symmetrie: trivial

e Transitivitit: Seien a,b € Ty, und b, ¢ € Ty, Dann ist nach (25.4)
S NT zusammenhdngend.

2. Sei K eine Zusammenhangskomponente. Annahme, K ist nicht zusam-
menhédngend. Dann existieren

X,V CMmnit K=(XNK)W((YNK)
offen offen N N——
#0 #0

Wihle also z € (X N K) und y € (Y N K). Dann ist z ~ y, daher
existiert T,sn € M mit z,y € T. Damit ist t ~tVt €T, alsoT C K.
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Alsoist T=(XNT)W (Y NT)mit z € XNT #0undy € Y NT # 0,
damit ist 7" nicht zusammenhéngend.

Nach (25.5) ist K zusammenhiingend, wegen (3) ist K C K, also
K=K

3. Siehe (2).

25.7 Wegzusammenhang

Die folgenden Eigenschaften von u,v € M sind aquivalent:

(a) Es existieren ug, ...,u, € M mit vy = u und u,, = v und Intervalle
Dy, ..., D, von R und stetige Funktionen f; : D; — M mit u;,u;_1 €
fi(Ds).

(b) Es gibt reele Zahlen a < b und f : [a,b] — M stetig mit f(a) = v und
f(b) =wv.

(c) Es gibt eine Funktion f :[0,1] — M mit f(0) = v und f(b) = v.

Gilt eine dieser Bedingungen fiir alle u,v € M, so ist M wegzusammenhdn-
gend.

BEWEIS:

e Zusammenhang: Betrachte die Situation in (25.7). Nach (25.2) ist jedes
D; zusammenhéngend. Nach (25.3) ist jedes f(D;) zusammenhéngend.

Nach (25.6)(3.) liegen w;, u;—1 in derselben Zusammenhangskomponente
von M.

Also: u, v liegen in derselben Zusammenhangskomponente, damit liegen
alle Elemente von M in derselben Zusammenhangskomponente, d.h. es
existiert nur eine Zusammenhangskomponente und M ist zusammen-
héngend.

e Hilfssatz 1: Zu Intervallen [a, b] und [c, d] exsitieren f, g : [a,b] — [c,d]
bijekktiv, stetig mit f(a) = ¢, f(b) = d, g(a) = d, g(b) = c. Die
Umkehrfunktionen f~! und ¢! sind ebenfalls stetig.

e Hilfssatz 2: Sei a < b <, f : [a,b] — M stetig; g : [b,c] — M stetig;
f(b) = g(b). Dann ist auch die folgende Funktion stetig:

f(z) falls z<b

h:[a,c]—MMmltxH{ o(z) falls x> b

e Die Richtung (a) = (b) = (c) folgt aus den Hilfssédtzen, die Richtung
(c) = (b) = (a) ist trivial, da jeweils Verallgemeinerung,.
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25.8 Streckenzusammenhang

VORAUSSETZUNG: V normierter Raum, M C V metrischer Raum

DEFINITION: Fiir u,v € V definiere [u,v] :={u+t(v—u)| 0 <t <1} als
,Verbindungsstrecke".

DEFINITION: M ist streckenzusammenhdngend genau dann, wenn fiir alle
u,v € M Elemente uo,...,u, € M existieren und [u;_1,w;] € M fiir i =
1,....n.

BEISPIEL: Sei U :=U.(u) ={ve V| |[v—u| <e}. Sei v € U, es geniigt zu
zeigen: [u —v] C U. Es ist
lu+tlv—u)—ul= |t| v—ul<e
N e

<1 <e

25.9 offen, zsh. = streckenzsh.

VORAUSSETZUNG: V normierter Raum, {2 C V offen und zusammenhéngend
(kurz: €2 ist ein Gebiet).

BEHAUPTUNG: ( ist auch streckenzusammenhéngend.
BEWEIS: Definiere eine Aquivalenzrelation ~ auf € durch: u ~ v genau dann,
wenn u = ug, Uy, ..., U, = v existieren mit [u;_1,u;] C Q.
o Reflexivitat: trivial
e Symmetrie: folgt aus [u,v] = [v,u], da u+t(v —u) = v+ (1 —t)(u —v).
e Transitivitat: trivial, ,hénge” die Folgen hintereinander

7Zu zeigen: Es existiert nur eine Aquivalenzklasse. Sei A eine Aquivalenzklasse,
also A C Q. Zu zeigen: A ist offen. Sei a € A. Wegen A C Qogen €Xistiert
e > 0 mit U.(a) C Q. Wie in (25.8) gezeigt, ist die e-Umgebung streckenzu-
sammenhéngend. Also ist U.(a) C A. Zudem ist Qg = AW (2 A) Also:
0\ A ist leer.

offen”

25.10 Konstante Funktion/Ableitung null

VORAUSSETZUNG: V offener Raum, 2 Gebiet in V. f: Q — R™ differen-
zierbar mit ' = 0.

BEHAUPTUNG: f ist konstant.

BEWEIS: (2 ist streckenzusammenhéngend nach (25.9). Seien u,v € € mit
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[u, v] C €. Es geniigt zu zeigen: f(u) = f(v). Seien fi, ..., f,, Koordinatenfunk-
tionen von f. Nach (24.5) ist f{ = ...= f/ =0. Darfalsom =1=R™ =R
annehmen.

Die Funktion [0, 1] — Q mit ¢ — u+t(v—u) ist differenzierbar. Nach Kettenre-
gel (24.4.2): Die Funktion F : [0,1] — Rmit F': t — f(u+t(v—u)) ist differen-
zierbar mit Ableitung 0. F' ist konstant, erhalte f(u) = F(0) = F(1) = f(v).

26 Kompaktheit

26.1 Definition

VORAUSSETZUNG: Sei M ein metrischer Raum.

DEFINITION: M heift kompakt genau dann, wenn

e Jede Menge O offener Teilmengen von M mit M = (Jy., X hat eine
endliche Teilmenge {Xj, ..., X,,} mit M = X; U...U X,,.

e Jede Menge A abgeschlossener Teilmengen von M mit M = J 4 X
hat eine endliche Teilmenge {Xj, ..., X,,} mit Y1 N...NY, = 0.

Also: Eine Teilmenge K C M ist kompakt genau dann, wenn jede Menge
O offener Teilmenge von M mit K C |Jy.» X hat eine endliche Teilmente

Triviale Anwendung: Sei M kompakt Fiir jede € > 0 ist dann die Vereinigung
von endlich vielen e-Umgebungen. Insbesondere ist M beschrankt.

26.2 kompakt und vollstindig

Folgendes ist dquivalent:
1. M ist kompakt
2. M ist folgenkompakt

3. M ist vollstandig, und fiir jedes € > 0 ist M die Vereinigung von endlich
vielen e-Umgebungen

BEWEIS: Siehe ausliegendes Script, schwer ist nur 3. = 1.
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26.3 weitere Satze iiber stetige Funktionen

VORAUSSETZUNG: M kompakt, f: M — N stetig.

BEHAUPTUNG:
1. f ist sogar gleichméfbig stetig.
2. Fiir jede abgeschlossene Teilmenge X C M ist auch f(X) abgeschlossen.
3. Ist f injektiv, so ist auch f=': f(M) — M stetig.

4. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlos-
senen Teilmenge abgeschlossen ist.

27 Mittelwertsatz, Umkehrsatz und der Satz
iiber implizite Funktionen

27.1 Mittelwertsatz

VORAUSSETZUNG: V, W Banachriaume, 2 C V offen. f : Q — W differen-
zierbar, u,v € Q mit [u,v] C Q.

BEHAUPTUNG: (mit Operatornorm)
Ja € [u, o] mit [|f(v) = fu)]| < [If'@)] - [v—ul
BEWEIS: Nur fiir V =R" W = R"™ jeweils mit 2-Norm.

1. Der Falln =1, d.h. V =R mit v =0 und v = 1. Sei ,,-* das Standards-
kalarprodukt auf W = R™. Also: |w| = y/w - w (2-Norm). Setze

w=f(1)— f(0)und ¢ : [0,1] = Rmit ¢ :t— w- f(t)

Nach Produktregel (24) ist ¢'(t) = wf'(t). Der gewohnliche Mittelwer-
satz aus Analysis 1 zeigt: Es existiert ¢ € [0, 1] mit

wf'(t) = ¢'(t) = ¢'t(t) - (1-0) = o(1) = (0) = w(f(1) = f(0)) = w-w

Dann folgt
2
w|” = [ (Ow] < |f'(O)] - |w|
Darf w # 0 annehmen, d.h. ||w| # 0, erhalte

[f () = f(u)] = Jw] < [f'@)] = [f(H)] -1 =0
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2. Der allgemeine Fall V' = R". Wende Fall 1 an auf
g:[0,1] =W =R"mit g:t— fut+t(v—u))
Erhalte ¢ € [0, 1] mit

(1) —g(O)] < 1g'(D)] - (1 =0) = flu+tv—u)) - (v—u)

Vv
Matrixmultiplikation

Weiter: g(1) — ¢(0) = f(v) — f(u) Also:

[f () = f(W)] < [f'(2) - (v = w)[ < [f(@)] - v = ul

27.2 Konstante Funktion/Ableitung null

Die allgemeine Version des Mittelwertsatzes erlaubt eine entsprechende Verall-
gemeinerung von Satz (25.10) (f' =0 = f konstant, Beweis: |f(v) — f(u)| <

0-...=0,also f(u) = f(v)).

27.3 Der Schrankensatz

DEFINITION: Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V' heikt konvez3°
genau dann, wenn fiir alle u,v € M auch [u,v] C M gilt.

VORAUSSETZUNG: Sei Xoffen C R”, f: Q — R™ stetig differenzierbar (kurz:

C'-Funktion), sei K C € beschrinkt, abgeschlossen, konvex.

BEHAUPTUNG:

1F@) = F@lly < llo = ully - sup {1 £ @)l | @ € K} Yu,ve K

BEMERKUNG: Das Supremum existiert wegen (21.3.4), z — | f'(z)| ist stetig!

BEWEIS: Zu u,v € R" existieren ug, uy, ..., u, € R" mit vy = v und u, = v
sowie [u;_1,w;] € K. Mit Mittelwertsatz ist fiir ein = € [u;_q,u;] C K:

| fus) = fluimn)| < fuws —wiq] - |f/($)|
Esist f(v) — f(u) = >0, (f(w) — fuia)).

36

,..in meinem jugendlichen Eifer...”
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27.4 Ableitung der Umkehrfunktion
27.4.1 Hilfssatz

VORAUSSETZUNG: () C R” offen, f: 2 — R™ differenzierbar in a € (2.

BEHAUPTUNG: Es existieren 7, s, > 0 mit

|f(x) = f(a)]

r <
|z — a

<sVzeQmit [z —a|l <9I

BewEIs: Wir haben lim, ., f8=H0-a0=0 — . Also: Zu & > 0 existiert
0 > 0 mit

V@%aﬂw—a@—w

|z — al

<eVzeQ\{a}mit |r —a| <6

Erhalte fiir alle z € Q\ {a} mit |z — a| < 9:

Hf(x) — fla)| |alz—a) ‘ < ‘f(m) —fla)—alz—a)|
r—a |z —al || ~ |z — al -
Also ist fiir alle entsprechenden x:
ol | ta)| Jale=a)]
|z — al - r—a | |z —al

Zudem ist 2E=% — (1) mit |w| = 1. Setze S := {w € R" | |w| = 1}, S ist

|z—al
beschrankt und abgeschlossen, die Abbildung S — R mit w — |a(w)] ist
stetig. Mit (21.3.4):

M = {]a(w)| | w e S} mit My := min M und M; := max M

Also ist My # 0, da « bijektiv, also My > 0. Wéhle € so, dalk My — e > 0,
dann folgt die Behauptung.

27.4.2 Ableitung der Umkehrfunktion

VORAUSSETZUNG: Sei f injektiv, f(Q2) offen, f'(a) = a € L(R",R™)
invertierbar und f; := f~': f(Q2) — Q stetig in a; = f(a).

BEHAUPTUNG: Dann ist f~! differenzierbar in a; mit fj(a;) = f/'(a)™'.
BEMERKUNG: « invertierbar bedeutet, dafs o bijektiv ist, damit ist die
Determinante der Jacobi-Matrix (die sog. Funktionaldeterminante) von f
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ungleich 0.
BEWEIS: Es ist lim,_,, {&=f@=olz=a) _ Dy £ stetig in a; = f(a), folgt:

|z—al

i 40— a(fi(y) — filar)) _ lim f(fily)) — fla) —a(fi(y) —a)
y—a1 |f1(y) = fi(a1)] y—a1 |f1(y) — al

Die Umkehrfunktion o' ist stetig, also ist

lim ((il) .8 (y —a —a(fily) — f1(d1)))) = 3(0)=0

=0

y—ar |f1(y) = fi(a1)]
Dann ist Fuly) — filar) — B( )
. 1) — ilay) = ply —ar)

N T By [

Definiere
1 Lh) — i)l
' ly — ai

Dann ist auch

i L1 = fila) =By —a)

y—a1 |f1(y) — fi(ay)]

Denn: Mit x = fi(y) gilt A = %, und A ist nach Hilfssatz s7! < A < ™1
auf einer geeigneten Umgebung von a; beschrankt. Es folgt: Dann ist auch

lim fiy) = filar) — By — a1)

v y—ai

=0

Damit ist

fila) =B=a"" = f(a)”

27.5 Der Banachsche Fixpunktsatz

VORAUSSETZUNG: Sei M ein vollstandiger metrischer Raum, sei 0 < A\ < 1,
f: M — M und gelte

d(f(z), f(y) < A-d(z,y) Va,y e M
BEHAUPTUNG:
1. Es existiert genau ein @« € M mit f(a) = a.
2. Jede Folge (), oy mit 2,41 = f(2,) konvergiert gegen a.

BEWEIS: siche Ubungsaufgaben
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27.6 Stetigkeit der inversen Abbildung

VORAUSSETZUNG: A Banachalgebra, A* Einheitengruppe.

BEHAUPTUNG: A* ist offen in A und folgende Abbildung ist stetig:
frA* — A*mit fus u

BEWEIS: siche Ubungsaufgaben

27.7 Ableitung der Umkehrfunktion

VORAUSSETZUNG: U C R" injektive C'-Funktion f(U) offen, f~': f(U) —
U stetig, f'(u) € L(R™) invertierbar (d.h. die Determinante ist ungleich 0)
fir alle w € U.

BEHAUPTUNG: f~!ist ebenfalls C!-Funktion mit

(f)(fl@) = (f(a) ' VaeU

27.8 Hauptsatz: Der Umkehrsatz

VORAUSSETZUNG: 2 C R" offen, f € C*(Q,R"), a € Q und f'(a) € L(R")
invertierbar.

BEHAUPTUNG: Es existiert eine Umgebung U C 2 von a mit den in (27.7)
aufgefithrten Eigenschaften (Bezeichnung f|y : U — R™) BEWEIS: Arbeite
mit der 2-Norm auf R" (wegen Schrankensatz (27.3))

1. O.B.d.Aist a=0und f(0) =0
2. O.B.d.Aist f(0) =idgn =: 1
3. Fiir y € R™ definiere
0, Q= R"mit p, :x—y+2— f(x)
Es gilt:
(a) py(2) =z = y= f(r)
(b) ¢y (x) =1 — f'(x)
4. Es existiert € > 0 mit
K:=U.(0)={veR"| || <e}CQ
und

171(0) = f(x)] < % Viek
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10.

11.

12.

Es gilt fiir alle?” u,v € K:

oy (V) — @y (w)] < v —ul - sup o, (2)]

IN
ol

Es ist fiir alle x € K:

2] <

N —
DO ™

lpy(z) — ¢y (0)] <
Fiir alle |y| < § ist

£ 9
[eu(@)] < ey O)] + 5 = Iyl + 5 <=

Betrachte nun nur noch y € R™ mit |y| < 5. Sezte V = U< (0).

Erhalte mit dem Banachschen Fixpunktsatz (27.5) angewandt auf ¢, :
K — K fiir jedes y € V genau einen Fixpunkt x € K und definiere

fiiy— .

Zu jedem y € V existiert genau ein x € U.(0) mit y = f(x) (d.h.
¢y (x) = x nach (3a).

Setze U = f~1(V)NU.(0). Dann ist U offen in €, also in R™. U = f1(V),
f:U — V ist injektiv, f; : V — U ist die inverse Funktion f|;".

f1:V — U ist stetig (sogar Lipschitz-stetig mit L = 2).

f'(u) ist invertierbar (d.h. bijektiv, d.h. im Endlichdimensionalen injek-
tiv, d.h. Kern f'(u) = {0})

Bemerkungen:

e Zu (1): Es existiert eine offene Umgebung Qy von 0 mit x 4+ a € Q fiir

alle x € (). Ersetze f durch die Funktion

fo: Qo —=R"mit fo:x— f(z+a)— fla)

e Zu (2): Ersetze f durch

altof:Q— R"mita:= f(0) € LR")

37
’°

.. das hatte ich Thnen nicht vorgerechnet, um Thnen nicht den Spaf daran zu nehmen

'4L
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e Zu (4): Da  offen ist, existiert § > 0 mit Us(0) C Q. Wihle ¢ < 4,
dann ist K C Us(0). Zudem ist f’ stetig nach Voraussetzung.

e Zu (5): K ist abgeschlossen, beschrénkt und konvex. Wende Schran-
kensatz (27.3) an, ¢, : K — R™ ist C'-Funktion. Nach (3b) ist ¢, (z) =

I — f'(z) = f'(0) — f'(x), wende (4) an.

e Zu (8): K C R" ist vollstdandig, denn R™ ist vollsténdig und K ist
abgeschlossen. Nach (5) und (7) ist alles klar (sic!)

e Zu (10): U ist offen in Q, da f stetig ist, und offen in R™, da 2 offen in
R™ ist.
e Zu (11): Seien yy,y2 € V. x1 = f1(y1), 2 = f1(y2). Dann ist
Ty — 1 = wo(T2) — @o(w1) + f(22) — f(21)
Aus (5) folgt:

w2 — 21| < [po(@2) — o(@1) ]+ f(22) — f(21)] < % |22 — 21|+ [y2 — 1
Dann gilt: |fi(y2) — fi(y1)] < 2 |y2 — 1|, also ist die Funktion Lipschitz-
stetig mit L = 2.
e Zu (12): Sei u € U. Fiir alle v € R" gilt mit o = f'(u):
(7= f@)o] < I~ al o] < 5o
Annahme: av = 0. Dann ist

1
[o] = [Tv] = [IV —av| = [(I — a)v] < 5 o]

Gilt nur fiir v = 0.

27.8.1 Korollar zum Umkehrsatz

VORAUSSETZUNG: Q C R" offen, f € C*(Q, R") injektiv, f'(a) invertierbar
in allen a € (2.
BEHAUPTUNG: §; := f(Q) und offen (in R") und f~! : Q; — R ist
C'-Funktion mit

f'(f(a)) = f(a)
BEWEIS: Fiir alle a € Q existiert eine Umgebung U(a) C Q mit f(U(a))
offen und f~!|y(q) C'-Funktion. Also:

F(Q) = fU(a)

offen acQ

Der Rest ist klar, siehe auch (27.7).
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27.9 Umkehrsatz auf C

Der Umkehrsatz (mit Korollar) gilt genauso fiir C". Bei normierten Rdumen
iiber C ist die Ableitung einer Funktion an einer Stelle per definitionem eine

C-lineare Abbildung.
SPEZIALFALL: 2 C C offen, f € C'(Q, C) injektiv, f'(a) # 0V a € Q.
BEHAUPTUNG: f~!: f(Q) — Cist C'-Funktion mit (f~1)'(f(a)) = (f'(a))™ .

ANWENDUNG: f:Q — C mit z — €*,  ein offener Streifen (in C) der Hohe
2m, d.h. da € R mit

Q={z+iy| zeRa<y<a+2n}

Setze A = {x + ia | x € R}. Wir wissen: Die e-Funktion ist injektiv auf QU A,
mit Bild C\ {0}, also: f(2) = (C\ {0}) \ f(A). Was ist f(A)?

{e”w’xGR} = {ex-em‘mER}
= {e"| v €R}e™

ia
- R>D - e

Erhalte die Umkehrfunktion L : C, — €2 mit e* +— z € (Q ist differenzierbar

mit
1 1

Cfe)
HAUPTFALL: ¢ = —1, d.h. a = —w. Dann C, = C\ R« (Hauptzweig der
Logarithmusfunktion)

L'(€%)

=

27.10 Satz iiber implizite Funktionen

VORAUSSETZUNG: Quften € RP x RY = RPT4; [ € CHQ,R™); (a,b) € Q
Nullstelle von F' Die folgende lineare Abbildung ist invertierbar (insbesondere
ist m = q):

R? — W mit y — (F'(a,b))(0,y) (*)

BEHAUPTUNG: Es existieren Umgebungen U(a) C R? und U(b) C R? und
eine C'-Funktion

g:Ula) = U(b) mit g : {(z,y) € Ula) x U(b) | F(z,y) =0} ={(z,9(x)) | z € U(a)}
SPEZIALFALL: p=q = m = 1. Wir haben F’(a,b) : R? — R mit

T

(z,y) — ( D1F(a,b) DoF(a,b) ) - ( y ) = D1F(a,b)x + DyF(a,b)y

76



Die Abbildung in (x) ist also
R — R mit y — DyF(a,b)y

D.h., dak DyF(a,b) # 0.

BEISPIEL: F : R? — R mit (z,y) — z%(1 — 2?) — y%. Bestimmung von g(z):

F(z,9(x))=0Vze€e A 2°(1—2%) —g(x)*=0

20(1 — 2°) + 2%(=2x) — 29(z) - ¢'(x)  ¢'(x) =

Bestimmung von ¢'(x) im Spezialfall (p = ¢=m =1): S(x) := F(x,g(x)) =
OVzxeA,
RDA-LRLR

v (2, 9(x)) —

0 = S'z)=F(x,9(x)) oG (x)
~ (DiFGale) D)) ()
F(z,g(x)

= DiF(z,g9(x))+ ¢ (x)DoF(z, g(z))
—DyF(x,g9(x))
DZF(xag(x))

Ende!®®

38 Wenn Sie das alles gut beherrschen, was wir hier gemacht haben, wissen Sie fast mehr
als ich vor ein paar Monaten...*
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